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Vorwort 


Die Mathematik ist nicht — wie viele der jungen Wissenschaften — 
täglichem Veraltern ausgesetzt, der Satz des Pythagoras gilt heute ebenso 
wie im Altertum. Allerdings unterliegt auch die Mathematik Veränderun- 
gen in den Anwendungsschwerpunkten, in der Forschung, in den Lehr- 
plänen. Computer haben manche ehedem wichtige Anwendung in den 
Hintergrund gedrängt, manches früher aussichtslose Unterfangen prakti- 
kabel gemacht. 

Dieses Buch behandelt Begriffe des Rechnens und der Mathematik in 
alphabetischer Reihenfolge. Ausgehend von den Grundrechenarten, führt 
der Band über den Schulstoff bis hin zu den wichtigsten Grundbegriffen 
der modernen Mathematik. Dabei wurde Wert auf praktischen Nutzen 
und auf Anschaulichkeit gelegt. Schon über die erste Auflage hieß es 
dazu in „Die Umschau“ (Heft 21, 1963): „Mit dem großen Rechenduden 
haben sich die Verfasser ein hohes Ziel gesetzt: Sie wollen allen, die 
im täglichen Leben mit Mathematik zu tun haben, ein möglichst umfas- 
sendes, leicht verständliches und handliches Nachschlagewerk bieten. 
Diese Aufgabe muß als vortrefflich gelöst bezeichnet werden ... Schüler, 
Lehrer, Studenten, Techniker und Kaufleute werden den Rechenduden 
als schnelle und zuverlässige Hilfe zu schätzen wissen.“ 

Auch die nun vorliegende fünfte Auflage dient nicht nur als Mathematik- 
Nachschlagewerk, sondern auch als Anleitungsbuch für das bürgerliche 
und kaufmännische Rechnen; die Grundrechenarten, Dreisatz, Diskon- 
tieren, Rentenrechnung... sind ebenso enthalten wie z.B. Operations 
Research, beurteilende Statistik, fraktale Geometrie, Nichtstandard- 
analysis, Funktionentheorie. 

Somit ist der Mathematik-Duden ein unentbehrlicher und praxisnaher 
Ratgeber für alle, die täglich, ob in der Schule, zu Hause oder im Beruf, 
mit Rechnen und Mathematik zu tun haben. 


Mannheim, im Frühjahr 1994 Herausgeber und Bearbeiter 


Zur Einrichtung des Buches 


Der Text ist nach Hauptstichwörtern 
alphabetisch geordnet, die halbfett ge- 
druckt am Anfang des betreffenden 
Artikels stehen. Die Alphabetisierung 
ordnet Umlaute wie die einfachen 
Selbstlaute ein: ä wie a, ö wie oO usw. 
Komplexe Hauptstichwörter werden 
ohne Rücksicht auf die Wortgrenze 
durchalphabetisiert: z.B. steht Linear- 
kombination zwischen lineare Trans- 
formation und linear unabhängig. 

Eine große Anzahl wichtiger Begriffe 
ist im laufenden Text durch Kursiv- 
druck hervorgehoben. Diese Wörter 
lassen sich in der Regel leicht über 
das am Ende des Buches stehende 
Register erschließen. Bei längeren Ar- 
tikeln sind Einleitungen von einzelnen 
Abschnitten zur besseren Übersicht 
durch Fettdruck hervorgehoben. 


Der Verweispfeil (f) vor einem Wort 
besagt, daß dieses als Hauptstichwort 
abgehandelt ist. 

Gibt es für einen Sachverhalt mehrere 
Begriffe, so werden diese in runden 
Klammern nach dem halbfett ge- 
druckten Hauptstichwort wiedergege- 
ben, z.B.: Polyeder (Vielflach, Viel- 
flächner). 

Ein Verzeichnis der mathematischen 
Symbole befindet sich auf den Seiten 
408 und 409. 

Im übrigen werden nur allgemein be- 
kannte und gebräuchliche Abkürzun- 
gen verwendet, z.B.: z.T.=zum Teil, 
u.a.=unter anderem, und andere, und 
anderes, v.a.=vor allem, z.B.=zum 
Beispiel. 


Übersichten 
Ableitungsfunktionen 13 Oberflächen- und Volumen- 
Formeln und Sätze am berechnung 451 
Dreieck 116 Die platonischen Körper 486 
Inkreis und Ankreise 117 Primzahlen und Primfaktoren 498 
Flächeninhaltsformeln der Primzahlen zwischen 1200 
Integralrechnung 173 und 4500 499 
Folgen 181 Gebrochenrationale Funktionen 523 
Fourier-Reihen 189 Taschenrechner 598 
Grenzwerte von Funktionen 247 Taylor-Reihen 602 
Unbestimmte Integrale 291ff.  Trigonometrische Funktionen 
Laplace-Transformation 371 (Additionstheoreme) 620 
Fourier-Transformation 371f.  Trigonometrische Funktionen 
Mathematische Zeichen 408. (Summenformeln) 620f. 
Gaußsche Summenfunktion 446 Volumenformeln 6671. 
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Abakus (Abacus): Ein von der Antike 
bis ins 16.Jahrhundert benutztes Re- 
chenbrett, auf dem Zahlen mit Hilfe 
von Steinen dargestellt werden. Bei 
diesem Zählbrett werden Rechnungen 
durch Umlegen der Rechensteine (Cal- 
culi) ausgeführt. Dabei liegt meistens 
ein ?TStellenwertsystem zugrunde; der 
Wert eines Rechensteins hängt also 
von der Lage auf dem Rechenbrett ab. 
Hieraus entstand der russische Aba- 
kus (Stschoty), bei dem Zahlen durch 
Kugeln auf Stäben dargestellt werden. 
Das Rechnen geschieht durch Ver- 
schieben dieser Kugeln. Noch heute 
ist der chinesische Abakus (Suanpan) 
in asiatischen Ländern in Gebrauch 
(Abb. 1). 
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Abb. 1 


Eine Zahl wird angegeben, indem man 
Kugeln zur Mitte hin schiebt. Die Ku- 
geln der oberen Reihen haben den 
fünffachen Wert der Kugeln der unte- 
ren Reihen. Vor der Rechnung muß 
man festlegen, an welcher Stelle die 
Einer stehen sollen (Abb. 2). 

Neben Additionen und Subtraktionen 
sind mit dem Suanpan auch Multipli- 
kationen und Divisionen durchführ- 
bar. Man benutzt dabei das Verfahren 
der ?Trussischen Multiplikation und 
ein entsprechendes Divisionsverfahren, 
da hierbei außer Verdopplungen und 
Halbierungen im wesentlichen nur 


Additionen ausgeführt werden müs- 
sen. 
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Abb. 2: Suanpan 


Beim japanischen Abakus, dem Soro- 
ban, befinden sich auf den Stäben je- 
weils 5 Kugeln, von denen je eine mit 
dem fünffachen Wert abgeteilt ist 
(Abb. 3). 





174465,306 
Abb. 3: Soroban 


Abbildung: Eindeutige Zuordnung der 
Elemente einer Menge A zu den Ele- 
menten einer Menge Z. Jedem Ele- 
ment von A muß ein Element von Z 
zugeordnet sein, verschiedenen Ele- 
menten von A kann aber dasselbe Ele- 
ment von Z zugeordnet sein. Ist f 
eine solche Abbildung, so schreibt 
man 


f: A>Z 


und sagt: f ist eine Abbildung von A 
in Z. Man nennt 


A die Ausgangsmenge oder Defini- 
tionsmenge von f 


Abbildung 


und 


Z die Zielmenge, Wertemenge oder 
Bildmenge von f. 


Ordnet die Abbildung f dem Element 
aeA das Element zeZ zu, so heißt z 
das Bild von a unter der Abbildung f, 
und man schreibt 


f: a>z oder 


J(a)=z. 


Bestehen die Mengen A und Z aus 
Zahlen, so verwendet man auch die 
Bezeichnung ? Funktion. In der Geo- 
metrie beschäftigt man sich mit 1 geo- 
metrischen Abbildungen (Spiegelun- 
gen, Drehungen, Verschiebungen, 
Streckungen usw.). Hier bestehen die 
Mengen A und Z aus Punkten der 
Ebene (Zeichenebene) oder des Rau- 
mes. In der ?darstellenden Geometrie 
betrachtet man Abbildungen des 
Raumes auf die Ebene und gewinnt so 
z.B. Schrägbilder von Körpern (1 Pro- 
jektion). Eine Zahlenfolge (1 Folge) 
ist eine Abbildung der Menge N der 
natürlichen Zahlen in die Menge der 
treellen oder Tkomplexen Zahlen. 

Eine Abbildung f: A>Z heißt injektiv 
oder eine Injektion, wenn zwei ver- 
schiedene Elemente von A immer zwei 
verschiedene Bilder haben, wenn also 
für a, #a, auch f(a,)+f(a,) gilt. 

Bei einem Pfeildiagramm erkennt man 
eine injektive Abbildung daran, daß 
bei jedem Element der Zielmenge 
höchstens ein Pfeil endet (Abb. 1). 





f injektiv f nicht injektiv 


Abb. 1 


Eine Abbildung f: A>Z heißt surjek- 
tiv oder eine Surjektion, wenn jedes 
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Element von Z als Bild vorkommt, 
wenn für jedes zeZ also ein ae A mit 
f(a)=z existiert. Man nennt dann 
auch f eine Abbildung von A auf Z. 
Beim Pfeildiagramm einer Surjektion 
endet also bei jedem Element von Z 
mindestens ein Pfeil (Abb. 2). 


A S Z 





f surjektiv 
Abb. 2 


f nicht surjektiv 


Eine Abbildung f: A>Z heißt bijektiv 
oder eine Bijektion, wenn sie injektiv 
und surjektiv ist. Jedes Element zeZ 
ist dann Bildelement von genau einem 
Element ae A (Abb. 3). 


A si zZ 





f biiektiv f nicht bijektiv 
Abb. 3 
—1 
A S zZ zaL A 
Abb. 4 


Ist f: A>Z eine bijektive Abbildung, 
dann existiert die Umkehrabbildung 
f':Z>A (Abb.4). Man nennt eine 
bijektive Abbildung daher auch um- 
kehrbareindeutig oder eineindeutig. 

Ist f(a)=z, so ist f""(z)=a. Ist f 
nicht bijektiv, so besitzt f auch keine 
Umkehrabbildung. Bijektivität und 
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Umkehrbarkeit einer Abbildung sind 
also gleichwertige Begriffe. Die Um- 
kehrabbildung f' heißt auch die zu 
f inverse Abbildung. Es gilt (f')-' 


abgeschlossen. Eine Menge M von 
Punkten der Geraden (R'), der Ebene 
(R?) oder des Raumes (R°), die alle 
ihre tHäufungspunkte enthält, heißt 
abgeschlossen. Bezeichnet man mit 
H(M) die Menge der Häufungspunkte 
von M, so muß also H(M)=M 
gelten. Die Menge MUH(M) heißt 
die abgeschlossene Hülle der Menge 
M. Genau dann ist M abgeschlossen, 
wenn für jede in R' (i=1, 2, 3) konver- 
gente Folge ‘a, >» mit „eM (n 
=1,2,3,...) der Grenzwert auch zuM 
. gehört. 

Eine Menge McR' heißt toffen, 
wenn ihre Ergänzungsmenge (T Menge) 
IR'\M abgeschlossen ist. Es gibt Men- 
gen, die weder offen noch abgeschlos- 
sen sind. Die Mengen R' und ® (leere 
Menge) sind sowohl offen als auch ab- 
geschlossen. 

Der Begriff der abgeschlossenen bzw. 
offenen Menge wird allgemeiner in der 
t Topologie verwendet. 


Beispiele: Für aabeR mit a<b ist in 
R (reelle Zahlengerade) die Menge 


[a,b]:={xeRlasx<b} 


abgeschlossen (abgeschlossenes Inter- 
vall). Die Menge M:={1,3,4,4,...} 
ist nicht abgeschlossen; ihre abge- 
schlossene Hülle ist Mu{0}, denn 0 
ist (der einzige) Häufungspunkt von 
M. Die Menge R\@Q ist nicht abge- 
schlossen, denn in jeder T Umgebung 
einer Trationalen Zahl liegen unend- 
lich viele tirrationale Zahlen; die ab- 
geschlossene Hülle von R\® ist R. 
In R? (reelle Zahlenebene) ist für 
a,b,c,deR mit a<b und c<d die 
Menge 


Ableitung 
La, c); (b,d)] 


:= {(x,yJ)eER?la<x<sb,c<y<d} 


abgeschlossen (abgeschlossenes Recht- 
eck). Die Menge ZxZ (Menge aller 
Paare ganzer Zahlen, also Menge aller 
„Gitterpunkte“ im  Koordinatensy- 
stem) ist abgeschlossen, denn sie ent- 
hält jeden ihrer Häufungspunkte (weil 
nämlich kein solcher existiert!). In R? 
(reeller Zahlenraum) ist die Menge 


{(x,y,2)eR?’|x?+y?+z?<1} 


abgeschlossen (abgeschlossene Kugel). 
Auch 


{(x,y,z)eR?|2x—-3y+5z=7} 


ist eine abgeschlossene Teilmenge von 
IR’, nämlich eine Ebene. Die Menge 


{(x, y,z)eR?|2x-3y+5z<7} 


ist ein abgeschlossener Halbraum. 

Die Vereinigungsmenge endlich vieler 
abgeschlossener Mengen ist abge- 
schlossen. Die Vereinigungsmenge un- 
endlich vieler abgeschlossener Mengen 
muß nicht abgeschlossen sein. Die 
Schnittmenge beliebig (endlich oder 
unendlich) vieler abgeschlossener Men- 
gen ist abgeschlossen. 

Ableitung. Es sei f eine Funktion, de- 
ren Definitionsmenge D(f) in R liegt 
und deren Werte ebenfalls reelle Zah- 
len sind. Ferner sei xoeD(f), und es 
gebe eine T Umgebung von xo, welche 


ganz zu D(f) gehört. Wenn der 
TGrenzwert 

ji X) f(X%o) 

im ———— 

x>Xxo X—Xo 
existiert, so heißt dieser Ableitung 


oder Differentialquotient der Funktion 
f an der Stelle xo. Die Funktion f 
heißt dann an der Stelle xo differen- 
zierbar. Die Ableitung von f an der 
Stelle x. bezeichnet man mit 


Ableitung 
f(Xo), Ta) oder F 
dx X |xo 


Die Ableitung gibt die Steigung des 
Funktionsgraphen an der Stelle x, an 
(Abb. 1). Denn der Differenzenquotient 

X) F(&%0) 


X—Xo 


(x, XoeD(f), x#Xo) 


ist die Steigung der Sekante durch die 
Punkte (x, f(x)) und (xo, f (Xo)). 





Abb. I 


Anhand des in Abb. 1 eingezeichneten 
Steigungsdreiecks erkennt man, daß 
der Wert des Differenzenquotienten 
gleich tan« ist. Beim Grenzübergang 
x>xo geht die Sekante in die Tangen- 
te an der Stelle x, über. 





Abb. 2 


Wenn der Grenzwert des Differenzen- 
quotienten an der Stelle x, nicht exi- 
stiert, dann ist f an dieser Stelle nicht 
differenzierbar. Beispielsweise ist die 
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Betragsfunktion f: x>|x| (T Betrag) an 
der Stelle O0 nicht differenzierbar, weil 


i x . Fun 
der Grenzwert lim bel nicht existiert 


x>0 X 
(Abb. 2). Eine an der Stelle x, diffe- 
renzierbare Funktion ist dort auch 
stetig (tStetigkeit), die Umkehrung 
gilt aber nicht, wie die Betragsfunk- 
tion zeigt (Abb. 2). 
Ist die Funktion f an der Stelle xo 
differenzierbar, so erhält man die 
Gleichung der Tangente im Punkt 
(x0,f(Xo)) in der Form 


y=f(Xo)+ F Kor Ko). 


Die Tangente stellt die lineare TAp- 
proximation von f an der Stelle xo 
dar. 

In Anwendungen entspricht f’(xo) oft 
einer lokalen Änderungsrate oder einer 
lokalen Änderungsgeschwindigkeit an 
der Stelle x. (z.B. lokaler Steuersatz, 
Momentangeschwindigkeit). In der 
Physik bezeichnet man die Ableitung 
einer zeitabhängigen Funktion oft mit 
einem Punkt: 


Die Ableitung von Funktionen, die 
sich durch Addition, Multiplikation, 
Verkettung und Umkehrung aus diffe- 
renzierbaren Funktionen ergeben, kann 
man mit Hilfe der TAbleitungs- 
regeln berechnen. 

Beschränkt man sich bei der Grenz- 
wertbildung 


li S&)- f(x) 
im —— 


xoXxXo Xx—-Xo 


auf x<x, oder auf x>xo,, so ergeben 
sich Teinseitige Ableitungen. 
Ist eine t Funktion mehrerer Variabler 
nach den einzelnen Variablen differen- 
zierbar, so erhält man die ?partiellen 
Ableitungen dieser Funktion 
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Beispiele: 

1) Die konstante Funktion 
(DIf)=R;ceR) 


hat an jeder Stelle die Ableitung 0, 
denn der Differenzenquotient hat stets 
den Wert 0. 


Sf: xoc 


2) Die identische Funktion 
(DIf)=R) 


hat an jeder Stelle die Ableitung 1, 
denn für jedes xoeD(f) gilt 


f: sıox 


._  ATXo 
lim =1, 
XoXo Xx—Xo 





3) Die quadratische Funktion 


(DIf)=R) 


hat an der Stelle x, die Ableitung 
2xo, denn für jedes xoeR gilt 


Sf. xx? 


a 5. 
lim = lim (x+xo)=2xo- 
xx ATX0O  xoXxo 





4) Die Potenzfunktion 
(neN, D(f)=R) 


hat an der Stelle xo die Ableitung 
nxb '. Denn wegen 


f: xı>x" 


"Bel xt Hr tigt... 
+xx 3’ xx? Han) 
gilt 


n 
x"—x, 





n—1 


lim =NXo 


XxoXo X—-Xo 
5) Die Wurzelfunktion 


f: xoVx  (DIN=R;) 
hat an der Stelle xu.>0 die Ableitung 
1 


2V x 





. Denn 


x>xXo X T0Xo xx YX +Y%o 


Ableitung 


An der Stelle O ist die Wurzelfunktion 
nicht differenzierbar. 
6) Die Exponentialfunktion 


(D(f)=R) 
(e tEulersche Zahl) hat an der Stelle 
xo die Ableitung e*, Funktionswert 
und Ableitung an der Stelle x, stim- 
men also überein. Denn 


f: xıre* 








Bi er-”0—] 
lim =e*°. Jim 
x-x0 KTXo xoX0 XTXo 
x . e-1 x 
=e*'-]im =e*0, 
h>0 


Die dabei benutzte Grenzwertbezie- 
hung 





läßt sich mit Hilfe der Definition 


1 n 
e:= lim ( +) 
n> © n 
der Eulerschen Zahl herleiten. 
7) Die allgemeine Potenzfunktion 
(reR; D(f)=R*) 


hat an der Stelle xo die Ableitung 
rxo '. Dies erhält man mit Hilfe der 


Sf: xx" 


Kettenregel (tAbleitungsregeln) aus 
Beispiel 6: 
I) xr=e"* 


r 
FO Zere, 


Dabei ist In (Logarithmus naturalis) 
die Umkehrfunktion der e-Funktion. 
Bei dieser Rechnung wurde die Bezie- 
hung 


1 
(Inx) =— 
x 


verwendet. 
8) Die allgemeine Exponentialfunk- 
tion 


f: x>b* (b>0;D(f)=R) 


Ableitungsfunktion 


hat an der Stelle xo die Ableitung 
b*’Inb, was ebenfalls mit Hilfe der 
Kettenregel aus Beispiel 6 folgt. 

9) Die Sinusfunktion 


(D(P)=R) 


hat an der Stelle x, die Ableitung 
cosxo. Denn 


f: xosinx 


sin(xo+h)—sinxo 
h 
sinxo cosh+cosxo sinh—sinXo 
u h 


sinh . 1—cosh 
—SINXo* 
h 








=COSXo"° 








und 


. sinh 
lim — =1, (1) 
h>0 h 

. 1-cosh 
lim ———=(. 


h>0 h 


(2) 


Den Grenzwert (l) findet man durch 
Vergleich des Flächeninhalts des 
Kreissektors mit den Flächeninhalten 
der in Abb. 3 eingezeichneten Drei- 
ecke: Für positive h gilt 


3.cosh-sinh<$-h<%tanh, 








also 
h 1 
cosh<——< : 
sinh cosh 
| tan h 
cos h 
Abb. 3 
; . . sin(—h) 
Diese Gleichung gilt wegen n 


sinh 


m auch für negative h. Aus 
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limcosh=1 erhält man (1). Ferner ist 
h>0 





h 
1-cosh .h a: 
=sin<- y 
h 2 h 
2 
woraus sich mit (1) der Grenzwert (2) 


ergibt. 

Ableitungsfunktion. Bildet man die 
tAbleitung einer Funktion an allen 
Stellen, an denen sie differenzierbar 
ist, so erhält man ihre Ableitungsfunk- 
tion f'. Ist f'’ an der Stelle x, stetig 
(tStetigkeit), so heißt f an der Stelle 
xo stetig differenzierbar. Ist die Ablei- 
tungsfunktion f’ von f in D(f’) diffe- 
renzierbar, so kann man dort die Ab- 
leitungsfunktion f” von f’ bilden 
(thöhere Ableitungen). 

Aus dem Vorzeichen von f’(x) kann 
man das Monotonieverhalten der 
Funktion f bestimmen: 


f'=0 auf [a,b]> 

f monoton wachsend auf [a,b]; 
f'<0 auf [a,b]> 

f monoton fallend auf [a,b]. 


Ist f'(xo)=0, so hat f an der Stelle xo 
die Steigung 0, der Graph von f hat 
dort also eine waagerechte Tangente 
(Abb. 1). 





Abb. I 


Auf Seite 13 sind die Ableitungsfunk- 
tionen einiger wichtiger Telementarer 
Funktionen angegeben. 


Ableitungsfunktionen 


Funktion Definitionsmenge Ableitungsfunktion 
xx R bzw. R\{0} bzw. R* xorx'=! 
für reN bzw. reZ bzw. reR 
x>sinx R xXH>Cosx 
xX>C0SXx R xt —sinx 
x>tanx R\- 2 | ze} - 
2 cos? x 
1 
x>cotx R\{zr|zez -——— 
\tzn|zeZ} . 
xm>e” R xıt>e* 
x>Inx R+ xm— 
x 
x>b*(b>0) R x>b* .Inb 
1 
| R*+ Be — 
x>log,x x mb 
n 1 
xt>arcsin x ]-1,1[ x» 
1x? 
xH>atccos x J-L,1f xm— 
1 -x* 
1 
x>arctanx R a regen 
1+x 
xt>arccot x R a er 
1l+x 
x>sinhx R x>cosh x 
xı>cosh x R x>sinh x 
1 
tanh R —— 
x>tanhx nz 
x>cothx R\ {0} en 
sinh“ x 
1 
x>arsinh x R x> 
Vv+1 
1 
x> arcosh x 11, of NO 
v-1 
1 
x->artanh x J-Lif x> 3 
—x 
1 
x>arcoth x R\[-1,1] x> z 




















Ableitungsregeln 


Ableitungsregeln (Differentiationsre- 
geln): Regeln für die Berechnung der 
t Ableitung bzw. der ? Ableitungsfunk- 
tion einer Funktion, die aus zwei oder 
mehreren Funktionen zusammenge- 
setzt ist. 

Summenregel: Sind f und g an der 
Stelle x, differenzierbar, so ist auch 
f+g an der Stelle x, differenzierbar 
und es gilt 


FHRo)=SRo)t+ 8 RXo). 
Für die Ableitungsfunktionen gilt also 
JHa=f tg. 


Der Beweis der Summenregel folgt 
aus der Umformung 





HER) -(f+E)IXo) 
X—Xo 
_SO-S) , SI)- 1x0) 
Xx—Xo XXo 


des Differenzenquotienten und an- 
schließender Grenzwertbildung für 
x>xo. Für aeR gilt auch 


(af) (Xo)= 


bzw. 


(af) =af". 
Insgesamt erhält man also folgende 
Regel für die Differentiation einer Li- 
nearkombination zweier Funktionen f 
und g: 


(af +bg) =af'+bg' 


af'(Xxo) 


für a,beIR. Allgemeiner gilt dort, wo 
die Funktionen fi, f>, ..-,f„ differen- 
zierbar sind, die Beziehung 


PET 


für alle a,,a>,...,a„eIR. Mit Hilfe die- 
ser Regel kann man alle Polynom- 
funktionen ableiten: Wegen 


K'=ix! 
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gilt 
(3 ax‘) = Jar, 
i=0 te 
Beispielsweise ist 
(3+2x—-4x?+7x°)=2-8x+21x?. 


Produktregel: Sind f und g an der 
Stelle x, differenzierbar, so ist auch 
fg (kurz fg) an der Stelle x, differen- 
zierbar und es gilt 
FE) (Ko) = FR) 8X) + F Ko) g'(Xo). 
Für die Ableitungsfunktionen ist also 
S=f gt fg. 
Der Beweis der Produktregel folgt aus 
der Eee 





FIR) -(FEIXo) 
X-Xo 
S&)-F%o) 
m en) 
XXo 
+f RVG AC0) 
Xx—Xo 


des Differenzenquotienten und an- 
schließender Grenzwertbildung für 
X>Xo- 

Beispielsweise ist 


(x? sinx)' =2xsinx-+x?cosx. 
Aus der Produktregel kann man eine 
Formel für die Ableitung von f" 


herleiten, wobei man das Prinzip der 


Tvollständigen Induktion benutzt: 
Aus 
ELF IYES SH) 
und der Induktionsannahme 
= (n-1)fr?.f’ 

folgt 

ra 


Für f(x)=x ergibt sich als Sonderfall 
die Ableitungsformel für die Potenz- 
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funktion xt>x” (neN): 
ER, 


Die Produktregel kann man auch in 
der Form 

Fe, 8 

Ss 58 
schreiben, wenn f(x)g(x)#0 in dem 
betrachteten Bereich gilt. In dieser 
Form kann die Produktregel verallge- 
meinert werden: Sind die Funktionen 
f1,S2,.--,n differenzierbar an der 
Stelle xou und ist filxXo)-f2(Xo): --- 
-f(x0)+0, dann gilt für die Produkt- 
funktion 


Fı= fir far uch 
die Beziehung 

F(xo) © fi(Xo) 

Fo No) 
(Formel von Leibniz, nach G.W. Leib- 
niz 1646-1716). Diese Formel gilt 


auch für die Ableitungsfunktionen; 
beispielsweise erhält man für neN 


6} l 











also wieder die Formel 
(x")=nx""'. 
Quotientenregel: Sind f und g an der 
Stelle x, differenzierbar und ist 
g(x,)#0, so ist auch S an der Stelle 
8 


x, differenzierbar und es gilt 


2 Ro) 8X) F (Xo) g’(Xo) 
(-)&0- Ä 





8 8g”(xo) 

Für die Ableitungsfunktionen gilt also 
() der 
8 8° 


Der Beweis der Quotientenregel folgt 
aus der Umformung 


Ableitungsregeln 


(eo 


xX—Xo 
FR) 8X) - FXo) EX) 
Ex) 8X) X Xo) 
_ SWR) 81x) 
.Xx-X0 (X) EX) 
Fo) SLR) glXo) 
s(X)g(Xo) X Xo 
und anschließender Grenzwertbildung 
für x>xo. Bei einem anderen Beweis 
der Quotientenregel beweist man die 
Beziehung 


2-3 
g g? 


1 
und wendet auf ze die Produkt- 
8 8 














regel an. Hat man bereits gezeigt, daß 


— differenzierbar ist, so kann man die 


g 
Quotientenregel auch unmittelbar aus 


der Produktregel gewinnen. Dazu 

differenziert man die Identität (): g 
8 

= f auf beiden Seiten (links nach der 


Produktregel) und löst nach () 
8 


auf. 
Mit Hilfe der Quotientenregel kann 
man alle rationalen Funktionen ablei- 
ten. Beispielsweise ist 
x? \v 2x8x+1)-3x? 
er) (3x+1)? 
3x?+2x 
Bx+1?' 








Kettenregel: Ist g an der Stelle x, 
differenzierbar und f an der Stelle 
g(x,) differenzierbar, dann ist die 
TVerkettung fog an der Stelle x, 
differenzierbar und es gilt 


(fo (X) = FlERXo)) EXo). 


Ableitungsregeln 
Für die Ableitungsfunktionen ist also 
(fso=lf'eg).g. 


Ist g’(x0)+0, so folgt die Kettenregel 
aus dem Ansatz 


ER) - FR) 








X—-Xo 
_ SE) - SEK) ER - 8x0) 
(x) g(Xo) X 


Im allgemeinen Fall benutzt man den 
TMittelwertsatz: Falls g(x)+g(xo) ist, 
gibt es eine reelle Zahl y mit 


gX)<y<glxo) oder g(Xo)<y<glx) 
und 


(ex) 


) F(g(Xo)) 
X—Xo 
1.869) = 8Xo) 
= 
X—Xo 
Mit der Kettenregel erhält man bei- 
spielsweise 
(ey =e”.2x. 
Mit Hilfe der Kettenregel kann man 


weitere Differentiationsformeln gewin- 
nen, z.B. 





er 

und als Sonderfälle hiervon 
fürr=2: (fY =2ff", 
fürr=}: (VII 


2yf 
fürr= —1: G)- - 


Die Kettenregel für drei Funktionen 
(mit geeigneten Differenzierbarkeitsbe- 
dingungen) lautet 

(foegeh)(xo) 

= f(g(h(Xxo))) g’Ch(Xo))- h’(Xo) 


bzw. 


(fegeh) =(f’ogoh)-(g’oh)-h’ 
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Beispielsweise ist 
(sinyx? +1) 


=cos x +l—2% 
v 2yx?+1 


Ableitung der Umkehrfunktion: Ist f 
in einer Umgebung U von xo differen- 
zierbar und ist f'(x)+0 für alle xeU, 
so ist f dort a. es existiert 
also die t Umkehrfunktion f'. Für 
yo=S(x,) gilt dann 


l 
—1v = . 
(FT )Wo) Fo) 


Dies folgt aus dem Ansatz 
(vo) X Xo 


I’M- 
y-yo SR) f&) 

Die Formel für die Ableitung der 
Umkehrfunktion kann man auch gra- 
phisch verdeutlichen: Der Graph von 
f' entsteht aus dem Graph von f 
durch Spiegeln an der Winkelhalbie- 
renden des 1. und 3. Quadranten des 
Koordinatensystems (Abb. 1). An den 
Steigungsdreiecken kann man die Ab- 
leitungen ablesen. 








Steigung ’ 
[4 
1 L 
S / 


b a 
Steigung m 


Abb. 1 


Die Ableitungsformel für die Umkehr- 
funktion, die man auch in der Form 


N 
ee 
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schreiben kann, läßt sich auch mit 
Hilfe der Kettenregel beweisen, wenn 
die Differenzierbarkeit von f =! gesi- 
chert ist: Aus 


Sof r)=x 


folgt durch Differenzieren auf beiden 
Seiten dieser Gleichung 


SAN), 
also die oben angegebene Formel. 
Beispielsweise ist 
1 


( xy= —, desh 
v 2yx 





(x?) =2x 


und 


arctanx) = ——, 
) 1+x? 
denn 


(tanx)’=1+tan?x. 


Logarithmische Ableitung: Dies ist ein 
Verfahren zur Berechnung der Ablei- 
tung von Funktionen der Form 

F: x f(x)? ®) 


unter Zuhilfenahme der ?Logarith- 
musfunktion In: Aus F(x)= f(x)” 
folgt 

In F(x)= g(x)-Inf (x) 
und hieraus, falls die entsprechenden 
Ableitungen existieren, 


ES nr 
Fo) +8 (x)-In fx). 


Somit ergibt sich die Ableitungsfunk- 
tion 


= ei +8 inf). 





Beispielsweise ist 


(ix? 4 a 





2 sinx s 
=(x+1 (sin x: 
w x+] 


+eosx-n@® +1). 


Abschreibung 


Weitere Regeln sind bei der Berech- 
nung der tThöheren Ableitungen und 
im Zusammenhang mit Tpartiellen 
Ableitungen zu beachten. 
Abschreibung: Ein Neuwagen unter- 
liegt bereits in den ersten Jahren einer 
beachtlichen Wertminderung. Allge- 
mein bedeuten Wertminderungen bei 
Vermögensgegenständen für einen Be- 
trieb Kosten, da diese Gegenstände 
durch neue ersetzt werden müssen. 
Die Abschreibung entspricht der rech- 
nerischen Erfassung von Wertminde- 
rungen betrieblicher Gegenstände. Die 
Möglichkeiten der bilanzmäßigen Ab- 
schreibung hängen von Gesetzgebung 
und von der Art des Unternehmens 
ab. 

Man unterscheidet die konstante oder 
lineare Abschreibung und die degressi- 
ve Abschreibung. Bei der linearen Ab- 
schreibung werden entsprechend der 
Nutzungsdauer des Vermögensgegen- 
stands jährlich gleichbleibende Ab- 
schreibungsbeträge abgeschrieben. Be- 
trägt z.B. die Nutzungsdauer einer 
Maschine (Neupreis 5000 DM) 5 Jah- 
re, so werden pro Jahr 1000 DM ab- 
geschrieben (Abb. 1). 





Restwert 


jährliche Abschreibungsbeträge 


Abb. I 


absolut 


Die degressive Abschreibung ent- 
spricht einer „umgekehrten Verzin- 
sung“, bei der in jedem Jahr ein 
gleichbleibender Prozentsatz p%, vom 
jeweiligen Wert (Buchwert) abge- 
schrieben wird. Hat sich der Anschaf- 
fungswert A nach dem ersten Jahr um 
p”% verringert, so gilt für den Buch- 
wert B, nach einem Jahr: 


B,=A-A-p/100= A(1- p/100). 
Entsprechend ergibt sich für die Buch- 
werte nach dem 2. und 3. Jahr: 

B;=B,-B,:-p/100=B,(1-— p/100) 

= A(1-p/100)°, 

B3 = A(1-p/100)°. 

Allgemein gilt für den Restbuchwert 
B,„ nach n Jahren (n=1, 2,3, ...) 
B,= A(1- p/100)". 
Beispiel: Eine Maschine (Neupreis 
5000 DM), die mit 33 % abgeschrieben 
wird, besitzt nach 5 Jahren den Rest- 
buchwert (Abb. 2) 
B; = 5000. (1— 33/100)° DM 
=675,06 DM. 






Restwert 





UERD 


jährliche Abschreibungsbeträge 
Abb. 2 


Die degressive Abschreibung wird im 
allgemeinen bei Vermögensgegenstän- 
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den angewendet, die in den ersten 
Jahren verglichen mit späteren Jahren 
einer stärkeren Wertminderung unter- 
liegen. 

absolut: |) Der tBetrag einer Zahl 
heißt auch ihr absoluter Betrag (veral- 
tete Bezeichnung). 

2) In einem 1 Polynom 


aX"+..+42X+a1X-+0o 


nennt man den Koeffizienten a, das 
absolute Glied. „ 
3) Die tReihe ),a, 


heißt absolut 


[0,0] 


konvergent, wenn die Reihe ), ja,| 


n=1 


konvergiert. 

4) In der t Fehlerrechnung unterschei- 
det man absolute Fehler von relativen 
Fehlern. 

5) In der Statistik unterscheidet man 
absolute Häufigkeiten von relativen 
Häufigkeiten. 

6) In der absoluten Geometrie behan- 
delt man geometrische Aussagen, die 
unabhängig von der Gültigkeit des 
Parallelenaxioms sind (TAxiome der 
Geometrie). 

Abstand. Unter dem Abstand oder 
der Entfernung zweier Punkte P und 
O versteht man die Länge der Strecke 
PO. Sind die Punkte in einem kartesi- 
schen tKoordinatensystem in der 
Ebene gegeben, also 


P=(xp, yp), O=(xo, yo); 


so beträgt ihre Entfernung nach dem 
Satz des ? Pythagoras 





V&r-xo)” +(yp- yo) 
(Abb. 1). Sind P und O in einem kar- 
tesischen Koordinatensystem im Raum 
gegeben, also 

P=(xp, yp, Zp), O=(xo, yo» zo), 
so beträgt ihre Entfernung (Abb. 2) 


Vi —Xo)’+(yp- Yo)’ +(zr- 20)”. 


19 





Abb. I 





Abb. 2 


Der Abstand eines Punktes P von ei- 
ner Geraden g ist die Länge des Lotes 
von P auf die Gerade g (Abb. 3). 





Abb. 3 


Ist ax+by+c=0 die Gleichung einer 
Geraden in der Ebene, dann hat P 
von der Geraden den Abstand 


AXp i byp “ € 
Va?+b? Va?+b? Ve?+b? 


(tHessesche Normalform). Schwieriger 
ist die Berechnung des Abstands eines 
Punktes P von einer Geraden g im 
Raum. Hat g die Vektorgleichung 
(t Gerade) 














Abstand 


so ist 
b.(X-)=0 

eine Gleichung für die tEbene durch 
P, welche rechtwinklig zu g ist; dabei 
ist p der fOrtsvektor von P, und der 
Malpunkt bedeutet das ?Skalarpro- 
dukt. Man berechnet daraus den Para- 
meterwert A für den Schnittpunkt S der 
Geraden mit der Ebene: 


ba 
Zu == 
Der gesuchte Abstand ist dann die 
Länge der Strecke PS. Man kann 


diesen Abstand auch mit Hilfe des 
! Vektorprodukts berechnen; er beträgt 


IX (Pa) 
1b] 


Der Abstand eines Punktes P von ei- 
ner Ebene im Raum ist die Länge des 
Lotes von P auf die Ebene (Abb. 4). 


A 


pP 


Abb. 4 


Ist ax+by+cz+d=0 die Gleichung 
einer Ebene im Raum, dann hat P 
von dieser Ebene den Abstand 


aXp+byp+tczp+td 
Va?+b?+c? 
(T Hessesche Normalform). 
Den Abstand zweier paralleler Gera- 
den bestimmt man, indem man den 


Abstand eines Punktes der einen Ge- 
raden von der anderen Geraden be- 








Abweichung 


rechnet. Der Abstand zweier wind- 
schiefer Geraden (im Raum) ist die 
Länge der Strecke, die zu beiden Ge- 
raden rechtwinklig ist (Abb. 5). 


a 


Abb. 5 


Sind 
g1:X=d,+ub,, 
82: x=d,+ub, 


die Vektorgleichungen zweier wind- 
schiefer Geraden, dann ist ihr Ab- 
stand gleich dem Abstand der paralle- 
len Ebenen mit den Vektorgleichun- 
gen 


X=4, +4b, +ub, 
bzw. 
X=d,+Ab, +ub>. 


Ist die Gerade g parallel zur Ebene E, 
so berechnet man ihren Abstand von 
E mit Hilfe eines Punktes P der Gera- 
den g. Den Abstand zweier paralleler 
Ebenen bestimmt man, indem man 
den Abstand eines Punktes der einen 
Ebene von der anderen Ebene berech- 
net. 

Allgemein versteht man unter dem 
Abstand zweier Punktmengen M, und 
M, das Minimum der Längen aller 
Strecken PP mit PeM, und BeM, 
(vgl. Abb. 6). 





Abb. 6 
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Abweichung: 1) In der Astronomie 
versteht man unter Abweichung den 
Winkel, der in Abhängigkeit von der 
geographischen Breite gemeinsam mit 
dem Stundenwinkel die Lage eines 
Gestirns festlegt. Für diesen Winkel 
verwendet man auch die Bezeichnung 
Deklination. 

2) In der tStochastik bezeichnet man 
eine Maßzahl, welche angibt, wie 
stark die Meßwerte einer Meßreihe 
oder die Werte einer 1 Zufallsgröße 
vom ?tMittelwert oder vom tErwar- 
tungswert abweichen, als Abweichung. 
Diese Maßzahl bezeichnet man auch 
als Streuung. Man benutzt in der Sto- 
chastik verschiedene Abweichungsmaße 
(t Varianz, tStandardabweichung). 
abzählbar: Eine Menge M heißt ab- 
zählbar (genauer: abzählbar-unendlich), 
wenn es eine bijektive Abbildung 
(t Abbildung) der Menge N der natür- 
lichen Zahlen auf M gibt. Jedes Ele- 
ment von M trägt dann eine Nummer, 
und verschiedene Elemente tragen 
auch verschiedene Nummern. Daher 
nennt man M in diesem Fall auch 
numerierbar. 


0 
| 

1-1 ı = 3 
1 1 1 T”71 
} 
ea 
2 2 2 - 
MERLTH 3 
3.3 3 3 3 
war 

7 


Abb. 1 


Jede unendliche Teilmenge von N 
(z.B. die Menge der geraden Zahlen, 
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die Menge der Quadratzahlen) ist ab- 
zählbar. Die Menge Z der ganzen 
Zahlen ist abzählbar (man gebe O die 
Nummer 1, +n die Nummer 2n und 
—n die Nummer 2n+1). Die Menge 
der Trationalen Zahlen ist abzählbar. 
Dies erkennt man z.B. mit Hilfe des 1. 
Cantorschen Diagonalverfahrens (nach 
G. Cantor, 1845-1918; Abb. 1). 

Die Paarmenge Zx ZZ ist ebenfalls ab- 
zählbar, was man aus Abb. 2 entneh- 
men kann. 








& 
© 


Abb. 2 


Die Menge der falgebraischen Zahlen 
ist ebenfalls abzählbar. Die Menge der 
treellen Zahlen ist nicht abzählbar, 
sie ist überabzählbar. Schon das Inter- 
vall [0,1] ist überabzählbar, wie man 
mit Hilfe des 2. Cantorschen Diagonal- 
verfahrens einsieht: Die Zahlen aus 
[0,1] seien als nichtabbrechende De- 
zimalbrüche geschrieben. Wäre [0,1] 
abzählbar, so gäbe es eine Liste der 
Art 


0, a1 412413 414415... 
0, a31 422 423 424 425 ... 
0, 431 432 433 434.435 ... 
0, a41 442 443 444 445 -- 
0, 451 452 453 454 455... 


Addition 


in welcher jede Zahl aus [0,1] vor- 
kommt. Nun läßt sich aber immer ei- 
ne Zahl 


0,b)b>bababs... 


aus [0,1] finden, welche nicht in die- 
ser Liste vorkommt, indem man 


b;+a; (i=1,2,3,4,5,...) 


wählt. Dies widerspricht der Annah- 
me, das Intervall [0, 1] wäre abzähl- 
bar. 

Addition. Das Addieren („Zusammen- 
zählen“) von Zahlen wird mit dem 
Pluszeichen „+“ beschrieben. Das Er- 
gebnis einer Addition heißt Summe. 
Die Summe der Zahlen 5 und 7 ist 12, 
in Zeichen: 5+7=12. Die Zahlen 5 
und 7 sind dabei die Summanden der 
Summe. Die Addition einfacher Zah- 
len ist leicht durchführbar, wenn man 
die Summanden geschickt zerlegt 
(t Algebra): 


59+87=(59+80)+7 
=139+7=146, 


37+18=37+(20-2) 
=(37+20)-2=57—-2=55. 


Bei der Addition mehrerer Zahlen ist 
es oft zweckmäßig, die Reihenfolge 
der Summanden zu vertauschen und 
diese dann geeignet zusammenzufas- 
sen: 


17+39+13+11+20 
=(17+13)+(39+11)+20 
=30+50+20=100. 


Zur Addition größerer Zahlen benutzt 
man den Taschenrechner oder das fol- 
gende Verfahren zur schriftlichen Addi- 
tion: 

Zunächst schreibt man die Summan- 
den stellengerecht untereinander. Dann 
bildete man die Summe der Einer- 
ziffern, der Zehnerziffern, der Hun- 
derterziffern usw. Wird eine dieser Zif- 


Additionssatz 


fernsummen größer als 9, dann ergibt 
sich eine Ziffernübertragung: 


735984 
+ 89923 
7=Summe der Einer- 
ziffern 
10=Summe der Zehner- 
ziffern 
18=Summe der Hunderter- 
ziffern 
14=Summe der Tausender- 
ziffern 
11=Summe der Zehntausender- 
ziffern 
7=Summe der Hunderttausender- 
ziffern 
825907 
Kurzfassung: 
735984 
+ 89923 


1111 


825907 


«- Ziffernübertragungen 


Es ist also 735984 + 89923 = 825907. 


Auf diese Art kann man auch die 
Summe von mehr als zwei Zahlen be- 
rechnen: 











98497 Kurzfassung: 98497 
+ 5382 + 5382 
+ 641 + 641 
+ 7425 + 7425 

2121 

13 111945 
23 
17 

20 

9 
111945 


Bei der Addition von Dezimalzahlen 
verfährt man entsprechend. Dabei ist 
es üblich, durch Anhängen von Nul- 
len zu erreichen, daß alle Summanden 
gleich viele Stellen nach dem Komma 
haben: 
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37,1584 
0,0030 
225,1000 
17,1240 
50,0000 
329,3854 
Die Umkehrung der Addition ist die 
tSubtraktion. Vgl. auch Addition der 
tganzen Zahlen, der ?tBruchzahlen 
und der Tkomplexen Zahlen. 
Additionssatz (Additionsgesetz): Satz 
der tWahrscheinlichkeitsrechnung, nach 
dem für tEreignise A,BEQ gilt 
(Abb. 1): 


P(Au B)=P(A)+P(B)-P(AnB). 


AuUB 


a 
A B 


Abb. I: Additionssatz für zwei Ereignisse 


Speziell ist 


P(AUB)=P(A)+P(B), 
falls AnB=d. 


AuBuC 





Abb. 2: Additionssatz für drei Ereignisse 
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Der Additionssatz läßt sich auf mehr 
als zwei Ereignisse verallgemeinern. 
Für drei Ereignisse A,B,C=Q2 gilt 
(Abb. 2) 
P(AUBu C)=P(A)+P(B)+P(C) 
— P(AnB)- P(AnC)-P(BnC) 
+P(AnBnC). 
Für n Ereignisse A,, As, ..., A, gilt 


n 


P(A,UA,UV...UA,)=), P(A) 


ey : 


P(A, NA, 
1<i,n,<iaSn 


+ 2% 


1Siyn<ia<i3zSn 


- 4; 
+(- 1"! P(A,RNA,N...NA,). 


P(A,NA,NA,) 


Der Additionssatz wird ähnlich wie 
die ? Siebformel hergeleitet. 
Additionstheorem: Formel, mit der 
sich der Wert einer Funktion f an 
einer Stelle z=a+b durch die Funk- 
tionswerte an den Stellen a und b be- 
rechnen läßt. Ein Additionstheorem 
ist also durch eine Funktionalglei- 
chung der Gestalt 


Fta+b)=F(f(a), f(b)) 


gegeben, wobei F eine Funktion von 
zwei Variablen ist. 
Beispiele: 1) Für f(x)=2% gilt 


fta+b)=f(a):f(b) 
für alle a,beR. 
2) Für f(x)=sinx gilt 
Sta+b)=f(a)y 1-(f(b))? 
+ (b)yV1-(f(a)) 
für O<a,b<-. 
2 
Am bekanntesten sind die Additions- 
theoreme der ? Trigonometrie. 


affin: 1) Eine bijektive Abbildung der 
Ebene oder des Raumes auf sich heißt 


i 


affine Ebene 


eine affine Abbildung, wenn sie geraden- 
treu ist, wenn also Geraden wieder 
auf Geraden abgebildet werden (1 geo- 
metrische Abbildungen). 

2) Zwei Figuren der Ebene oder des 
Raumes (Punktmengen) heißen affın 
zueinander, wenn sie durch eine affine 
Abbildung ineinander übergeführt 
werden können. 

3) Eine Funktion der Form x>ax+b 
bezeichnet man als affine Funktion 
(auch lineare Funktion). 

affine Ebene: Es sei W eine Menge, 
deren Elemente Punkte heißen, ferner 
6 eine Menge von Teilmengen von ®, 
deren Elemente Geraden heißen. Das 
Paar (W,6) heißt dann eine affine 
Ebene, wenn gilt: 

(1) Jede Gerade enthält mindestens 
zwei Punkte. 

(2) Durch zwei Punkte geht genau ei- 
ne Gerade. 

(3) Es gibt drei Punkte, die nicht auf 
einer gemeinsamen Geraden liegen. 

(4) Zu jeder Geraden g und jedem 
Punkt P mit P&g gibt es genau eine 
Gerade h mit Peh und gnh=B,. 

Die „übliche“ Geometrie der Ebene 
stellt also eine affine Ebene dar 
(TAxiome der Geometrie); obiges 
Axıom (4) ist das Parallelenaxiom. Es 
gibt affine Ebenen mit endlich vielen 
Punkten: 

Beispiel 1: Es sei B={A,B,C,DY} und 


6= 1A, B}, (A, C}, {A,D}, 
{8,C), 13,24, {CD}. * 


Abb. 1 


ähnlich 


Die affine Ebene (P, 6) ist in Abb. I 
durch ein Modell dargestellt. Man be- 
achte, daß die Geraden {A,C} und 
{B,D} „parallel“ sind, da sie keinen 
Punkt aus P gemeinsam haben. 
Beispiel 2: Es sei ®={1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7,8, 9} und © die Menge der in 
Abb. 2 angedeuteten 3-elementigen 
Teilmengen von ®. Es gibt also 
12 Geraden, und zwar 


gı=1{1,2,3}, g2=1{4,5,6), ..., 


8g7={3,5,7}, »3212=1{2,6,7}. 





Abb. 2 


In einer endlichen affınen Ebene gilt: 
Besitzt eine Gerade genau n Punkte, 
so besitzt jede Gerade genau n Punkte 
und jeder Punkt liegt auf genau n+1 
Geraden. Es gibt dann n? Punkte und 
n(n+1) Geraden. Die Zahl n heißt die 
Ordnung der affınen Ebene. In Bei- 
spiel 1 bzw. 2 handelt es sich also um 
affine Ebenen der Ordnung 2 bzw. 3. 
Nicht zu jedem n existiert eine affine 
Ebene der Ordnung n, beispielsweise 
gibt es keine solche der Ordnung 6. Es 
konnte erst kürzlich (mit Computerein- 
satz) bewiesen werden, daß es keine af- 
fine Ebene der Ordnung 10 gibt. Ist p 
eine Primzahl, so existiert eine affine 
Ebene der Ordnung p; diese kann man 
mit Hilfe des endlichen } Körpers mit 
- p Elementen (Restklassenkörper mod p) 
konstruieren. 
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Die Frage der Existenz affiner Ebenen 
ist eng verbunden mit der Frage der 
Existenz ?projektiver Ebenen. 

In der Tanalytischen Geometrie be- 
trachtet man die affıne Ebene, deren 
Punkte die Zahlenpaare (x, yJ)eR x R 
sind und deren Geraden als Lösungs- 
mengen von Gleichungen der Form 
ax+by+c=0 mit a,beR und a?+b? 
+0. Entsprechend betrachtet man in 
der räumlichen analytischen Geometrie 
einen affinen Raum, in welchem außer 
Punkten und Geraden auch ? Ebenen 
definiert sind. Der n-dimensionale af- 
fine Raum wird mit Hilfe eines n-di- 
mensionalen ? Vektorraums erklärt. 
ähnlich 1) Eine bijektive Abbildung 
der Ebene oder des Raumes auf sich 
bezeichnet man als ähnliche Abbildung 
oder Ähnlichkeitsabbildung, wenn sie 
geradentreu ist (Geraden werden auf 
Geraden abgebildet) und wenn sie 
streckenverhältnistreu ist (?geometri- 
sche Abbildungen). 

2) Zwei Figuren der Ebene oder des 
Raumes (Punktmengen) heißen ähn- 
lich zueinander, wenn sie durch eine 
Ähnlichkeitsabbildung ineinander über- 
geführt werden können. Zwei zu- 
einander ähnliche Dreiecke stimmen 
in allen Winkeln und im Verhältnis 
der Seitenlängen überein (Abb. 1). 


e 
Da 
: 
2 & ID 5 
D a 
b 
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Algebra: 1) Ursprünglich war die Al- 
gebra das Gebiet der Mathematik, das 
die Auflösung von talgebraischen 
Gleichungen zum Gegenstand hatte. 
Der Name Algebra stammt aus dem 
Titel des arabischen Lehrbuches „Al- 
kitäb al-mugtasar fi hisäb algabr wa 
al-mugäbala®“ (=kurzes Buch über 
das Rechnen der Ergänzung und der 
Ausgleichung) von Al Chwarismi (um 
780 bis nach 846). Dieser Titel wurde 
im 12. Jahrhundert zu „Algebra et Al- 
mugabala“ latinisiert und schließlich 
verkürzt. 

Heute versteht man unter Algebra das 
Studium talgebraischer Strukturen. In 
der Algebra beschäftigt man sich also 
mit den Gesetzen, welche für das 
Rechnen mit Zahlen oder anderen ma- 
thematischen Objekten (z.B. tAb- 
bildungen, ? Vektoren, ? Matrizen) gel- 
ten. Um Rechengesetze zu formulie- 
ren, benötigt man Variable (Platzhal- 
ter, Leerstellen) für die Objekte, mit 
denen man rechnet. Zur Bezeichnung 
von Variablen dienen z.B. kleine und 
große lateinische und griechische 


a+b=b+ta 


Algebra 


Buchstaben. Für das Rechnen mit 
Zahlen gelten die in Tabelle 1 zusam- 
mengestellten grundlegenden Gesetze 
(t Grundrechenarten). 

Im Zusammenhang mit dem Distribu- 
tivgesetz trifft man meistens folgende 
Konvention: Zuerst werden die Inhal- 
te der Klammern, dann die Produkte 
und zuletzt die Summen berechnet. 
Dies drückt man auch so: aus: „Klam- 


merrechnung“ geht vor „Punkt- 
rechnung“ (Multiplikation/Division); 
„Punktrechnung“ geht vor „Strich- 


rechnung“ (Addition/Subtraktion). Es 
ist also zu unterscheiden zwischen 


2-3+4 (=6+4=10) 
und 

2-(3+4) 
Aus den in Tabelle 1 angegebenen Ge- 
setzen lassen sich viele weitere Regeln 
herleiten, beispielsweise die Regeln für 
das Rechnen mit tPotenzen und die 


tbinomischen Formeln. 
In der Formel 


(a+b)’=a?’+3a?b+3ab?+b? 


(=2:7=14). 


Kommutativgesetz (Vertauschungsregel) der Addition, 


a-b=b-.a 


Kommutativgesetz (Vertauschungsregel) der Multiplikation, 


(a+b)+c=a+(b+c) 


Assoziativgesetz (Beklammerungsregel) der Addition, 


(a-b)-c=a-(b:c) 


Assoziativgesetz (Beklammerungsregel) der Multiplikation, 


a-(b+c)=a-b+a-c 
Distributivgesetz (Verteilungsregel). 


Tabelle I 





Algebra 


sind a und b Variable für Zahlen. In 
dem Produkt 3a?b heißt die Zahl 3 
Koeffizient („Mitwirkender“). Wie in 
dieser Formel schreibt man in der Re- 
gel keinen Malpunkt zwischen Zahlen 
und Variablen, falls die Zahl als erster 
Faktor geschrieben ist: 


3.x=3x=x+3. 


Auch ein Produkt von Variablen darf 
ohne Malpunkt geschrieben werden 
(a-b?=ab?). Sind die Faktoren eines 
Produktes Zahlen, so darf der Mal- 
punkt nicht fehlen (3-4 +34). 

Eine Sonderrolle spielen die Zahlen 0 
(t Null) und 1 (TEins). Es gilt: 


a+0=a 


für alle Zahlen a; man sagt, 0 ist das 
neutrale Element der Addition. 


a-l=a 


für alle Zahlen a; man sagt, 1 ist das 
neutrale Element der Multiplikation. 
Gilt für zwei Zahlen a und b die Be- 
ziehung a+b=0, so schreibt man b= 
—a und nennt —a („minus a“) die 
Gegenzahl von a. Es gilt —-(-a)=a 
für jede Zahl a. Die Gegenzahl einer 
positiven Zahl ist eine negative Zahl, 
die Gegenzahl einer negativen Zahl ist 
eine positive Zahl. Für alle Zahlen a 
gilt 
a+(-a)=0. 
Gilt für zwei Zahlen a und b die Be- 


1 
ziehung a-b=1, so schreibt man b=- 
a 


| 
und nennt - („1 durch a“) die Kehr- 
a 


zahl von a. Man kann die Kehrzahl 
auch als f Potenz mit dem Exponent 


1 
—1 schreiben, also -=a=!. Es gilt 
a 


dann (a-!)"!=a. Für jede von 0 ver- 
schiedene Zahl a gilt 
1 


a--=|1. 
a 
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Die Zahl O0 besitzt keine Kehrzahl, 
denn für keine Zahl x ist 0-x=1. Viel- 
mehr gilt für alle Zahlen a 


0.a=0. 
Aus der Gleichung 
a+x=b 


erhält man durch Addition von —a 
auf beiden Seiten 


x=b-a. 
Aus der Gleichung 
a-x=b 


1 
erhält man durch Multiplikation mit — 


auf beiden Seiten ei 
b 
x=-, 
a 


falls a#0 ist. 

Beim Rechnen mit dem Minuszeichen 
sind folgende Vorzeichenregeln zu be- 
achten: 


Die hier angegebenen Regeln der Al- 
gebra sind beim Rechnen mit ?Ter- 
men (t!Termumformung) zu beach- 
ten. 
2) Die Bezeichnung Algebra verwen- 
det man auch für eine spezielle tal- 
gebraische Struktur, welche sowohl 
die Eigenschaften eines TRinges als 
auch eines ? Vektorraumes hat: Es sei 
A eine nichtleere Menge mit zwei Ver- 
knüpfungen + („Addition“) und 
(„Multiplikation“), ferner sei K ein 
t Körper. Dann heißt (A,K, +,-) eine 
K-Algebra, wenn gilt: 
(1) (A, +,:) ist ein Ring; 
(2) (A,K, +) ist ein K-Vektorraum; 
(3) (ka,)-a3=a, (ka,)=k(a; -a;) 

für alle a,,az€eA und alle keK. 
Beispiele: Quadratische ? Matrizen der 
Ordnung n mit reellen Koeffizienten 
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bilden eine IR-Algebra bezüglich der 
Matrizenaddition, Matrizenmultiplika- 
tion und der Vervielfachung mit reel- 
len Zahlen. Die Menge aller Funktio- 
nen auf einer gegebenen Teilmenge 
von R bildet eine R-Algebra bezüg- 
lich der Addition (Überlagerung), 
Multiplikation und Vervielfachung 
mit reellen Faktoren. 

Ist die Multiplikation in A kommuta- 
tiv, dann nennt man die Algebra 
kommutativ. 

Der Name „Algebra“ tritt auch in den 
Bezeichnungen ?tBoolesche Algebra 
und ?Schaltalgebra auf. 

algebraische Funktion: Bezeichnung 
für eine Tanalytische Funktion f, 
wenn es ein nicht identisch verschwin- 
dendes Polynom 


F(w,z)= %, pu(z)w" 
k=0 


gibt, so daß F(f(z),z)=0 gilt Dabei 
sind po(Z), pı(z), -.-, Pm(z) Polynome in 
z. Eine nichtalgebraische analytische 
Funktion heißt transzendent. 

Der zunächst für Funktionen einer 
komplexen Variablen (? Funktionen- 
theorie) definierte Begriff der alge- 
braischen Funktion ist entsprechend 
auch für reelle Funktionen definiert. 


Jede reelle algebraische Funktion f 


genügt also einer Gleichung F( f(x), x) 
=(), wobei die Funktionalgleichung 


F(y,x)= ), pulx)y* 
k=0 


mit Polynomen px) gilt (k=0, 
l,...,m). Die Bedingung F(f(x),x)=0 
ist notwendig, aber nicht hinrei- 
chend dafür, daß f algebraisch ist. 
Beispielsweise gilt für y=|x| die Bezie- 
hung x?-y?=0, die Betragsfunktion 
gilt aber nicht als algebraisch, weil sie 
nicht überall differenzierbar ist. Die 
rationalen Funktionen und die Wur- 
zelfunktionen (T Funktion) sind alge- 


algebraische Gleichung 


braisch. Beispielsweise ist die Funk- 
tion f mit 


3 
ra yeri 


algebraisch, denn für y= f(x) gilt 





x2y°—-2xy°+y°—2x?y’—x* 
+2x’+2y’—x?+4x=0. 
Es ist manchmal schwierig, aus einer 
solchen Polynomgleichung eine expli- 
zite Darstellung der Form y= f(x) zu 


erhalten. Dies ist oft gar nicht möglich 
wie bei 


x?+y?+1=0, 
oder es gibt verschiedene Möglichkei- 
ten. Es gibt z.B. zwei reelle Funktio- 
nen y= f(x) mit 

x? +y?—-1=0, 


nämlich (jeweils mit dem Definitions- 
bereich [ -1,1]): 


SW)=yV1-x? 
und 
S)=-y1-x? 


Durch eine Polynomgleichung mit 
den Variablen x,y wird im allgemei- 
nen eine Kurve beschrieben (? algebrai- 
sche Kurve), deren einzelne Äste als 
Graphen von Funktionen aufzufassen 
sind. Man spricht daher auch von im- 
pliziten Funktionen oder besser von 
implizit definierten Funktionen. 
algebraische Gleichung (Polynom- 
gleichung): Eine Gleichung der Form 


+ 1X" +... +a1Xta0=0, 


bei der die Koeffizienten ao, A, ,...,A,_1; 
a, Treelle Zahlen sind, bezeichnet man 
als algebraische Gleichung. Ist a„#0, 
so nennt man n den Grad der Glei- 
chung. Die Lösbarkeit einer solchen 


Gleichung hängt davon ab, welche 


algebraische Gleichung 


tZahlenarten man für die Variable x 
„einsetzen darf“, über welcher Grund- 
menge man also die Gleichung lösen 
möchte. 

Explizite Lösungsformeln mit Treellen 
oder Tkomplexen Zahlen gibt es für 
tlineare Gleichungen 


dX+a=(0, 

für tquadratische Gleichungen 
4x +a1xX+0=0, 

für Tkubische Gleichungen 
A3X’+02X+a1X+a,=0 

und für tbiquadratische Gleichungen 
ax’ +a3X’+02xX? +41 xXta0=0. 


Die Gleichung x®—-4x*+2=0 hat die 
folgenden 8 Lösungen: 


y2+yY2, Y2-YV2 
-Ya+y2, -V2-Y2 

iy2+y2, if/2-Y2, 
-if2+y2, -iY/2-Y2. 


Diese Gleichung ist also durch Wur- 
zeln auflösbar (älterer Ausdruck: 
durch Radikale auflösbar). Daher be- 
zeichnet man auch allgemein eine Lö- 
sung einer algebraischen Gleichung 
als eine Wurzel der algebraischen Glei- 
chung. Gleichungen n-ten Grades sind 
für n>4 im allgemeinen nicht durch 
Wurzeln auflösbar. Dies ist von N.H. 
Abel (1802-1829) bewiesen worden. 
Eine algebraische Gleichung n-ten 
Grades kann man durch Division 
durch den Koeffizienten von x” stets 
auf die Normalform p(x)=0 bringen 
mit 








Px)=x"+a,_1x" "+... +xXH+0o. 


Hat die Gleichung p(x)=0 die Lösung 
x,, dann ist p(x) ohne Rest durch 
x—xı teilbar (T Polynomdivision). Ist 
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p(x) durch (x—x,)', aber nicht durch 
(x—x,)"*! teilbar, so nennt man x} 
eine r-fache Lösung von p(x)=0 und r 
die Vielfachheit der Lösung x. 

Nicht jede algebraische Gleichung mit 
reellen Koeffizienten besitzt Lösungen 
in der Menge der Treellen Zahlen. 
Beispielsweise hat die Gleichung 
x”+1=0 keine Lösung in R. Im Kör- 
per der Tkomplexen Zahlen gibt es 
jedoch Lösungen für diese Gleichung, 
denn es gilt der Hauptsatz der Algebra 
(Fundamentalsatz der Algebra): Jede 
algebraische Gleichung n-ten Grades 
mit reellen oder komplexen Koeffi- 
zienten hat in E genau n Lösungen, 
wenn man jede Lösung entsprechend 
ihrer Vielfachheit zählt. 

Sind X1,X2,...,%, die Lösungen von 
p(x)=0 (wobei mehrfache Lösungen 
ihrer Vielfachheit entsprechend aufge- 
führt sind), dann kann man p(x) in 
Linearfaktoren zerlegen: 


PR) =(X - X X -X2).. (X X). 


Durch Ausmultiplizieren erkennt man, 
daß zwischen den Koeffizienten und 
den Lösungen von p(x)=0 die folgen- 
den Vietaschen Beziehungen bestehen 
(nach F. Viete (Vieta), 1540 — 1603): 


dAn-1= Xu txt. +) 


An_-2= +(XıX%2 +XıX3 +... + %Xn-1%n) 


ao=(-1)"xXıX3...X, 
also allgemein 


An-i 


=--) 5 


1<skı <ka<..<k;Sn 


Ki 
Sind die Koeffizienten von p(x) reell, 
dann tritt mit jeder Lösung auch ihre 
konjugiert-komplexe auf. In diesem 
Fall kann man p(x) als Produkt von 
linearen und quadratischen Faktoren 
mit reellen Koeffizienten schreiben. 
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Ist p(x) ein reelles Polynom von unge- 
raden Grad, dann besitzt p(x)=0 min- 
destens eine reelle Lösung. Dies folgt 
aus dem TZwischenwertsatz, weil p(x) 
sowohl positive als auch negative 
Werte annimmt. 

Ist p(x) ein reelles Polynom, dann lie- 
gen alle reellen Lösungen von p(x)=0 
im Intervall [- M,M] mit 


M=1+max(lao|, laı|, ...,|@.-ı]). 
Sind in dem Polynom 
px)=x"+a,_1x" "+... +0xX+ao 


die Koeffizienten ganze Zahlen, dann 
sind die reellen Lösungen von p(x)=0 
entweder ganz oder irrational. Exi- 
stiertt eine ganzzahlige Lösung, so 
muß diese ein Teiler des absoluten 
Gliedes a, sein. Durch Einsetzen der 
Teiler von a, in die Gleichung kann 
man also alle rationalen Lösungen der 
Gleichung finden. Auch bei algebrai- 
schen Gleichungen mit rationalen Ko- 
effizienten kann man diese Überlegun- 
gen verwenden: Durch Multiplikation 
mit dem Hauptnenner der Koeffizien- 
ten erhält die Gleichung die Gestalt 


"+ 1x" +... +0 xX+a0=0 


mit 3€eZ (i=0,1,...,n); durch Multi- 
plikation mit a3"! und anschließende 


Ersetzung z=a,x ergibt sich 
z’+b,_,z"! + ..+biz+bo=0 


mit b=aa""'"!(i=0,1,...,n—-1). 
Komplizierte algebraische Gleichun- 
gen kann man mit 1? Näherungs- 
verfahren lösen. 

Die bisher betrachteten Gleichungen 
sind algebraische Gleichungen in einer 
Variablen. Die Gleichung 


x2y?2?+x?+yx*+z°+5=0 


ist eine algebraische Gleichung in drei 
Variablen. Die lineare Gleichung 


2x-3y+5z-7=0 


algebraische Kurve 


in drei Variablen beschreibt eine 
t Ebene in einem kartesischen Koordi- 
natensystem. Algebraische Gleichun- 
gen zweiten Grades in zwei oder drei 
Variablen dienen zur Beschreibung 
von TKegelschnitten und tFlächen 
zweiter Ordnung. Eine Talgebraische 
Funktion wird durch eine algebraische 
Gleichung in zwei Variablen be- 
schrieben. 
algebraische Kurve nennt man eine 
tKurve, die als Lösungsmenge einer 
algebraischen Gleichung in zwei Va- 
riablen definiert ist (Talgebraische 
Funktion). 
Beispiele: 
1) x? -2x?-y?+x=0 
(Abb. 1). 
2) (x?+y2)’-27x?y?=0 
(Abb. 2). 
3) (x?+y?-6x)? -x?-y?=0 
(Abb. 3). 
4) x*+y*-8x?-10y?+16=0 
(Abb. 4). 





Abb. I 


Weitere Beispiele für algebraische 
Kurven sind die Geraden, die !Ke- 
gelschnitte, die rationalen Funktionen 
und die Wurzelfunktionen (?Funk- 
tionen) das Tkartesische Blatt, die 
t Lemniskate, die tKonchoide und die 
t Zissoide. 


algebraische Struktur 





Abb. 3 





Abb. 4 


algebraische Struktur. Addition und 
Multiplikation von Zahlen sind Ver- 
knüpfungen: Jedem Zahlenpaar (a,b) 
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wird eine neue Zahl (a+b oder a-b) 
zugeordnet. Man kann außer Zahlen 
auch andere Elemente verknüpfen. 
Man kann z.B. Tgeometrische Abbil- 
dungen hintereinanderschalten, ? Vek- 
toren addieren, T Funktionen multipli- 
zieren und T Mengen vereinigen. Ist in 
einer Menge M eine Verknüpfung x 
definiert, dann heißt das Paar (M, x) 
ein Verknüpfungsgebilde oder eine al- 
gebraische Struktur. In einer algebrai- 
schen Struktur (M,x) ist also jedem 
Paar (a,b) mit aeM und beM eindeu- 
tig ein Element a xb zugeordnet. 
Beispiele: 1) Ist N die Menge der na- 
türlichen Zahlen und bedeutet + die 
Addition, dann ist (N, +) eine alge- 
braische Struktur. 

2) Ist IB die Menge der ? Bruchzahlen 
und bedeutet - die Multiplikation, so 
ist (IB, -) eine algebraische Struktur. 

3) Ist 8 die Menge aller Kongruenz- 
abbildungen in der Ebene (tgeome- 
trische Abbildungen) und bedeutet o 
die t Verkettung (Hintereinanderschal- 
tung) von Abbildungen, dann ist (8, 0) 
eine algebraische Struktur. 

4) Ist IR? die Menge aller Tripel reel- 
ler Zahlen, interpretiert als T Vektoren, 
und bedeutet + die Vektoraddition, 
dann ist (IR’,+) eine algebraische 
Struktur. 

5) Mit ggT bezeichnet man die Bil- 
dung des größten gemeinsamen Tei- 
lers zweier natürlicher Zahlen (1 Teil- 
barkeitslehre); dann ist (N,ggT) eine 
algebraische Struktur. 

6) Ist ® die Menge aller Teilmengen 
von N und bedeutet U die Bildung 
der Vereinigungsmenge (1 Mengen), 
dann ist (Bu) eine algebraische 
Struktur. 

7) (N, —), also die Menge der natürli- 
chen Zahlen mit der Subtraktion, ist 
keine algebraische Struktur, da die 
Subtraktion keine Verknüpfung in der 
Menge N ist. Denn nicht für alle 


31 


a,beN ist a—beN (z.B. 3—5= —2 und 
es gilt —2E€N). ; 
In einer Menge können auch zwei 
verschiedene Verknüpfungen definiert 
sein. Es liegt dann eine algebraische 
Struktur mit zwei Verknüpfungen vor. 
Beispiele: 8) (N, +,-) ist die algebrai- 
sche Struktur der natürlichen Zahlen 
bezüglich der Addition und der 
Multiplikation. 

9) Die Bruchzahlen bilden bezüglich 
der Addition und der Multiplikation 
eine algebraische Struktur (B, +, :). 

10) (N, ggT, kgV) ist eine algebraische 
Struktur mit zwei Verknüpfungen (kgV: 
kleinstes gemeinsames Vielfaches; vgl. 
Beispiel 5). 

In der f Algebra untersucht man, wel- 
che Gesetze in solchen algebraischen 
Strukturen gelten können. 

Interessante algebraische Strukturen 
sind die TGruppe, der f Ring, der Kör- 
per (tKörper, algebraischer) und der 
! Verband. 

algebraische Zahl: Zahl, die Lösung 
einer Talgebraischen Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten ist, also 
Lösung einer Gleichung der Form 


ax” +... +02%X +a1xX+a0=0 
mit zeZ (i=0,1,...,n). Jede rationale 
a 
Zahl ist algebraisch, denn » (a,beZ, 


b=+0) ist Lösung der Gleichung bx—a 
=0. Die Zahl $/2+y2 ist algebraisch, 
denn sie ist Lösung der Gleichung 
x® -4x*+2=0. Es gibt auch algebrai- 
sche Zahlen, die nicht durch Wurzel- 
ausdrücke darstellbar sind, denn die 
algebraischen Gleichungen von höhe- 
rem als 4. Grad können im allgemei- 
nen nicht durch Wurzelausdrücke ge- 
löst werden. Für jede rationale Zahl r 
ist beispielsweise sinrn algebraisch, 
denn dies ist der Imaginärteil einer 
? Einheitswurzel. 





Algorithmus 


Die Menge der algebraischen Zahlen 
ist Tabzählbar. Zum Beweis ordne 
man jedem Polynom mit ganzzahligen 
Koeffizienten seine Höhe 


n 


h:=n+ > la; 
i=0 

zu. Da nur endlich viele Polynome 
gegebener Höhe existieren und jede 
Polynomgleichung nur endlich viele 
Lösungen besitzt, erhält man auf diese 
Art ein Abzählungsverfahren. Eine 
nichtalgebraische Zahl heißt transzen- 
dent. Transzendente reelle Zahlen sind 
beispielsweise die Zahl n (TKreis), die 
t Eulersche Zahl e, log,o 7 (t Logarith- 
mus). Es gibt überabzählbar viele trans- 
zendente Zahlen, da die Menge der reel- 
len Zahlen überabzählbar und die 
Menge der algebraischen Zahlen ab- 
zählbar ist. 

Eine algebraische Zahl heißt ganz 
oder ganzalgebraisch, wenn sie Lösung 
einer algebraischen Gleichung der 
Form 


x"+..+0x%+41xX+0,=0 


mit zeZ (i=0,1,...,n—1) ist. Die 
Zahlen aus Z sind in diesem Sinne 
ganz, weshalb man sie manchmal 
auch ganzrational nennt. Auch Wur- 
zeln aus ganzen Zahlen sind ganzalge- 
braische Zahlen, z.B. ist Y2 Lösung 
der Gleichung x’—2=0. Da Summe 
und Produkt zweier ganzalgebraischer 
Zahlen wieder ganzalgebraisch sind, bil- 
den diese Zahlen einen TRing. Mit 
der Untersuchung ganzalgebraischer 
Zahlen, insbesondere mit ihren Teil- 
barkeitseigenschaften, beschäftigt sich 
die algebraische Zahlentheorie. 

Algorithmus: Die Bezeichnung Algo- 
rithmus wird auf den Namen des per- 
sisch-arabischen Mathematikers und 
Astronomen Ibn Musa Al Chwarismi 
(um 780 bis nach 846) zurückgeführt. 
Man verstand darunter ursprünglich 


Analysis 


das erst um 1600 n.Chr. in Europa all- 

gemein bekannte Rechnen mit Dezi- 

malzahlen. Heute bezeichnet man da- 
mit eine Vorschrift zur schematischen 

Lösung einer Aufgabe. Die Angabe 

eines Algorithmus als Lösungsverfah- 

ren eines Problems ermöglicht es prinzi- 
piell, das Problem auch mit Hilfe von 

Rechenanlagen zu lösen. 

Es gibt abbrechende und nicht-abbre- 

chende Algorithmen. Abbrechende Al- 

gorithmen sind z.B. die Verfahren zur 
schriftlichen Addition bzw. Multipli- 
kation von Zahlen und der euklidi- 
sche Algorithmus zur Bestimmung des 
größten gemeinsamen Teilers zweier 

Zahlen (? Teilbarkeitslehre). Nicht-ab- 

brechende Algorithmen sind z.B. das 

Verfahren zur schriftlichen Division 

zweier Zahlen, falls der Quotient nicht 

als Zehnerbruch zu schreiben ist, und 
das Verfahren zur Berechnung der 

Quadratwurzel aus einer natürlichen 

Zahl, welche keine Quadratzahl ist. 

Um ein Problem mit Hilfe eines Com- 

puters zu lösen, geht man in allgemei- 

nen folgendermaßen vor: 

l. Erstellung eines Algorithmus. 

2. Darstellung des Algorithmus in ei- 
nem tFlußdiagramm oder einem 
!Struktogramm. 

3. Erstellung eines Programms in einer 
T Programmiersprache, z.B. f BASIC 
oder TPASCAL. 

Analysis: Teilgebiet der Mathematik, 

in dem mit Grenzwerten gearbeitet 

wird. Die Analysis umfaßt insbeson- 
dere die tDifferentialrechnung und 

!Integralrechnung. Auch die Untersu- 

chung von tFolgen und ? Funktionen 

gehört in den Bereich der Analysis. 

Ein wichtiges Gebiet der Analysis ist 

die Theorie der ? Differentialgleichun- 

gen. Der ?tDifferentialgeometrie liegt 
die Analysis der t Funktionen mehre- 
rer Variabler zugrunde. Betrachtet 
man nur Funktionen auf der Menge 
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der treellen Zahlen, so spricht man 
von der reellen Analysis. Handelt es 
sich um Funktionen auf der Menge 
der tkomplexen Zahlen, so spricht 
man von der komplexen Analysis oder 
der TFunktionentheorie. — Bei der 
T Nichtstandardanalysis handelt es sich 
um eine neuere Theorie, in der der 
Begriff der „unendlich kleinen Zahl“ 
exakt definiert wird. 

analytische Funktion: 1) Eine reelle 
Funktion f: I>R, die auf einem offe- 
nen Intervall I<CR definiert ist, heißt 
in xoel analytisch, wenn eine ?Po- 


[e 0] 
tenzreihe ), ad(x—xo)* existiert, für 
die in 


oo 


S&)= y aux —Xo)" 


k=0 


in einer T Umgebung U(x,)<I/ gilt. Je- 
de in einem Punkt x, analytische reel- 
le Funktion ist auch in einer gewissen 
Umgebung von x, analytisch. Die 
Funktion f heißt auf I<CR analytisch, 
wenn sie in jedem Punkt von I analy- 
tisch ist. 
2) Eine komplexe Funktion f: G>T, 
die auf einem TGebiet G=Ü definiert 
ist, heißt in zueG analytisch, wenn ei- 
ne Umgebung U(zu)=G existiert, so 
daß f in jedem Punkt von U(z,) diffe- 
renzierbar ist, d.h. wenn für jedes 
aeU(z,) der Grenzwert 

ji (z)- f(a) 

im ———— 
za Z-a 


existiert, welcher dann mit f’(a) be- 
zeichnet wird. 

Die Funktion f heißt auf dem Gebiet 
G analytisch, wenn sie in jedem Punkt 
von G analytisch ist. 

Analytische Funktionen werden viel- 
fach auch holomorphe Funktionen oder 
reguläre Funktionen genannt. 
Analytische Funktionen können auch 
dadurch charakterisiert werden, daß 


33 


sie als Potenzreihen darzustellen sind 
(t Taylor-Reihe). 

Mit z=x+iy läßt sich f(z) in der 
Form 


FEI)=ulx, y)+iv, y) 


darstellen, wobei u und v reellwertige 
Funktionen von zwei reellen Va- 
riablen sind. 

Wenn die ?tpartiellen Ableitungen von 
u und v nach x und y existieren, dann 
ist f analytisch in einem Gebiet G, 
falls in diesem Gebiet die folgenden 
Cauchy-Riemannschen Differentialglei- 
chungen gelten: 


u,=v, und u,=-b, 


(nach A.L. Cauchy, 1789-1857, B. Rie- 
mann, 1826-1866). 

Der Cauchysche Integralsatz, auch 
Fundamentalsatz der Funktionentheorie 
genannt, besagt: Ist G ein einfach zu- 
sammenhängendes Gebiet und f eine 
auf G analytische Funktion, dann gilt 
für jede einfach geschlossene, stück- 
weise stetig differenzierbare Kurve y, 
die ganz in G verläuft, 


f(@)dz=0. (*) 

7 
Der Satz von Morera (nach G. More- 
ra, 1856-1909) stellt die Umkehrung 
des Cauchyschen Integralsatzes dar: 
Ist f in dem einfach zusammenhän- 
genden Gebiet G stetig und gilt für 
jede geschlossene, ganz in G verlaufen- 
de stückweise stetig differenzierbare 
Kurve y die Beziehung (x), so ist f in 
G analytisch. 
Ferner gilt die folgende Cauchysche 
Integralformel: Ist f eine auf dem ein- 
fach zusammenhängenden Gebiet G 
definierte analytische Funktion und y 
eine in G verlaufende einfach geschlos- 
sene stückweise stetig differenzierbare 
Kurve, dann gilt für jeden Punkt z im 
Innern von y für n=0,1,2,....: 


2DRM A 


analytische Geometrie 


og= SO 


ri : (E-z)"+! dc. 


Der Integrationsweg y ist dabei im 
mathematisch positiven Sinn zu 
durchlaufen; für jeden Punkt z des 
Innengebietes von y gilt insbesondere 

| 

„6-2 
Mit Hilfe der Cauchyschen Integral- 
formel kann man zeigen, daß die Ab- 
leitungsfunktion f’ einer analytischen 
Funktion f selbst wieder analytisch 
ist, daß also jede analytische Funktion 
Ableitungen von beliebig hoher Ord- 
nung besitzt (Thöhere Ableitungen), 
die alle selbst analytisch sind. 
Ist eine Funktion definiert und analy- 
tisch in der ganzen Zahlenebene €, 
dann nennt man sie eine ganze Funk- 
tion. Hat ihre Potenzreihenentwick- 
lung unendlich viele Glieder, so nennt 
man sie ganztranszendent, andernfalls 
ganzrational. Ganzrationale Funktio- 
nen sind die (komplexen) Polynom- 
funktionen. Ganztranszendente Funk- 
tionen sind z.B. die Exponentialfunk- 
tion, die Sinusfunktion und die 
Kosinusfunktion. 
analytische Geometrie: Teilgebiet der 
Mathematik, in dem man sich mit der 
zahlenmäßigen Beschreibung geome- 
trischer Figuren beschäftigt. Mit Hilfe 


eines tKoordinatensystems ordnet 
man jedem Punkt ein Zahlenpaar 
(ebene analytische Geometrie) oder 


ein Zahlentripel (räumliche analytische 
Geometrie) zu. Dadurch werden geo- 
metrische Figuren (Geraden, Kreise, 
Parabeln, Ebenen, Kugeln, Ellipso- 
ide, ...) als Mengen von Zahlenpaaren 
bzw. Zahlentripeln beschrieben. Diese 
Mengen sind in der Regel Lösungs- 
mengen von Gleichungen, so daß man 
eine Beschreibung geometrischer Figu- 
ren durch Gleichungen erhält. Mit 


Anleihe 


Hilfe des Koordinatensystems kann 
man also geometrische Aussagen in 
algebraische Aussagen übersetzen und 
umgekehrt. Von besonderem Nutzen 
in der analytischen Geometrie sind 
t Vektoren. Daher ist die Theorie der 
tVektorräume (die Tlineare Algebra) 
für die analytische Geometrie von 
Bedeutung. 

Anleihe: Schuldverschreibung mit fe- 
ster Verzinsung und bestimmter 
Stückelung. Anleihen werden von 
Staaten (Staatsanleihen), Gemeinden 
(Kommunalanleihen oder Kommu- 
nalobligationen, Hypothekenbanken 
(Pfandbriefe) und Industrieunterneh- 
men (Industrieobligationen) ausgegeben 
(zur Zeichnung ausgelegt). Bei Renten- 
anleihen werden nur Zinsen gezahlt; es 
gibt keinen Zwang zur Tilgung. Til- 
gungsanleihen werden nach einem fest- 
gelegten Tilgungsplan zurückgezahlt. 
Anleihen sind normalerweise in Beträ- 
gen von 100 DM, 200 DM, 500 DM 
und/oder 1000 DM gestückelt. Stücke 
mit Beträgen unter 100 DM werden 
als Baby-bonds bezeichnet. Anleihen 
können an der Börse gehandelt wer- 
den; ihr Kurs wird amtlich notiert. Zu 
jedem Anleiheschein gehört ein Zins- 
schein mit den zu den jeweiligen Zins- 
terminen fällig werdenden Zinsab- 
schnitten (Coupons). Der Ausgabekurs 
(Zeichnungskurs) liegt meistens unter 
dem Nennwert des Anleihescheins. 
Dadurch erhöht sich die Effektivver- 
zinsung der Anleihe. Werden die Zin- 
sen nicht einmal am Ende des Jahres, 
sondern z.B. zu einer Hälfte nach je- 
weils einem halben Jahr fällig, so ent- 
spricht dies ebenfalls einer Erhöhung 
der Effektivverzinsung. 

Beispiel: Der Ausgabekurs einer 
8prozentigen Anleihe beträgt 98%; 
Zinstermine sind der 1. Januar und 
der 1. Juli jeden Jahres. Wie hoch ist 
die Effektivverzinsung? 
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Der Zeichner der Anleihe erhält für 
98 DM jeweils nach einem halben 
Jahr 4DM. Unter Berücksichtigung 
der Verzinsung der ersten 4 DM be- 
tragen die Zinsen nach einem Jahr 
8,16 DM für 98 DM. Die Effektivver- 
zinsung beträgt also etwa 8,31%. 
Annuität: Summe aus der jährlichen 
Tilgung und dem Jahreszins. Bei der 
gleichbleibenden Annuität steigt die 
jährliche Tilgung, da der Jahreszins 
auf die jeweilige Restschuld sinkt. Bei 
der fallenden Annuität bleibt die jähr- 
liche Tilgung konstant (bei sinkendem 
Jahreszins). Bei der steigenden Annui- 
tät nimmt die jährliche Tilgung stär- 
ker zu als bei der gleichbleibenden 
Annuität. 

Anordnung. Von einer Anordnung im 
mathematischen Sinn spricht man in 
der Regel bei talgebraischen Struktu- 
ren, in denen eine lineare T Ordnungs- 
relation vorliegt, wobei das Monoto- 
niegesetz gelten muß: Ist (M, x) eine 
algebraische Struktur und < eine li- 
neare Ordnungsrelation in M, und gilt 
ferner in M 


a<b>axc<bxc füralle ceM, 


dann heißt (M, x, <) eine angeordnete 
algebraische Struktur. 

Die Menge Z der ganzen Zahlen mit 
ihrer natürlichen Ordnung, also 


..<—2<—1I<O<+1<+2<..., 


ist ein Beispiel für einen angeordneten 
TRing. Denn in Z gelten die Gesetze 


a<b>a+tc<b+c füralle ceZ 


(Monotoniegesetz der Addition) 
und 
a<b>a-.c<b-c füralle ceZ 


mit c>0 (Monotoniegesetz der 
Multiplikation). 


Die Monotoniegesetze der Addition 
bzw. der Multiplikation gelten auch in 
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den tKörpern der trationalen Zahlen 
und der Treellen Zahlen mit der übli- 
chen Ordnung. Diese Körper sind also 
weitere Beispiele für angeordnete alge- 
braische Strukturen (angeordnete Kör- 
per). Im Körper der tkomplexen Zah- 
len existiert keine Anordnung. 

Der Begriff der Anordnung tritt auch 
bei den t Axiomen der Geometrie auf. 
Anpassungstest: Test zur Überprü- 
fung der Hypothese, daß die Vertei- 
lungsfunktion einer ?Zufallsgröße mit 
einer vorgegebenen Verteilungsfunk- 
tion zusammenfällt oder zu einer vor- 
gegebenen Menge von Verteilungs- 
funktionen gehört. Ein wichtiger An- 
passungstest ist der X”-Anpassungstest 
(tChi-Quadrat-Test). 

Apollonische Berührungsaufgabe 
(Taktionsproblem): Aufgabe, Kreise zu 
konstruieren, welche gegebene Kreise 
und Geraden berühren oder durch 
vorgegebene Punkte gehen. Die von 
Apollonios von Perge (um 262-um 
190 v.Chr.) behandelte Aufgabe be- 
steht darin, zu drei gegebenen Kreisen 
alle gemeinsamen Berührungskreise zu 
konstruieren. Im allgemeinen gibt es 
acht solche Kreise (Abb. 1). Anwen- 
dungen dieser Aufgabe findet man z.B. 
im Maschinenbau beim Entwerfen 
von Dreirädergetrieben. Bei der Lö- 


Kreis des Apollonios 


Abb. 1: Apollonischer Kreis 


2* 






Apollonischer Kreis 


sung einer Apollonischen Berührungs- 
aufgabe wird häufig die tInversion am 
Kreis verwendet. 





Abb. 1: Apollonische Berührungsaufgabe 


Apollonischer Kreis. Es seien A und 
B zwei Punkte der Ebene. Der ?geo- 
metrische Ort aller Punkte P, die 
von A die doppelte Entfernung wie 
von B haben, ist ein Kreis. Man nennt 
ihn den Kreis des Apollonios (nach 
Apollonios von Perge, um 262-um 
190 v.Chr.). Auch der geometrische 
Ort aller Punkte P, für welche das 
Verhältnis der Entfernungen von A 
und B konstant ist, ist (wie im Fall 
PA:PB=2) ein Kreis, welcher eben- 
falls Kreis des Apollonios genannt 
wird. Dieser Kreis kann zur Kon- 
struktion eines Dreiecks dienen, wenn 


C 


Approximation 


das Verhältnis zweier Seiten, die dritte 
Seitenlänge und ein weiteres Bestim- 
mungsstück gegeben sind. Der Kreis 
des Apollonios geht durch den 
Schnittpunkt C der beiden Dreiecks- 
seiten, deren Verhältnis bekannt ist. 
Sein Mittelpunkt M liegt auf der drit- 
ten Seite. Außerdem schneidet er die 
dritte Seite in zwei Punkten D, E 
(Abb. 1), die zusammen mit den End- 
punkten A, B der Seite vier harmoni- 
sche Punkte (tharmonische Teilung) 
bilden (Satz des Apollonios). 
Approximation (Annäherung): Dar- 
stellung einer Zahl, einer Funktion, ei- 
ner Kurve oder eines anderen mathe- 
matischen Objektes durch eine einfa- 
chere Zahl, Funktion, Kurve usw., wo- 
bei der Fehler möglichst klein gehal- 
ten werden soll. Am wichtigsten ist 
die Approximation einer T Funktion. 
Beispiel: Für Werte von x, die sich 
nicht allzu stark von O unterscheiden, 
gilt 

vi+xzi+sx. 


In Abb. 1 ist dieser Zusammenhang 
veranschaulicht. Ist |x|<0, 1, dann _be- 
trägt der Unterschied zwischen V 1+x 
und 1+3x höchstens 0,0014. 

Mit Hilfe der ?Ableitung kann man 
eine an einer Stelle x, differenzierbare 
Funktion in einer Umgebung von xo 
linear approximieren: 


SRIRFRo)+FKoIx -Xo). 





36 


Bei der quadratischen Approximation 
einer an einer Stelle x, zweimal diffe- 
renzierbaren Funktion f sucht man ei- 
ne Parabel, welche sich dem Graph 
von f in einer Umgebung von xo 
möglichst gut anschmiegt. Dazu for- 
dert man, daß für die approximieren- 
de Parabel p die Beziehungen p(xo) 


=f(xo) PX) =f (X) und p”(Xo) 
=f”(xo) gelten. Als Formel für die 
quadratische Approximation ergibt 
sich 


SRAILTFKOI HF (KoI&x -Xo) 
+3.f"(Ko)x -Xo)”. 
Ist f an der Stelle x, n-mal differen- 


zierbar, so erhält man die Approxima- 
tionsformel n-ter Ordnung 


nl 
Wr m FXoI& -Xo) 
i=0 : 


(tTaylor-Reihe). Das rechtsstehende 
Polynom bezeichnet man auch als Ap- 
proximationspolynom n-ter Ordnung. 
Beispiel: 1) Für die Exponentialfunk- 
tion erhält man an der Stelle xo=0: 


e*zl+x, 

eswi+x+$x?, 

ez1+x+43x?+3x° 
und allgemein 


i 
x 


:| & 


nm 
nn 


e 


N: 
| 


i=0 }: 


2) Die ersten drei Approximations- 
polynome für die Funktion xoy1 +x 
an der Stelle O lauten 





pı(x)=1+3x, 
Pa(x)=1+3x—-8x°, 
Ps(x)=1+3x-8x°’+16x°. 
Eine quadratische Approximation von 
f an der Stelle x, kann man auch mit 


einem Kreisbogen durchführen, wel- 
cher an der Stelle x, den gleichen 
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Funktionswert, die gleiche Steigung 
und die gleiche Krümmung wie die 
Funktion hat (Krümmungskreis). 

Zur Approximation periodischer Funk- 
tionen dienen trigonometrische Funk- 
tionen (? Fourier-Reihe). 

Von großer Bedeutung ist der Weier- 
straßsche Approximationssatz (nach 
K. Weierstraß, 1815-1897): Jede auf 
einem Intervall stetige Funktion läßt 
sich dort beliebig genau durch eine 
ganzrationale Funktion (Polynom- 
funktion) approximieren. 

Die Approximation von TFunktionen 
mehrerer Variabler erfolgt mit Hilfe 
ihrer Tpartiellen Ableitungen. Ist f ei- 
ne differenzierbare Funktion von zwei 
reellen Variablen, so lautet die Formel 
für die lineare Approximation an der 
Stelle (xo, Yo): 


Is, Y)rS(Xo, Yo) 
+ fe(Xos Vox —Xo) 
+f,(&o, Yo)y - Yo). 


Die von f dargestellte Fläche wird al- 
so an der Stelle (xo, yo) durch die 
t Tangentialebene angenähert. 
Äquivalenzrelation: Eine in einer 
Menge M definierte T Relation R (also 
REMxM) heißt Äquivalenzrelation, 
wenn die folgenden drei Bedingungen 
erfüllt sind: 


(1) R ist reflexiv, d.h. 
(x,x)eR füralle xeM; 
(2) R ist symmetrisch, d.h. 
(x, VER=>(y,x)ER; 
(3) R ist transitiv, d.h. 
(x, yJERA(y,zJ)ER>(x, zJ)ER. 
Mit jeder Äquivalenzrelation in einer 
Menge M ist eine Klasseneinteilung 
der Menge M gegeben, die man da- 


durch erhält, daß man jeweils die be- 
züglich R äquivalenten Elemente von 


Äquivalenzumformung 


M zu einer Teilmenge zusammenfaßt. 
Die so erhaltenen Teilmengen heißen 
Äquivalenzklassen von M bezüglich R. 
Umgekehrt gibt es zu jeder Klassen- 
einteilung von M (Zerlegung in nicht- 
leere paarweise disjunkte Teilmengen) 
auch eine Äquivalenzrelation R, die 
durch folgende Vorschrift definiert ist: 
Für a,beM gilt genau dann (a, b)ER, 
wenn a und b zur gleichen Teilmenge 
gehören. 

Äquivalenzrelationen werden meistens 
mit Hilfe von ?Aussageformen_defi- 
niert. 

Beispiele: 1) In einer Menge von Ge- 
raden wird durch die Aussageform 


x ist parallel zu y 


eine Äquivalenzrelation definiert. Die 
Äquivalenzklassen sind Parallelen- 
scharen. 

2) In N ist durch die Aussageform 


x läßt bei Division durch 4 densel- 
ben Rest wie y 


eine Äquivalenzrelation definiert. Die 
Äquivalenzklassen sind die tRest- 
klassen modulo 4. 

3) Die Aussageform 


x hat (im Zehnersystem) die gleiche 
Quersumme wie y 


definiert eine Äquivalenzrelation in N 
mit unendlich vielen Äquivalenzklas- 
sen. 

Äquivalenzrelationen kennzeichnet 
man häufig mit dem Symbol x, 
schreibt also ab statt (a,b)eR; man 
liest dies im allgemeinen „a ist äquiva- 
lent zu b“. Eine sehr triviale Äquiva- 
lenzrelation in einer Menge M ist die 
Gleichheit in M; denn offensichtlich 
gilt a=a für alle aeM, aus a=b folgt 
b=a, und aus a=b und b=c folgt 
get, 

Äquivalenzumformung: Umformung 
einer TGleichung oder einer TUn- 


archimedische Spirale 


gleichung in eine andere, die dieselbe 
Lösungsmenge besitzt. Gleichungen 
(Ungleichungen) mit derselben Lö- 
sungsmenge nennt man Ääquivalent 
(Zeichen: —). 

Beispiele: 1) Ersetzen eines ?T Terms 
durch einen äquivalenten Term: 


5(x+3)=7»5x+15=]17, 
4x—-2)<I9>4x—8<I. 


2) Addition oder Subtraktion gleicher 
Zahlen oder Terme auf beiden Seiten 
der Gleichung (Ungleichung): 


x-3=6ex=6+3, 
4x—-3<3x+5>4x—3x<5+3. 


3) Multiplikation oder Division bei- 
der Seiten der Gleichung (Unglei- 
chung) mit derselben von O verschie- 
denen Zahl oder demselben Term, 
wenn dieser bei keiner zulässigen Er- 
setzung den Wert 0 annimmt. Bei Un- 
gleichungen muß die „Richtung“ des 
Ungleichheitszeichens umgekehrt wer- 
den, falls mit einer negativen Zahl 
multipliziert oder dividiert wird: 


6x=30>x=30:6, 
ax=la>x=7 (falls a+0), 
Ix<ldox<2, 


—-3x>15>x<15:(-3). 


4) Zieht man aus den beiderseits des 
Gleichheitszeichens stehenden Termen 
die Quadratwurzel, so erhält man als 
äquivalente Aussageform die Disjunk- 
tion zweier Gleichungen: 


R=ediox=+5vx=-5. 


Daraus folgt, daß das Quadrieren kei- 
ne Äquivalenzumformung ist. Bei qua- 
dratischen Ungleichungen gibt es fol- 
gende Äquivalenzumformungen: 


w>dBexr>+4iyvx<c-ä 
(Disjunktion), 
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x? <25>x<+t5nx>—5 
(Konjunktion). 


Ist f eine umkehrbare ? Funktion und 
enthält D(f) die Definitionsmengen 
der Terme T,(x) und T;(x), dann gilt 


T&)=-RISFTA)-STR)). 


Ist f streng monoton wachsend, dann 
gilt auch 


T&A<BERASSTRI)<TRR)). 


Ist dagegen f streng monoton fallend, 
dann muß man das Ungleichheitszei- 
chen umkehren. 

Zu beachten ist, daß die Äquivalenz 
von Gleichungen (Ungleichungen) von 
der Grundmenge abhängt. Beispiels- 
weise sind die Gleichungen x?=9 und 
x”=27 über der Grundmenge N äqui- 
valent, nicht aber über der Grund- 
menge Z. 

archimedische Spirale (nach Archi- 
medes von Syrakus, 287-212): Wird 
eine Tangente an einen Kreis mit dem 
Radius a auf dem Kreis abgerollt 
(Abb. I), so beschreibt der Endpunkt 
des ursprünglichen Berührradius eine 
spiralförmige Kurve (archimedische 
Spirale; Abb. 2). Diese hat in ? Polar- 
koordinaten die Gleichung r=a:9. 





Abb. I 





Abb. 2 


Areafunktionen: Umkehrfunktionen 
der t Hyperbelfunktionen, und zwar 


arsinh mit der Definitionsmenge R 
(Abb. 1); 

arcosh mit der 
[1, ©0] (Abb. 1); 

artanh mit der 
]-1,1[ (Abb. 2); 


arcoth mit der Definitionsmenge 
R [-1,1] (Abb. 2). 


Definitionsmenge 


Definitionsmenge 








y=arcosh x 


y=arsinh x 


Abb. 1 


y=arcoth x 


artanh x 





y- 


Abb. 2 


arithmetische Folge 


Man liest arsinh als „Areasinushyper- 
bolicus“ usw. Die Bezeichnung „Area-“ 
rührt daher, daß man die Hyperbel- 
funktionen zur Parameterdarstellung 
von Hyperbeln benutzen kann, wobei 
der Parameter die Bedeutung eines 
Flächeninhalts hat (?Hyperbelfunk- 
tionen). 

Argument: 1) Bezeichnung für „Ele- 
ment der Definitionsmenge“ einer 
Funktion. Ist eine Funktion f durch 
einen TTerm f(x) definiert, so nennt 
man auch die Variable x, meistens 
aber nur die für x einzusetzenden 
Werte die Argumente von f. 

2) Ist eine tkomplexe Zahl z in der 
Form 


z=|z|(cos$+isind) 


dargestellt, so nennt man & das Argu- 
ment von z und schreibt $=argz. 
Arithmetik: Lehre von den Zahlen, 
speziell von den ?tnatürlichen Zahlen. 
Die Arithmetik beschäftigt sich mit 
den ?Grundrechenarten, der 1 Teilbar- 
keitslehre und der Erweiterung ge- 
gebener Zahlenbereiche (T Zahlenarten). 
Die Arithmetik kann als ein Teil der 
T Algebra angesehen werden, etwa als 
die „Lehre von den algebraischen Ei- 
genschaften der Zahlen“. 
arithmetische Folge: Zahlenfolge a,;, 
Az, 43, ... (t Folge) mit 


a„=a+(n-1)d. 


Die Zahl a heißt das Anfangsglied der 
Folge (a, =a). Je zwei aufeinanderfol- 
gende Glieder haben die Differenz d: 


Any ı And. 


Bei drei aufeinanderfolgenden Zahlen 
der Folge ist die mittlere Zahl das 
Tarıthmetische Mittel der beiden be- 
nachbarten Zahlen: 


a=%la,- ıt An+ ı)- 


Die Punkte R=(n, a,) liegen auf der 


arithmetische Folge 


Geraden, die durch die Gleichung 
y=a+(x-1)d dargestellt wird. 

Die Summe der ersten n Glieder einer 
arithmetischen Folge kann man leicht 
berechnen, wenn man die Formel 


(n—1)-n 
Te 





1+2+..+n-]1)= 


beachtet (Abb. 1): Es ist 


2 (n—1).n adı ta, 


2 a;=na+ 5 -d=n: 5 


Diese Beziehung kann man auch aus 
Abb. 2 ablesen. 








NG 
ggf 
GE, 
a 
aGEGEG 





n’—n=2-(1+2+...+(n-1)) 
Abb. 1 
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Ist eine Folge <a,> gegeben, so heißt 
die Folge (d,> mit 


d„=An+1 An 


die erste Differenzenfolge von <a,). 
Die erste Differenzenfolge von <d,> 
heißt die zweite Differenzenfolge von 
<a„2. Die nullte Differenzenfolge einer 
Folge ist die Folge selbst. Allgemein 
ist die k-te Differenzenfolge einer Fol- 
ge die erste Differenzenfolge ihrer 
(k-1)-ten Differenzenfolge (oder die 
(k-1)-te Differenzenfolge ihrer ersten 
Differenzenfolge). Die erste Differen- 
zenfolge einer arithmetischen Folge ist 
konstant (d„=d für alle neN). Ist die 
k-te Differenzenfolge von <a,> kon- 
stant, die (k-1)-te Differenzenfolge 
aber nicht, dann heißt <a,> eine arith- 
metische Folge k-ter Ordnung. Die bis- 
her betrachteten arithmetischen Fol- 
gen sind also arithmetische Folgen er- 
ster Ordnung. Die Folge der Quadrat- 
zahlen ist eine arithmetische Folge 
zweiter Ordnung: 


Folge: 1 4 9% 16 25... 
1. D-Folge: 3.5 79 
2. D-Folge: 2 2 2 


Die Folge der Kubikzahlen ist eine 
arithmetische Folge dritter Ordnung: 


Folge: 18 27 64 125... 
1. D-Folge: 7 19 37 61 

2. D-Folge: 12 18 24 

3. D-Folge: 6 6 


Ist <a,» eine arithmetische Folge k-ter 
Ordnung, so besitzt a, eine Darstel- 
lung der Form 


„=can+c_ın!!+..+cınt+co 


mit reellen Koeffizienten c;. Umge- 
kehrt ist jede derartige Folge mit 
ck#+0 eine arithmetische Folge k-ter 
Ordnung. 

Die Folge s, mit 


n 
=),4 
i=1 
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heißt die (erste) Summenfolge der Fol- 
ge <a„>. Die Summenfolge einer arith- 
metischen Folge k-ter Ordnung ist ei- 
ne arithmetische Folge (k+1)-ter Ord- 
nung. Ist beispielsweise s, die Summe 
der ersten n Quadratzahlen, so ist (s„> 
eine arithmetische Folge dritter Ord- 
nung, also 


SH=CaNn’+CHN?+cıNn+Cco. 


Durch Einsetzen der Werte für n=1, 

2,3,4 erhält man ein tlineares 

Gleichungssystem für die Koeffizien- 

ten. Es ergibt sich 

n(n+1)(2n+1) 
6 





S=3n’+3n?+4n= 


. a+b 
arithmetisches Mittel: Die Zahl u 


bezeichnet man als arithmetisches Mit- 
tel der Zahlen a und b. Das arithmeti- 
sche Mittel der Zahlen a,, a», ....,d, 
ist 


aıta2t..t+m_1 a 
n N ;_ı 


Treten z.B. in einer Meßreihe die 
Werte aı, 4», ....,a, mit den relativen 
Häufigkeiten h,, h>,...,h, auf, dann 
ist das arithmetische Mittel der Meß- 
werte 


n 
Y, ha;. 
i=1 


Ist a<b, so ist das arithmetische Mit- 
tel der Werte einer stetigen Funktion 
(tStetigkeit) im Intervall [a,b] die 
Zahl 


1 b 
ER sad 


Diese Zahl heißt auch das Integralmit- 
tel von f über [a,b] (?Integralrech- 
nung). 

Neben dem arithmetischen Mittel sind 
weitere ? Mittelwerte in der Mathema- 
tik gebräuchlich. 





Arkusfunktionen 


Arkusfunktionen: Umkehrfunktionen 
der ttrigonometrischen Funktionen. 
Man nennt sie zuweilen auch zyklo- 
metrische Funktionen. Es sind dies 


arcsin mit der Definitionsmenge 
[-1,1] (Abb. 1); 
arccos mit der Definitionsmenge 
[-1,1] (Abb. 1); 


arctan mit der Definitionsmenge 
R (Abb. 2); 


arccot mit der Definitionsmenge 
RR (Abb. 2). 






arctan 


Abb. 2 


Man liest arcsin als „Arkussinus“ usw. 
Die Bezeichnung „Arkus-“ rührt da- 
her, daß man die trigonometrischen 
Funktionen zur Parameterdarstellung 


assoziativ 


von Kreisen benutzen kann, wobei der 
Parameter die Bedeutung eines Win- 
kels im Bogenmaß, also eines Kreis- 
bogens hat. 

Auf manchen Taschenrechnern wer- 
den diese Funktionen auch mit 


-1 cos-!, tan-!, cot-! 


sin 
bezeichnet. 
Bei einer analytischen (also „geome- 
triefreien“) Definition der trigonometri- 
schen Funktionen geht man in der 
Regel von der Darstellung einer Ar- 
kusfunktion durch ein Integral aus, 
zB. 
“dt 
arctanx:=| —— 
ol+t 
(t Integralrechnung). 
assoziativ: Eine Talgebraische Struk- 
tur (M,x) ist genau dann assoziativ, 
wenn 


ax(bxc)=(axb)x*c 


für alle a,b, ceM gilt. In diesem Fall 
ist * eine assoziative Verknüpfung. Man 
sagt dann auch, in (M,x) gelte das 
Assoziativgesetz. 





Astroide (Asteroide): 
durch die Gleichung 


(a>0) 


Kurve, die 
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gegeben ist (Abb. 1). Sie hat die Para- 
meterdarstellung 


x=acos’d, 
y=asin’d 


mit de[0,2n[. Die Astroide kann als 
tEvolute einer Ellipse gedeutet wer- 
den. 

astronomische Koordinatensysteme: 
Koordinatensysteme zur Festlegung 
von Sternörtern (und Örtern anderer 
astronomischer Objekte. Um die 
Richtung eines Punktes S an der 
Sphäre vom Ursprungspunkt U aus 
zu bestimmen, wählt man eine Ebene 
als Grundebene und in dem Groß- 
kreis, den diese an der Sphäre aus- 
schneidet, einen Punkt R als Richt- 
punkt. Die Lage des Punktes S ist 
dann eindeutig durch zwei Winkel be- 
stimmt, nämlich den Winkel SUM, 
den die Richtung nach $ mit der 
Grundebene bildet, und den Winkel 
RUM, den eine senkrecht zur Grund- 
ebene durch S gelegte Ebene mit der 
Richtung zum Punkt R einschließt 
(Abb. 1). Die Winkel werden durch 
die ihnen entsprechenden Kreisbogen 
SM und RM gemessen. Auf dieser 
Grundlage kann man durch Angabe 
der Grundkreisebene, des Richtpunk- 
tes auf ihr und durch Festlegen der 
Zählung der Winkel entsprechend die 
gebräuchlichen astronomischen Koor- 
dinatensysteme definieren (Abb. 2): 
das Horizontal- oder Azimutsystem 
(Horizontebene als Grundebene, Azi- 
mut als <RUM, Höhe als <SUM), 
das feste Äquatorialsystem (Stunden- 
winkelsystem) und das bewegte Äqua- 
torialsystem (Rektaszensionssystem) mit 
der Äquatorebene als Grundebene, 
Stundenwinkel bzw. Rektaszension 
und Deklination als Winkel, das 
Ekliptikalsystem (Ekliptik als Grund- 
ebene, ekliptikale Länge und Breite 
als Winkel) sowie das alte und neue 
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galaktische System mit der Milchstra- 
Benebene als Grundebene und den 
sich im Ausgangspunkt und Richtung 
der Zählung unterscheidenden galakti- 
schen Längen und Breiten. Die Koor- 
dinaten der einzelnen Systeme können 
mit den Formeln der ?sphärischen 
Trigonometrie in andere Systeme um- 
gerechnet werden. Neben den sechs 
Polarkoordinatensystemen werden für 
spezielle Aufgaben vielfach auch 
rechtwinklige Koordinatensysteme be- 
nutzt. Je nach Lage des Ursprungs- 
punktes spricht man von geozentri- 
schen Systemen, heliozentrischen Sy- 
stemen oder baryzentrischen Systemen 
(Ursprung im Schwerpunkt mehrerer 
Himmelskörper liegend). 


Pol der Grundebene 


Abb. 1 





Grundebene 








Asymptote 


astronomisches Dreieck (nautisches 
Dreieck): Sphärisches Dreieck mit den 
Eckpunkten Himmelspol, Zenit, Stern. 
Asymptote (einer Kurve): Gerade, 
welcher sich die Kurve immer stärker 
nähert („anschmiegt“), wenn man die- 
se durchläuft. Der Abstand zwischen 
Kurve und Gerade wird dabei beliebig 
klein (Abb. 1). Eine Funktion f besitzt 
die Gerade mit der Gleichung x=c 
(Parallele zur y-Achse) als Asymptote, 
wenn lim f(x)= +0 oder lim f(x)= 
— © oder Entsprechendes für die 
linksseitigen Grenzwerte x>c” gilt 
(Teinseitiger Grenzwert). Bei einseiti- 
ger Annäherung an c wächst also f(x) 
über jede positive Schranke oder fällt 
unter jede negative Schranke (Abb. 2), 
sie hat dort z.B. einen tPol. Die 
Funktion f besitzt für den Grenzüber- 
gang x—>+ 0 eine Asymptote mit der 
Gleichung y=mx+b, wenn 


x-c+t 


lim f'(x)=m 


x>+0 


und 


lim (FF) )=b. 


xo+0 


Für den Grenzübergang x> — © gilt 
Entsprechendes. 


Asymptote 


Asymptote 


Abb. I 


asymptotische Linie 


y lim f(x)=+% 


xo4r 





Abb. 2 


Beispiel: Die trationale Funktion 


besitzt drei Asymptoten, und zwar die 
Geraden mit den Gleichungen 


x=l, x=-Il, y=x-2 


(Abb. 3). Die dritte Asymptote er- 
kennt man besonders gut, wenn man 
den Funktionsterm umformt zu 
fi)=x-2+— 
x)=x—-2+ —— 
x?—1 


(t Polynomdivision). 





Abb. 3 
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Ist die Kurve durch die Gleichung 
r=/(@) 


in ?Polarkoordinaten gegeben, dann 
läßt sich eine etwaige Asymptote 
durch ihren Winkel « mit der Polar- 
achse und ihren Abstand p vom Ko- 
ordinatenursprung festlegen. Es gilt 

;2 





1 
—=0 und p=lim ——. 
f) o-a Yr?+r’? 


Beispiel: Das kartesische Blatt (nach 
R. Descartes, 1596-1650) hat die im- 
plizite Darstellung x’+y?’=3axy mit 
a>0. In Polarkoordinaten besitzt das 
kartesische Blatt die Darstellung 
3asinpcosp 
= ———— 
sin’p-+cos?@ 
(Abb. 4). Diese Kurve besitzt eine 


Asymptote mit «=135° und p=,V2. 





Abb. 4 


Den Begriff der Asymptote kann man 
zum Begriff der fasymptotischen Li- 
nie verallgemeinern. 

asymptotische Linie (einer Kurve): 
Kurve, welcher sich die gegebene 
Kurve immer stärker nähert („an- 
schmiegt“), wenn man diese durch- 
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läuft. Der Graph einer Funktion g ist 
eine asymptotische Linie des Graphen 
von f, wenn 

lim (f(x) -g@))=0. 
Beispiele: 1) Die Trationale Funktion 
f mit 





x?+2x?—3x+4 
xı= 
4x—4 


1 
=4(x?+3x)+ — 
x—|1 


(t Polynomdivision) hat als asymptoti- 
sche Linien die Parabel mit der Glei- 
chung y=4(x?+3x) and eine t Asym- 
Gleichung 


ptote mit der x=]1 


(Abb. 1). 






y=f(x) 





y=1(x?+3x) 


Abb. I 


2) Die Kurve mit der Darstellung 


a (a>0) 
in T Polarkoordinaten hat eine Asym- 
ptote und einen asymptotischen Kreis 
(Abb. 2). 
asymptotisches Verhalten: Die Funk- 
tionen f und g seien auf der Halbgera- 





asymptotisches Verhalten 


Asymptote 





asymptotischer 


Abb. 2 


den [a, oo[ definiert. Ist dann 

lim (fR)-8&))=0, 
dann ist der Graph von g eine Tasym- 
ptotische Linie des Graphen von f 
und umgekehrt. Die Funktionen f und 
g heißen in diesem Fall asymptotisch 
gleich für x>o. Gilt 

lim o_, 

x g(X) 
dann sagt man, daß sich f und g 
asymptotisch gleich verhalten oder sich 
f asymptotisch wie g verhält (oder 
umgekehrt) für x—o0. Asymptotisch 
gleiche Funktionen verhalten sich 
auch asymptotisch gleich, die Umkeh- 
rung gilt aber nicht, wie das Beispiel 
S(x)=x”+x und g(x)=x? zeigt. Ver- 
hält sich f asymptotisch wie g, so 
schreibt man f(x) g(x). 
Beispiele: 1) Der Primzahlsatz (f Prim- 
zahl) besagt 


’ 


x 
n(xX)& —, 


Inx 


wobei z(x) die Anzahl der Primzahlen 
unterhalb x bedeutet. 


2) Es gilt Yx*+27x°—47x?. 


ausgeartet 


Ist der Quotient ae] für x>o be- 
8(x) 


schränkt, so schreibt man 
SR)I=OlER)) 


(„Groß-O von g(x)“) und sagt, f sei 
asymptotisch von der Ordnung g. Ist 


sogar 
X) 


l a 

x-o 8(X) 
so schreibt man 

FR) og“) 
(„Klein-o von g(x)“) und sagt, f sei 
asymptotisch von kleinerer Ordnung als 
g oder asymptotisch klein gegen g. Die 
Symbole O und o heißen Landau-Sym- 
bole (nach E. Landau, 1877-1938). 
Beispiele: 1) Es gilt y +x=0(x), 
aber auch YI+x=o(x). 
2) Es gilt sinx=O(l) und cosx=O(l), 
aber nicht sinx=O(cosx), denn der 

sin x 


’ 





Quotient ist nicht beschränkt. 


cosXx 


3) Jede (noch so große) Potenz der 
Logarithmusfunktion ist asymptotisch 
klein gegen jede (noch so kleine) posi- 
tive Potenz von x: 


(Inx)'=o(x?) für alle a,b>0. 


4) Jede (noch so große) positive Po- 
tenz von x ist asymptotisch klein ge- 
gen jede Exponentialfunktion mit 
noch so kleiner Basis b>1: 


K=0(b*) 
Attraktor: Bezeichnung für den Endzu- 
stand eines dynamischen Systems, wenn 
alle Prozeßverläufe, deren Anfangszu- 
stand in einen ihm zugeordneten Be- 


reich fallen, gegen ihn konvergieren, so 
als ob er sie „anzieht“. 


für alle a>0, b>1. 


ausgeartet: 

l) Eine tAbbildung wird manchmal 
als ausgeartet bezeichnet, wenn sie 
nicht injektiv ist, wenn also verschie- 


46 


denen Elementen der Definitionsmen- 
ge nicht stets verschiedene Elemente 
der Bildmenge zugeordnet werden. 

2) Kegelschnitte heißen ausgeartet, 
wenn sie nur aus einem Punkt, einer 
Geraden oder einem Geradenpaar be- 
stehen. Ähnlich erklärt man ausgear- 
tete T Flächen zweiter Ordnung. 
Ausgleichsrechnung: Teilgebiet der 
Fehlerrechnung, das auf A.M. Legen- 
dre (1752-1833) und C.F. Gauß (1777 
bis 1855) zurückgeht. Grundaufgabe der 
Ausgleichsrechnung ist die Berech- 
nung eines Wertes X aus gegebenen 
Meßwerten xXı, Xa, ...,X„, für welchen 
die Summe der Fehlerquadrate 


Ta 
i=1 


minimal ist. Man spricht hier auch 
von der Methode der kleinsten Ouadra- 
te. Diese Summe ist minimal für 


x= 2 Xi 
i=1 
(tarithmetisches Mittel). Die Zahl 
1 n 
= Y(&-x)? 


n—1,7, 





bzw. die Quadratwurzel daraus dient 
als Maß für die Abweichungen inner- 
halb der Meßreihe (1 Varianz). Bei 
normalverteilten Meßreihen (? Normal- 
verteilung) liegen etwa 65% der Werte 
im Intervall [X—-o, X+o0)]. 

Bei der linearen ? Regression ermittelt 
man mit Hilfe der Ausgleichsrechnung 
die Ausgleichsgerade y=ax+b für 
eine Meßreihe von Größenpaaren 
(x;, y;), wenn man einen linearen Zu- 
sammenhang zwischen den x- und y- 
Werten vermutet. 

Aussageform: Eine Aussage ist ein 
Satz, der entweder wahr oder falsch ist 
(tformale Logik). Bei einer Aussage 
muß also grundsätzlich feststehen, ob 
sie wahr oder falsch ist, unabhängig 
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davon, ob eine bestimmte Person über 
den Wahrheitsgehalt der Aussage ent- 
scheiden kann. Einen Satz, der 
tVariable (Platzhalter, Leerstellen) 
enthält, nennt man eine Aussageform, 
wenn er bei jeder Ersetzung der Va- 
riablen durch Elemente einer vorge- 
gebenen Menge, der Grundmenge der 
Aussageform, in eine Aussage über- 
geht. Eine Aussageform mit einer Va- 
riablen heißt einstellige Aussageform, 
z.B. 


3x+5=19, 
x teilt 24, 
x +2x-5<0, 


Eine Aussageform mit zwei Variablen 
heißt zweistellige Aussageform, z.B. 


3x+4y-7=0, 
x teilt y, 
x?+y?<25. 


Entsprechend sind 3-, 4-, 5-, ...stellige 
Aussageformen erklärt. 

Wichtige Aussageformen sind ?TGlei- 
chungen und ? Ungleichungen. 

Ist G die Grundmenge der Aussage- 
form, dann heißt ein Element g aus G, 
welches bei Einsetzen aus der Aussa- 
geform eine wahre Aussage macht, ei- 
ne Lösung der Aussageform. Die Men- 
ge aller Lösungen heißt die Lö- 
sungsmenge der Aussageform über 
G. Ist A(x) eine Aussageform mit der 
Variablen x, so schreibt man die Lö- 
sungsmenge häufig in der Form 


{xeG|A@)} oder {A(X)}xeo- 


Eine Aussageform über einer gegebe- 
nen Grundmenge G heißt 

erfüllbar, wenn eine Lösung in G 
existiert, 

unerfüllbar, wenn keine Lösung in G 
existiert, 

allgemeingültig, wenn ihre Lösungs- 
menge gleich G ist, 


äußerer Punkt 


teilgültig, wenn sie erfüllbar, aber 
nicht allgemeingültig ist. 
Es hängt oft von der gewählten 


Grundmenge ab, welche dieser Eigen- 
schaften einer Aussageform zukom- 
men. So ist etwa die Aussageform 
x<0 in der Grundmenge N unerfüll- 
bar, in der Grundmenge Z teilgültig 
und in der Menge der negativen gan- 
zen Zahlen allgemeingültig. 

Beispiele: 

1) {xeQ]3x+5=19}={#}, 

2) (xeN|3x+5=19}=ß, 

3) {xeN]|x teilt 6}={1,2,3, 6}, 

4) {(x,y)eNx N|3x+4y-7=0} 
={(1,1)}, 

5) (x, yJ)eZ x Z|]3x+4y-7=0} 
={...,(-3,4), (1,1), 5, —2), 

(9, —5), ...}; 

6) ((x,yJ)eRxR|x?+y?=25} ist im 
kartesischen Koordinatensystem die 
Menge aller Punkte der Kreislinie 
um (0,0) mit dem Radius 5. 

7) Beschränkt man sich in 6) auf die 
Grundmenge ZxZ, dann erhält 
man nur 12 Lösungen, nämlich 


(+5,0), (0, +5), 
(+3,4, (4,43) 
(+3, 4), (4 E39) 


Aussagen und Aussageformen kann 
man zu neuen Aussagen bzw. Aussa- 
geformen verknüpfen (Tformale Lo- 
gik). 

äußerer Punkt: M sei eine Teilmenge 
von R' (i=1,2,3) und P sei ein Punkt, 
der nicht aus M ist. Gibt es eine ? Um- 
gebung von P, die keinen Punkt von 
M enthält, so heißt P äußerer Punkt 
von M (Abb. 1, Abb. 2, folgende Seite). 
Ein Punkt P ist also genau dann ein 
äußerer Punkt von M, wenn er ein 
tinnerer Punkt der Ergänzungsmenge 
R'\M (i=1,2,3) ist. Die Menge der 
äußeren Punkte von M heißt Äußeres 
von M. Das Äußere einer Menge M 
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ist eine Toffene Menge. Ein Punkt aus 
der abgeschlossenen Hülle von M 
(fabgeschlossen), der kein äußerer 
Punkt von M ist, heißt ein Randpunkt 
von M. In jeder Umgebung eines 
Randpunktes liegt also sowohl ein 
Punkt aus M als auch ein Punkt aus 
R'\M. Randpunkte sind entweder 
isolierte Punkte von M (d.h. in einer 
Umgebung des Punktes liegt kein wei- 
terer Punkt von M) oder ?Häufungs- 
punkte von M und von R’\M. Die 
Menge aller Randpunkte von M heißt 
Rand von M. Das Äußere von M, der 
Rand von M und das Innere von M 
sind disjunkt, ihre Vereinigungsmenge 
ist R'. 


R? 





d 1) 
WIN? 


Abb. 2 





Ein Punkt P heißt Berührpunkt der 
Menge M=R', wenn in jeder Umge- 
bung von P ein Punkt von M liegt. 
Ein Berührpunkt kann also kein äuße- 
rer Punkt sein, es muß ein innerer 
Punkt oder ein Randpunkt von M 
sein. 

Axiom: Grundlegende Aussage einer 
mathematischen Theorie, welche man 
zusammen mit anderen Axiomen un- 
bewiesen an die Spitze der Theorie 
stellt. Ein Axiomensystem ist dann eine 
Menge von Sätzen (Aussagen), aus de- 
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nen alle übrigen Sätze der Theorie be- 
weisbar sind. In diesem Sinn muß ein 
Axiomensystem vollständig sein. Au- 
Berdem muß es widerspruchsfrei sein, 
d.h. es sollen nicht ein Satz und zu- 
gleich sein logisches Gegenteil beweis- 
bar sein. Ist keines der Axiome aus 
den anderen herleitbar, dann heißt das 
Axiomensystem unabhängig. Beispiele 
sind die tAxiome der Arithmetik, die 
TAxiome der Geometrie und die 
TAxiome der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 
Axiome der Arithmetik. Die Grundla- 
ge der Arithmetik sind die natürlichen 
Zahlen. Diese lassen sich axiomatisch 
durch das Peanosche Axiomensystem 
(nach G. Peano, 1858-1932) beschrei- 
ben, wobei nur von den Begriffen der 
Mengenlehre (?Mengen) und der 
Tformalen Logik Gebrauch gemacht 
wird: Es sei N eine Menge und 1 ein 
Objekt, ferner f eine auf N definierte 
TAbbildung. Für diese Grundbegriffe 
gilt: 
(Pl) 1EN. 
(P2)xeN > f(x)eN 
(P3)xeN > f(x)#1. 
(P4) x,yeNax+y>f(X)#+f(y). 
(PS)\(AENrleAr(xeA>f(x)eA)) 
>A=N 
Man bezeichnet N als die Menge der 
natürlichen Zahlen und nennt f(x) den 
Nachfolger der natürlichen Zahl x. 
(Pl) besagt, daß N nicht leer ist. (P2) 
besagt, daß f eine Abbildung von N 
in N ist. (P3) besagt, daß 1 nicht 
Nachfolger einer natürlichen Zahl ist, 
in gewisser Weise also die „erste“ na- 
türliche Zahl ist. (P4) besagt, daß die 
Abbildung f injektiv ist. (P5) heißt In- 
duktionsaxiom; es beinhaltet das Prin- 
zip der tvollständigen Induktion: 
Wenn eine Teilmenge von N die Zahl 
1 enthält, und mit jeder natürlichen 
Zahl auch deren Nachfolger, dann ist 
diese Teilmenge gleich N. 
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Mit Hilfe von (P5) kann man zeigen, 
daß x+ f(x) für alle xeN gilt und daß 
jede von 1 verschiedene natürliche 
Zahl Nachfolger einer natürlichen 
Zahl ist. 

Die Summe natürlicher Zahlen kann 
man mit Hilfe einer Abbildung «: 
N x NN definieren, welche die Eigen- 
schaften 


ax, 1):= f(x), 
ax, f(y)):= f(alx, y)) 


besitzt. Schreibt man x-+y statt (x, y), 
so ist f(x)=x+1; der Übergang zum 
Nachfolger entspricht also der Addi- 
tion von 1. 

Das Produkt natürlicher Zahlen kann 
man mit Hilfe einer Abbildung u: 
N x NN definieren, welche die Eigen- 
schaften 


ux,1):=x, 
ux,y+l):=wx,y)+x 


besitzt. 

Mit Hilfe der Axiome (Pl) bis (P5) 
und dieser Definitionen läßt sich die 
gesamte Arithmetik aufbauen. Bei- 
spielsweise läßt sich die Division mit 
Rest (t Division) erklären und damit 
auch die Zifferndarstellung natürlicher 
Zahlen. Ferner läßt sich die Möglich- 
keit und Eindeutigkeit der Primfak- 
torzerlegung zeigen (T Primzahl). 
Axiome der Geometrie. Schon Euklid 
(etwa 300 v. Chr.) hat die Grundlagen 
der Geometrie mit Hilfe von „Grund- 
sätzen“ beschrieben, aus welchen die 
Lehrsätze der Geometrie durch logi- 
sches Schließen hergeleitet werden 
konnten. Das im folgenden angegebe- 
ne Axiomensystem geht auf David 
Hilbert (1862-1943) zurück. Es be- 
schreibt die euklidische Geometrie. 
Ausgangspunkt sind Grundbegriffe 
(Punkt, Gerade, Ebene), welche nicht 
definiert werden und deren gegenseiti- 
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ge Beziehungen in den Axiomen fest- 
gelegt werden. Es ist also gleichgültig, 
was man sich unter einem „Punkt“ 
oder unter einer „Geraden“ vorstellt, 
man muß nur beachten, daß die Axio- 
me erfüllt sind. 

Die folgenden Axiome beschreiben die 
euklidische Geometrie des Raumes; 
analog kann man ein (etwas kürzeres) 
Axiomsystem für die euklidische Geo- 
metrie der Ebene angeben. 

Die euklidische Geometrie ist die 
Theorie einer Menge ®R, deren Ele- 
mente (A,B,C,...) Punkte heißen. Die 
Menge ®R heißt der Raum; gewisse 
Teilmengen von R werden Geraden 
(g,h,k,...), andere Teilmengen werden 
Ebenen (®, Y,...) genannt. Die Eigen- 
schaften der Punkte, Geraden und 
Ebenen des Raumes R werden durch 
die folgenden (in fünf Gruppen einge- 
teilten) Axiome festgelegt: 


I. Axiome der Verknüpfung (Inzidenz- 

axiome) 

(V,) Jede Gerade enthält mindestens 
zwei verschiedene Punkte. 

(V,) Zu je zwei verschiedenen Punkten 
gibt es genau eine Gerade, die 
diese Punkte enthält. 

(V;) Jede Ebene enthält mindestens 
drei Punkte, die nicht auf einer 
gemeinsamen Geraden liegen. 

(V;) Zu je drei nicht auf einer gemein- 
samen Geraden liegenden Punk- 
ten gibt es genau eine Ebene, die 
diese Punkte enthält. 

(V;) Hat eine Gerade zwei verschiede- 
ne Punkte mit einer Ebene ge- 
meinsam, so gehört sie ganz zu 
dieser Ebene. 

(V,) Haben zwei Ebenen einen Punkt 
gemeinsam, so haben sie minde- 
stens noch einen weiteren Punkt 
gemeinsam. 

(V-) Es gibt mindestens vier Punkte, 
die nicht in einer Ebene liegen. 
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II. Axiome der Anordnung 

(A,)In jeder Geraden g ist eine T Rela- 
tion „<“ definiert, so daß für alle 
P, Oeg genau eine der Beziehun- 
gen 


P<0, P=0, 0<P 
und für alle P, O, Reg 
P<OrO<R=>P<R 


gilt. 

(A,)Zu je zwei Punkten P, O mit 
P<O auf der Geraden g durch P 
und QO gibt es Punkte R, S, Teg 
mit 


R<P<S<Q<T. 


(A;)Es seien A, B, C drei nicht auf 
einer gemeinsamen Geraden |lie- 
gende Punkte, ferner g eine Gera- 
de aus der durch A, B, C bestimm- 
ten Ebene, die keinen der 
Punkte A, B, C enthält. Existiert 
dann ein Peg mit A<P<B, 
dann existiert auch ein Qeg mit 
B<O<C oder ein Reg mit 
A<R<C. Dabei ist A<B, B<C 
und A<C angenommen, andern- 
falls müssen die Buchstaben ent- 
sprechend vertauscht werden. Vgl. 
hierzu Abb. 1. 


c 8 





A 
Abb. 1 


Im folgenden setzen wir zur Abkür- 
zung für A, Beg mit A<B 


AB:=(Xeg|A<X<B). 


Diese Punktmenge heißt die (offene) 
Strecke mit den Endpunkten A und B. 
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III. Axiome der Kongruenz 

(K,) In der Menge aller Teilmengen 
von R sei eine tÄquivalenzrela- 
tion = (gelesen „kongruent“) ge- 
geben. 

(K,) Es seien A,,A,,ÄAzeg mit 
A,<A,<Az und B,, B,, Bzeh 
mit BA <B,<B;. Dann gilt (vgl. 
Abb. 2): 


AıAz ZB,B; AAzaAz >&B,B; 
=> A,A3=B,B; 


A; 8 
A, 
A, 
_—nnMnnnl 
B, B, B; 
Abb. 2 


(K;) Es sei A,, A2eg, ferner B,eh und 
p die Halbgerade 


{XehlBı<X)}. 


Dann gibt es genau ein B,ep 


A, 
A, 
8 
h 
B, 
B, 
2 > 
Abb. 3 
(K,) Es seien A,,B,, Cıeg, mit 


A,<B,<C,, ferner D, &g,. Eben- 
so seien A»,B,, C,eg, mit 
A,<B,<C,, ferner D,€g,. Dann 
gilt (Abb. 4): 

AB) 2AzB, AB, Ch ZB, C;, 1 
AD, =ZA;zD, AB, D, =ZB;D, 
> G,D, 2C;D, 
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Abb. 4 


(K;) Es seien A, B, C drei nicht zu 
einer gemeinsamen Geraden ge- 
hörende Punkte und ® die durch 
A, B, C bestimmte Ebene. Fer- 
ner seien g eine Gerade und A,, 
B, zwei verschiedene Punkte aus 
g mit A,B, 2 AB; schließlich sei 
P&g. Die Halbebene 


{Xed|PXng#+P} 


enthält dann genau einen Punkt 
C, mit A, Ch ZAC und B, C, 
=BC (Abb. 5). 


C 





Abb. 5 


IV. Axiome der Stetigkeit 

(Sı) Gegeben seien zwei Strecken AB 
und CD, ferner A,eAB mit 
AA,),Z=ZCD. Es sei dabei A<A, 
auf der Geraden g durch A und B. 
Dann gibt es eine natürliche Zahl 
n und Punkte A,, As, ..., An, Anzı 
auf g mit 


CD AA, ZAı As ... 2 A,Anzı 
und 

A<A1 <Ar<... <A)<B<Arrı 
(Abb. 6). 
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C D 

A, A, A, Anzı 
A B 
Abb. 6 


(S:) Es sei AB eine Strecke, ferner sei- 
en <A,» und <B,> zwei tFolgen 
von Punkten aus AB mit folgen- 
den Eigenschaften: 

a) Anz+ı Bari <A,„B, 
für alle neN, 

b) es gibt keine Strecke PO mit 
PO=A,„B, für alle neN. 
Dann gibt es einen Punkt X mit 

XeA,B, für alle neN 
(Abb. 7). 


Abb. 7 


V. Das Parallelenaxiom 

In jeder Ebene ® gibt es für jede Ge- 
rade g<® und jeden Punkt P&g ge- 
nau eine Gerade h mit Peh und gnh 
=®ß (Abb. 8). 


Abb. 8 


Aus diesen Axiomen kann man nun 
alle Lehrsätze der räumlichen Geome- 
trie herleiten. Außer dem genannten 
gibt es noch weitere Axiomensysteme 
für die Begründung der euklidischen 
Geometrie. 

Fordert man lediglich die Axiome der 
Verknüpfung, so erhält man eine Inzi- 
denzgeometrie. Beschränkt man sich 
auf Punkte und Geraden (läßt also al- 


Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung 52 


le Axiome über Ebenen fort), so erhält 
man eine ebene Geometrie. Eine ebene 
Inzidenzgeometrie, in der das Paralle- 
lenaxiom gilt, heißt eine taffine Ebe- 
ne. Es gibt Inzidenzgeometrien und 
auch affine Ebenen mit nur endlich 
vielen Punkten. Die Unendlichkeit der 
Punktmenge wird erst durch die An- 
ordnungsaxiome gewährleistet. 

Ersetzt man das Parallelenaxiom 
durch die Forderung, daß es zu jeder 
Geraden g und jedem Punkt P mit 
Peg 

a) mindestens zwei Parallelen 

oder 

b) keine Parallele 

zu g durch P gibt, so erhält man eine 
Tnichteuklidische Geometrie. 

Axiome der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. Die Axiome von A.N. Kolmo- 
goroff (1903-1987) bilden eine axioma- 
tische Grundlage der 1 Wahrschein- 
lichkeitsrechnung: Es sei eine nicht- 
leere Menge @ und eine nichtleere 
Teilmenge € der Potenzmenge von Q2 
(also eine Menge € von Teilmengen 
von Q) gegeben, ferner eine Abbildung 
P: &>R. Dann gilt 

(Kl) AeE > Q\AeE. 

K2) A,Be& > AuBe®. 


( 
(K3) A,Be& > AnBeE. 
( 
( 


K4) O<P(A)<1 für alle Ace. 

K5) P(Q)=1 

(K6) AnB=ß > P(AuUB) 
=P(A)+P(B). 


Da € auch unendlich sein kann, for- 
dert man (K2), (K3) und (K6) auch für 
jede unendliche Folge A,,A>,As,... 
von Elementen aus €: 


Ü)Arc® und f) Ace 
i=1 i=1 


sowie 


[0.0] 


P (Ü A)=} P(A)) 


i=1 


falls die A, paarweise disjunkt sind. 
Diese Kolmogoroffschen Axiome sind 
nicht unabhängig, beispielsweise folgt 
(K3) aus (Kl) und (K2) aufgrund der 
tFormeln von de Morgan. 
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BASIC (Abkürzung von engl. begin- 
ner’s all purpose symbolic instruction 
code): Programmiersprache, die seit der 
Verwendung von Kleinrechnern eine 
weite Verbreitung gefunden hat. Sie 
wurde in den 60er Jahren in den USA 
entwickelt. BASIC ist zur Lösung von 
vielen mathematisch-technischen Pro- 
blemen gut geeignet. Es existieren über 
50 verschiedene BASIC-Versionen, so 
daß BASIC-Programme häufig nicht 
von einem auf andere Computertypen 
übertragbar sind. Dabei sind auch BA- 
SIC-Versionen entstanden, die Sprach- 
elemente höherer Sprachen wie } PAS- 
CAL besitzen und eine strukturierte 
Programmierung (vgl. DUDEN Infor- 
matik) mit Blöcken, Prozeduren und 
Funktionen ermöglichen. 


PRINT "BINOMIALKOEFFIZIENT" 
INPUT M,K 

B=1 

IF K=0 OR M=K THEN 170 


FOR N=1 TO K 


B=B*(M+T-N)/N 

NEXTN 

PRINT M;"UEBER";K;"=";B 
END 





Abb. I 
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Das in Abb. 1 angegebene Programm 
dient zur Berechnung von tBino- 
mialkoeffizienten. Hat man dieses 
dem Rechner eingegeben, so erteilt 
man den Systembefehl RUN. Es er- 
scheint dann ein Fragezeichen auf 
dem Terminal. Dies bedeutet, daß 
man die Werte für M und K eingeben 
muß. Nach Eingabe der Werte befolgt 
der Rechner die PRINT-Anweisun- 
gen, gibt also den Wert des Binomial- 
koeffizienten aus. 

Basis: I) In einem gleichschenkligen 
t Dreieck nennt man die Seite, an wel- 
cher die beiden gleichen Winkel anlie- 
gen, die Basis. 

2) In der tPotenz b* nennt man die 
Zahl b die Basis. Entsprechend nennt 
man in dem ?Logarithmus ‚logx die 
Zahl b die Basis. 

3) Lassen sich die tVektoren eines 
tVektorraums alle als Linearkombi- 
nation der Vektoren 


4 oo > 
Vj,02,...,0y 


ausdrücken, und sind diese n Vektoren 
tlinear unabhängig, dann heißt das n- 
Tupel (d,,V5,...,0,) eine Basis des 
Vektorraums. 

Im Vektorraum R’ (i=1,2,3,...) bil- 
den je i linear unabhängige Vektoren 
eine Basis. 

Es sei V ein Vektorraum mit der Basis 


B=(U,,V,, sun Da) 


Dann ist jeder Vektor aus V eindeutig 
als Linearkombination 
v= > Kid; 
i=1 
darstellbar. Die Koeffizienten wu, 
Urs ..-,Un bilden den Koordinatenvek- 
tor 


(ve) 


kı 


Un 


von V bezüglich ®B. Die Abbildung 
A: V>R"” mit 
ist eine Tlineare Abbildung von V auf 
R”. 
Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. 
Je zwei Basen eines Vektorraumes 
sind Tgleichmächtig. Besitzt ein Vek- 
torraum eine Basis mit n Vektoren, 
dann heißt n die t Dimension des Vek- 
torraums. Besitzt die Basis unendlich 
viele Elemente, dann heißt der Vek- 
torraum unendlichdimensional. 
Jede Basis von V ist ein minimales 
Erzeugendensystem von V, und das t Er- 
zeugnis jeder echten Teilmenge der 
Basisvektoren ist ein echter ? Unter- 
raum von V. 
Jede Basis von V besteht aus einer 
maximalen Anzahl linear unabhängi- 
ger Vektoren von V. Fügt man also zu 
einer Basis einen Vektor hinzu, so ent- 
steht eine Menge linear abhängiger 
Vektoren. 


_. En 2 
A: Ur Vg 


Durch telementare Umformungen 
wird eine Basis wieder in eine Basis 
übergeführt. 


Eine Tlineare Abbildung von V in ei- 
nen Vektorraum W ist eindeutig durch 
das Bild 

(Ad, Alba, ...) 
einer Basis von V festgelegt. 
Die obenstehenden, für R-Vektorräu- 
me gültigen Aussagen gelten sinnge- 
mäß auch für Vektorräume über ei- 
nem beliebigen ? Körper. 
Beispiele: 1) Eine besonders einfache 
Basis des R” ist die kanonische Basis 


oder Standardbasis (€,,€,, ...,e,) mit 
0 
0 
d= 1 +-i-te Zeile. 
0 
0 


Baum 


2) Im Vektorraum der 
bilden die Monome 


t Polynome 


2.443 
1,x,x7,x°, ... 


eine Basis; dieser Vektorraum ist un- 
endlichdimensional. 

3) Im Vektorraum der tarithme- 
tischen Folgen k-ter Ordnung bilden 
die k+1 Folgen 


CD, <n),<n?),...,<n®) 


eine Basis. Dieser Vektorraum hat al- 
so die Dimension k+1. 

Baum: Bezeichnung für ein ? Netz, in 
dem es keine geschlossene Kantenzüge 
gibt (Abb. 1). Je zwei Ecken eines 
Baumes sind durch genau einen Weg 
miteinander verbunden. 


Abb. 1 


Bäume dienen als Ordnungsschemata 
(z.B. „Stammbäume“), zur Lösung von 
Zählproblemen in der tKombinatorik 
und zur Darstellung tmehrstufiger 
Versuche in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 
bedingte Wahrscheinlichkeit: Als be- 
dingte Wahrscheinlichkeit des t Ereig- 
nisses B unter dem bedingenden Er- 
eignis A bezeichnet man die Zahl 
P(AnB) 
PB A =—_ ——, 
P(A) 

falls P(A)=+0O ist. Also ist P(A|B) die 
tWahrscheinlichkeit des Ereignisses 
B, falls A schon eingetreten ist, d.h. 
daß man statt aus Q (Menge aller 
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möglichen Ausfälle) nur noch die 
Menge A als die Menge der mögli- 
chen Ausfälle zuläßt (Abb. 1). 


Q2 





Abb. I 
P(A)  P(A) 
of 
P(B|A) P(B|A) P(B|A) P(B|A) 
Abb. 2 


Die bedingte Wahrscheinlichkeit tritt 
bei Tmehrstufigen Versuchen auf 
(Abb. 2). Die Wahrscheinlichkeit für 


den Pfad ist 
P(AnB)=P(A)P(B|A). 

Ist P(A|B)=P(A), also 
P(AnB)=P(A)P(B), 


dann heißen die Ereignisse A, B Tun- 
abhängig. 

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, bei 
Entnahme von drei Kugeln aus der 
Urne in Abb.3 mehr weiße als 
schwarze Kugeln zu ziehen (Ereig- 
nis B), ist 

8 81/4 
PRENDKOEGE I BC HERRN 
(13) 220 

(TKombinatorik). Ist der Ziehungs- 
mechanismus so manipuliert, daß nur 
Kugeln aus der unteren Hälfte U’ der 
Urne U gezogen werden, so tritt das 
Ereignis 


A: 3-Kombination aus U’ 
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mit Gewißheit ein. Dann ist 
P(AnB) 

P(A) 


ION. _I 
a 2 


P(B|A)= 


OÖ 


Abb. 3 


Ist {A}, Aa, ..., A„} eine Zerlegung der 
Menge der möglichen Ausfälle eines 
Zufallsversuchs, also 


AU Az V..UA,„=Q 


mit A;+#ß (i=1,2,...,n) und 


ANA;=d für i#], 


dann ist für jedes Ereignis B 


P(B)= }%, P(B|A,)P(A)) 
i=1 

(vgl. Abb. 4). Diese Formel von der to- 
talen Wahrscheinlichkeit gibt an, wie 
man die totale Wahrscheinlichkeit von 
B aus den bedingten Wahrscheinlich- 
keiten P(B|A;,) gewinnt. Wegen 

P(B|A,) P(A)=P(BNA,) 


und 


Ca 


LP P(BNA)= P(Bo( 
=P(B) 


Il 


*)) 


ist diese Formel unmittelbar einsichtig 
(t Mischungsrechnung). 


bedingte Wahrscheinlichkeit 





Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, bei 
beliebiger Auswahl aus einer der drei 
Urnen in Abb. 5 und beliebiger Aus- 
wahl einer Kugel aus der gewählten 
Urne eine weiße Kugel zu ziehen, ist 


34444494=89854%, 


[ 


OÖ 
00®@ 





Abb. 5 
Aus 
P(B) P(A,\B)=P(A;nB) 
= P(A,)P(B|A,) 


folgt, daß die beiden Bäume in Abb. 6 
den gleichen zweistufigen Versuch dar- 
stellen. Man darf in einem mehrstu- 
figen Versuch also die Reihenfolge der 
Stufen vertauschen. 

Es folgt 


P(A,)P(B|A;) 


P(A;|B)= P(B) 


Bell-Zahlen 
P(A,) 


n 


d, A, RR A 
PBIA)/\ /\ IN 
BB BB B B 
P(B) 


B B 
EN N 
A, Ay An Ay Ay = A, 


Abb. 6 


Ersetzt man hier im Nenner P(B) ge- 
mäß der Formel von der totalen 
Wahrscheinlichkeit, dann ergibt sich 
die Formel von Bayes (nach T. Bayes, 
1702-1761): 
P(A,) P(B|\A, 
Pay = FADPBIA) 
% P(A)P(BIA)) 
j=1 


uri=l,2..,n 
Beispiel: Bei einem TBC-Test reagie- 
ren 99% aller Erkrankten positiv, 
aber auch 3% aller Nichterkrankten. 
Erfahrungsgemäß haben zur Zeit 
0,01% aller Bundesbürger diese 
Krankheit. Aus diesen Angaben kann 
man berechnen, wieviel Prozent der 
Personen, die beim Test positiv rea- 
gieren, tatsächlich erkrankt sind. Da- 
zu sei A das Ereignis „erkrankt“ und 
B das Ereignis „reagiert positiv“. 
Dann ist nach der Formel von Bayes 

P(A/B) 

P(B/A)P(A) 

 P(B/A) P(A)+ P(B/A)P(A) 

u 0,99 -0,0001 

--0,99-0,0001 +0,03 -0,9999 

* 0,0033. 
Eine positive Reaktion beim Test be- 
deutet also nur mit einer Wahrschein- 


lichkeit von 0,33 %, daß eine Erkran- 
kung vorliegt! 
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Im Zusammenhang mit bedingter 
Wahrscheinlichkeit ergeben sich oft 
paradoxe Situationen (1 Paradoxon). 
Bekannt ist das folgende Paradoxon von 
Simpson (nach E.H. Simpson, 1951): 
Aus den Ungleichungen 


P(AIBNC)<P(AlBnC) 

und 
P(AIBNC)<P(AlBNC) 

darf man paradoxerweise nicht auf 
P(A|B)<P(A|B) 


schließen. Man beachte dabei den Zu- 
sammenhang 


P(A|B)=P(A|BNC)P(C|B) 
+ P(A|BNC)P(C|B). 


Ist X: Q>R eine tZufallsgröße, dann 
nennt man die Zahl 


% X(@) P(w) 
E(X|A):=°% 
P(A) 

den bedingten Erwartungswert von X 
unter der Bedingung A. Bei Zufalls- 
größen mit unendlich vielen Werten 
oder bei stetigen Zufallsgrößen ist 
E(X|A) in ähnlicher Weise definiert 
(T Erwartungswert). 
Bell-Zahlen (Bellsche Exponentialzah- 
len; nach E.T. Bell, 1883-1960): Be- 
zeichnung für die Zahlen 


B„:= Anzahl aller Zerlegungen 
einer n-elementigen Menge. 


Vereinbarungsgemäß ist Bo=1. Tab. 1 
enthält die ersten 13 Bell-Zahlen. 

Für die Bell-Zahlen gelten die folgen- 
den Beziehungen: 


Barı= 2 (1) Br. (1) 


k=0 


© n 
ee -1— Bux 





7 


’ (2) 


wo N! 
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1 [e 0] k" 
nn o 
B,= ), S(n,k) (4) 
k=0 





0 1 

1 1 

2 2 

3 5 

4 15 

5 52 

6 203 

7 877 

8 4140 

9 21147 
10 115975 
11 678570 


Tabelle 1 12 4213597 


Dabei sind in (4) die S(n,k) Stirling- 
Zahlen 2. Art (? Partition). 

Bernoulli-Kette (nach Jakob Bernoulli, 
1654-1705) heißt ein ? Zufallsversuch, 
der als n-malige Wiederholung eines 
Zufallsversuchs mit genau zwei Aus- 
fällen (Bernoulli-Versuch) gedeutet wer- 
den kann. Hat der Bernoulli-Versuch 
die Ausfälle + („Treffer“) und — („Fehl- 
schlag‘) mit den Wahrscheinlichkeiten p 
und 1-—.p, so hat die Bernoulli-Kette 2” 
verschiedene Ausfälle, nämlich alle n- 
Tupel aus + und — (etwa (+,+,—-,+ 
—,—,-,+,-,-) für n=10); ein be- 
stimmter Ausfall hat die Wahrschein- 
lichkeit p*(1—p)""*, wenn er genau k 
Treffer enthält. Das Ereignis „k Treffer“ 
besteht aus allen n-Tupeln mit genau 
k Treffern, hat also die Wahrscheinlich- 


keit (}) p*(1 — p)""* (1 Binomialvertei- 
lung). 


Beispiele: 

1) n-maliger Münzwurf; 
Treffer: Wappen (p=4), 
Fehlschlag: Zahl. 


Bernoullische Ungleichung 


2) n-maliges Würfeln; 

Treffer: Sechs (p=#), 

Fehlschlag: keine Sechs. 

3) n-maliges Drehen des Rouletterads; 

Treffer: Mittleres Dutzend (p=4), 

Fehlschlag: Erstes Dutzend, letztes 
Dutzend oder Ze£ro. 

Bernoullische Differentialgleichung 

(nach Jakob Bernoulli, 1654-1705): 

Differentialgleichung der Form 


y=f(x)y+g()y". 


Hierbei sind f und g auf einen offenen 
Intervall ]a,b[ definierte stetige Funk- 
tionen. Ferner ist r#0 und r#1, da 
andernfalls eine tlineare Differential- 
gleichung erster Ordnung vorliegt. 
Mit dem Ansatz z(x)=(y(x))'" erhält 
man eine lineare Differentialgleichung 
erster Ordnung: 


Z=(1-r)f)z+(1-r)g&). 


Während z(x) als Lösungsfunktion ei- 
ner linearen Differentialgleichung er- 
ster Ordnung auf dem ganzen Inter- 
vall ]Ja,b[ definiert ist, existiert die 
Lösungsfunktion der Bernoullischen 
Differentialgleichung y(x)=(z(x))"/' =" 
nur auf dem größten Teilintervall von 
Ja, b[, in welchem z(x)>0 gilt. 
Bernoullische Ungleichung (nach Jo- 
hann Bernoulli, 1667-1748): Für alle 
reellen Zahlen a> —1 und alle natür- 
lichen Zahlen n gilt die Bernoullische 
Ungleichung 


(I+a"zi+na. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur für 
a=0 oder n=1. Für a20 folgt diese 
Ungleichung unmittelbar aus dem 
Tbinomischen Lehrsatz. Im allgemei- 
nen Fall beweist man sie z.B. mit t voll- 
ständiger Induktion. Die Bernoulli- 
sche Ungleichung besagt, daß der 
Graph der Funktion x+>(1+x)" für 
x>—1 oberhalb der Geraden mit der 
Gleichung x>1+nx verläuft (Abb. 1). 


Bernoullische Zahlen 





Abb. I 


Auch für reelle Exponenten r>1 gilt 
(I+a"z1+ra 
für a> — 1. Denn die Funktion 


f: x(l+x)"-(l+rx) 


nimmt auf ]—-1,00[ ihr Minimum an 


der Stelle 0 an (tExtremwertauf- 
gabe). “ 
Bernoullische Zahlen (nach Jakob 
Bernoulli, 1654-1705): Koeffizienten 
in der Reihenentwicklung (tTaylor- 
Reihe) 

1 oo ı 
ri j 


i! 


| S 





i= 


Es ist Bo=1 und 


n—1 n 
2 (")B;=0 für n>1, 
I 


i=0 
so daß man die Bernoulli-Zahlen mit 
Hilfe der t Binomialkoeffizienten rekur- 
siv berechnen kann: 

2B, +1=0, 

3B;+3B,+1=0, 

4B3+6B,+4B,+1=0, 
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5SB4+10B3+ 10B,+5B, + 1 =(, 


Es ergibt sich B,= —$ und 
B3=B,=B,=...=Ba+H1 > al, 


Die ersten achten Bernoulli-Zahlen 
mit geradem Index sind in folgender 
Tabelle angegeben: 





Die Bernoullischen Zahlen treten in 
den Taylorentwicklungen der Funk- 
tionen tan und cot auf, ferner kann 
man mit ihrer Hilfe Formeln für Po- 
tenzsummen gewinnen: Ist r eine na- 
türliche Zahl, dann gilt für die Po- 
tenzsumme 


s.(n):=1"+2”+3’+...+n" 
die Beziehung 
s,(n) 


en. > JBmsıye-i 











r+l io 
Daraus gewinnt man z.B. die Formeln 
n(n+1 
u, 
n(n+1l)(2n+1) 
ee 
: n(n+ 1)\2 
=), 
nn nn 
tg 


Bertrandsches Paradoxon (nach J. 
Bertrand, 1822-1900). In einem Kreis 
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mit Radius r wird „auf gut Glück“ 
eine Sehne gezeichnet. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die- 
se länger ausfällt als die Seite des ein- 
beschriebenen gleichseitigen Dreiecks? 
1. Lösung: Jede Richtung der Sehne 
sei „gleich wahrscheinlich“. Dann ist 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit (vgl. 
Abb. 1) 


AB 1 
2r 2 
I 
I 
Abb. I 


2. Lösung: Jeder Punkt der Kreislinie 
sei als Endpunkt der Sehne „gleich 
wahrscheinlich“. Dann ist die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit (vgl. Abb. 2) 

60° 1 


180° 3° 








Abb. 2 


Jeder 
fläche sei als Mittelpunkt der Seh- 


3. Lösung: Punkt der Kreis- 


beschränkt 


ne „gleich wahrscheinlich“. Dann ist 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit (vgl. 
Abb. 3) 





N 2% 


1 
I 


Abb. 3 


Diese widersprüchlichen Ergebnisse 
entstehen dadurch, daß der zugrunde- 
liegende Zufallsversuch „Zeichnen ei- 
ner Sehne“ nicht ausreichend beschrie- 
ben ist: Die „Menge der möglichen 
Ausfälle“ ist nicht klar definiert. Um 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu 
berechnen, muß man zuvor den Zu- 
fallsversuch festlegen und damit be- 
stimmen, was als „gleich wahrschein- 
lich“ anzunehmen ist. 

beschränkt: Eine Teilmenge M von 
R heißt nach oben beschränkt, wenn 
ein keRR existiert, so daß x<k für alle 
xeM gilt. Die Menge M heißt nach 
unten beschränkt, wenn ein meR exi- 
stiert, so daß x>2m für alle xeM gilt. 
Man nennt dann k eine obere und m 
eine untere Schranke von M. Ist M 
nach oben und nach unten beschränkt, 
dann heißt M beschränkt. In diesem 
Fall existiert also ein k>O mit |x|<k 
für alle xeM. 

Eine Teilmenge M von R' (i=1,2, 
3,...) heißt beschränkt, wenn ein k>0 


Betrag 


existiert, so daß 
x7+x3+..+x?sk 


für alle (x1,X2,....,x;)eM gilt. 
Eine TFunktion f: A>B mit A,B<ZR 
heißt beschränkt (nach oben be- 
schränkt, nach unten beschränkt), 
wenn dies für ihre Bildmenge 


JA)=t{f(a)lacA} 


zutrifft. Dasselbe gilt für eine Zahlen- 
folge (t Folge), welche ja als Funktion 
mit der Definitionsmenge N aufgefaßt 
werden kann. . 

Beispiele: 1) Die Funktion f: JO, I[>R 


1 
mit f(x)=— ist nicht nach oben be- 
x 


schränkt. Betrachtet man diese Funk- 
tion nur auf dem Intervall [$, 1], so ist 
sie dort beschränkt. 

2) Die Funktion f: [0,1]J>R mit 


0, falls x irrational ist, 


m 
‚ falls x=— mit m,neN 
fg" alls x . mit m, ne 
und ggT(m,n)=1, 


l, falls x=0 ist, 


ist auf keinem Teilintervall von [0,1] 
nach oben beschränkt (Abb. 1). 
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Betrag: 1) Den Betrag einer Treellen 
Zahl erhält man, wenn man ihr Vor- 
zeichen wegläßt. Man bezeichnet den 
Betrag von a mit |al|. Also gilt 


lal= a, falls a0, 
ei“ —a, falls a<O. 


2) Der Betrag der komplexen Zahl 

a+ib ist Ya?+b?, also ihre Entfernung 

vom Ursprung der komplexen Zah- 

lenebene. 

3) Unter dem Betrag eines tVektors 

versteht man dessen Länge. Der Vek- 
a 

tor [b |eER? hat nach dem Satz des 
& 

t Pythagoras die Länge Ya?+b?+c?. 

Allgemein ist der Betrag des Vektors 

Ay 


” eR” die Zahl \ ), af. Eine Ver- 
K i=1 


Ay 





allgemeinerung des Betragsbegriffs bei 
Vektoren ist die T Norm. 

4) In der Umgangssprache wird der 
Ausdruck „Betrag“ auch für eine 
tGröße verwendet; man spricht von 
Geldbeträgen, Geschwindigkeitsbeträ- 
gen usw. 

Bevölkerungsstatistik: Die auf Volks- 
zählungen oder Schätzungen beruhen- 
de Erfassung der altersmäßigen Zu- 
sammensetzung der Bevölkerung eines 
Staates. Abbildung 1 zeigt die Bevöl- 
kerungspyramide der Bundesrepublik 
Deutschland am 1.1.1983. Bei unge- 
störtem Bevölkerungswachstum (keine 
Kriege o.ä.) treten keine „Einbuchtun- 
gen“ wie in Abb. 1 auf. 

Die Geburtsraten betragen 51,4%, für 
Knabengeburten und 48,6% für 
Mädchengeburten. 

Das Alter, das ein Individuum von 
vorgegebenem Lebensalter aufgrund 
des statistischen Materials über die 
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Bevölkerungsstatistik 
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Geburtenausfall 
während der 
Wirtschaftskrise 
um 1932 

50 


40 





Geburtenausfall 
Ende des 
2. Weltkriegs 


30 


—— 20 


10 
Pillenknick 


100 200 300 400 500 


Tausend je Altersjahr 


Abb. I 


Population „im Schnitt“ erwarten 
kann, heißt Lebenserwartung. Für den 
durch die Kurve in Abb. 2 gegebenen 
Altersaufbau der Bevölkerung errech- 
net sich die Lebenserwartung eines In- 
dividuums vom Alter n zu 


n+ | f(odt. 
Die mittlere Lebensdauer eines Indivi- 


duums ist | f(t)dt. 
[0] 


Der Aufbau der Bevölkerungspyrami- 
de ist für die Berechnungen der Le- 
bensversicherungsgesellschaften von 
Interesse. In einer Sterbetafel (Überle- 
bendentafel) wird angegeben, wie viele 
von 100000 Neugeborenen auch das 
1. Jahr, das 2. Jahr, das 3. Jahr usw. 
höchstwahrscheinlich vollenden wer- 
den. Eine solche Tafel enthält in der 
Regel für x=0,1,2,...,100 die folgen- 
den Werte: 


Beweis 





SS 


\ 


0,5 


0 10 20 30 [40 50 


Abb. 2 n 





l„=Zahl der Lebenden am Ende 
des x-ten Jahres; 

d„=1,-1I,;,ı=Zahl der im x-ten 
Jahr gestorbenen Personen; 


= da = Wahrscheinlichkeit, 
* daß ein x-jähriger Mensch 
im Lauf des (x + 1)-ten 
Lebensjahres stirbt. 

Beweis: Der Beweis eines mathemati- 
schen tSatzes besteht darin, aus gege- 
benen Voraussetzungen mit Hilfe von 
tAxiomen und schon bewiesener Sät- 
ze nach bestimmten logischen Schluß- 
regeln (Tformale Logik) die Behaup- 
tung herzuleiten. 
Eine viel benutzte Beweismethode ist 
der indirekte Beweis: Man nimmt die 
Negation der Behauptung (kontradik- 
torisches Gegenteil) zusammen mit den 
Voraussetzungen als gültig an und lei- 
tet daraus einen Widerspruch her 
(Widerspruchsbeweis). 
Beispiel: Zu zeigen ist, daß Y2 keine 
rationale Zahl ist, also daß 


a=2> aEQ 
gilt. 
Beweis (indirekt): Man nimmt an, daß 


a’=2 und aeQ® 






u 


—_ 
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b= f(t)= Anteil der zum 
Zeitpunkt t nach der Geburt 
noch lebenden Individuen 


_ 


70 80 90 100 t 





gilt. Wegen (—a)?=a? kann man a>0 


voraussetzen. Dann ist a=— mit 
m,neIN. Dabei kann man ggT(m,n)=1 
annehmen, denn jede rationale Zahl 
besitzt eine voll gekürzte Bruchdar- 
2 

stellung. Aus a?=2 folgt (7) =2, al- 
so m?=2n?. Daraus folgt, daß 2 ein 
Teiler von m? und daher auch von m 
ist, so daß m? und somit auch 2n? 
durch 4 teilbar sein muß. Also ist n? 
und damit auch n durch 2 teilbar. 
Dies liefert ggT(m,n)22, im Wider- 
spruch zu ggT(m,n)=1. 

Für viele Sätze über die Menge der 
natürlichen Zahlen eignet sich die Be- 
weismethode der tvollständigen In- 
duktion. 

Bildmenge: Ist eine TAbbildung 
(t Funktion) f: A>B gegeben, so heißt 
die Menge B Bildmenge oder Bildbe- 
reich, auch Zielmenge, Zielbereich, 
Wertemenge, Wertebereich. Der Ge- 
brauch dieser Bezeichnungen ist nicht 
einheitlich; oft bezeichnet man mit 
Bildmenge oder Wertemenge nur die 
Menge derjenigen Elemente von M, 
die als Bild eines Elementes von A 
vorkommen. Für diese Menge ist die 


63 


Bezeichnung f(A) üblich, es ist also 
f(A):={beBles gibt ein aeA 
mit f(a)=b}. 

Binom: Zweigliedriger mathemati- 
scher Term der Form a+b oder a-b. 
Im engeren Sinne versteht man unter 
einem Binom ein ?TPolynom vom 
Grad 1. 


Binomialkoeffizient: Ist N eine Men- 
ge mit genau n Elementen, so bezeich- 


net man mit (') (gelesen „n über k“) 


die Anzahl der verschiedenen k-ele- 
mentigen Teilmengen von N. Die 


Zahlen (') für O<Sk<n heißen Bino- 


mialkoeffizienten, weil sie als Koeffi- 
zienten im tbinomischen Lehrsatz 
auftreten. 


Es ist [et für n=0,1,2,..., denn 


die Menge N besitzt genau eine 0- 
elementige Teilmenge (die leere Men- 


ge). Es ist auch ()=1 für n=0,1, 
n 


2,..., denn N besitzt genau eine n-ele- 
mentige Teilmenge (nämlich die Menge 
N selbst). 

Für Osk<sa gilt 


()-2(6-,) a) 
k/k\k-1/' 

Zum Beweis von (1) zählt man die 
Paare (a, A) mit aeA und A=N sowie 


|Al=k auf zwei Arten: 
1) Für festes A erhält man k Paare, 


insgesamt also k () Paare. 
—1 
2) Für festes a erhält man ( 


n—| 
k—1 
n 


Aus k (")=n (1) folgt (1). 


Paare, insgesamt also n( Paare. 





Binomialkoeffizient 


Formel (1) eignet sich zur rekursiven 





Berechnung der Binomialkoeffizien- 
ten: 
(=: n—1in-2 n—k+1 
Behr 1 


Erweitert man diesen Ausdruck mit 
(n—k)! (t Fakultät), so erhält man 


Mira ® 


Aus (2) erhält man 


()=( a für O<k<n @) 


k n—k 

und 
ae) 
k+1 k k+l 


für O<k<n. (4) 


Damit ergibt sich die Möglichkeit, die 
Binomialkoeffizienten im Pascalschen 
Dreieck (nach B. Pascal, 1623-1662) 
darzustellen und zu berechnen (Abb. 1). 


Pascalsches 
Dreieck 


Zeile — 


n+1 
k+1 


(n+ 1)-te 
Zeile — 


Abb. 1 
Anwendungen: 1) Im Zahlenlotto „6 
aus 49“ gibt es 
49\ 49.48.47-46-45-44 
(9 6.3.4.32-1 
=13983816 


verschiedene Tips. 





Binomialkoeffizient 


2) Die Wahrscheinlichkeit, bei Abga- 
be eines Tips im Zahlenlotte „k Rich- 
tige“ zu haben, ist 


B 


(thypergeometrische Verteilung). 

In der tKombinatorik benötigt man 
zahlreiche Identitäten für Binomialko- 
effizienten, beispielsweise die folgen- 
den: 


(*) -2?" für n20, (5) 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
t 
1 
1 


190 1140 


Tabelle 1 
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k 


% () (u)= ") (8) 


Identität (8) heißt Vandermondesche 
Konvolution (nach A.T. Vandermonde, 
1735-1796). Sie folgt durch Berech- 
nung der Koeffizienten in der Identi- 
tät 
(1+x)"(1+x)"=(1+x)"t" 

mit Hilfe des tbinomischen Lehrsat- 
zes. Im Sonderfall k=m kann man 
den Beweis mit Hilfe von Wegen in 
Gitternetzen führen: In Abb. 2 ist die 
Anzahl der Wege von A nach B (ohne 


„Umweg“) gleich eh Die Anzahl 


Binomialkoeffizienten (") mit 2k<n 


3432 
6435 
11440 
19448 


12870 

24310 

31824 43758 48620 

50388 75582 92378 
77520 125970 167960 184756 
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der Wege, die durch den Punkt A; 


führen, ist (")( " ) 
i/ \m-i 





Bemerkenswert ist noch der Sonderfall 
k=m=n von (B): 


" /n\2 [2n 
PInEIW! 
Wir haben (') bisher nur für ganze 


Zahlen n,k mit Osk<n definiert. Für 
nichtnegative ganze Zahlen k und be- 
liebige reelle Zahlen « definiert man 


(ee 
kl k! 


Dies sind die Koeffizienten in der 
tbinomischen Reihe. Insbesondere ist 





(„)=0 für ganze Zahlen n,k mit 


O<sn<k. 

Tabelle 1 enthält einige Binomialkoef- 
fizienten. 

Binomialverteilung (Bernoullivertei- 
lung; nach Jakob Bernoulli, 1654- 
1705). Zufallsversuche mit nur zwei 
Ausfällen (Treffer/Fehlschlag oder 1/0) 
heißen Bernoulli-Versuche. Die n-fache 
Wiederholung eines solchen Versuchs 
heißt eine Bernoulli-Kette der Länge n. 
Die Ausfälle einer Bernoulli-Kette 
sind n-Tupel, bei denen an jeder Stelle 
ein Treffer oder ein Fehlschlag aufge- 
führt ist. Ein bestimmter Ausfall mit 
genau k Treffern hat die Wahrschein- 


3 DRM 


Binomialverteilung 


lichkeit p*(1—p)""*, wobei p die Tref- 
ferwahrscheinlichkeit ist. Es gibt ge- 


nau (') Ausfälle mit genau k Treffern 


(t Binomialkoeffizient), also gilt für die 
Zufallsgröße 


X:=Anzahl der Treffer 
n ; 
PIX=h=(}) por M) 


Eine Zufallsgröße X mit den Werten 
0,1,2,...,n und dieser Wahrscheinlich- 
keitsverteilung heißt binomialverteilt; 
die Verteilung nennt man Binomialver- 
teilung mit den Parametern n und p. 
Zur Abkürzung schreibt man für die 
rechte Seite in (1) meistens B(n,p;k) 
und spricht kurz von der Bin, p)- 
Verteilung. 

Ist X eine B(n,3)-verteilte Zufallsgrö- 
Be, dann gilt P(X=k)=P(X=n-—k). 
Die B(n,3)-Verteilung ist symmetrisch. 
Abb. 1 zeigt ein Stabdiagramm für 
diesen Fall mit n=10. (Zehnmaliges 
Werfen einer Münze, X = Anzahl der 
gefallenen „Wappen“.) 


-oOS yo oo un ST oO 
oO tt —- oO -_ -_ 
oO — OO aA a a -9 09 3 
oO 00000 0° o . © 
P 
0,1 


012345678910 
Abb. 1 


Abb. 2 zeigt das Stabdiagramm einer 
B(10,$)-Verteilung; diese ist unsymme- 
trisch. 

Die symmetrische Binomialverteilung 
kann man mit dem Galtonschen Brett 
(nach F. Galton, 1822-1911) demon- 


Binomialverteilung 


strieren (Abb. 3): Die Wahrscheinlich- 
keit, daß eine Kugel im Fach k an- 
kommt, ist B(n,5; k). 


Ssazaı298383 
oO oO Oo ©0000 0° 0° © 0 
P 


0,1 


Abb. 2 


Fch0 1ı 2 3456738 
Abb. 3: Galtonsches Brett 


Ist X eine B(n, p)-verteilte und Y eine 
B(n, 1—p)-verteilte Zufallsgröße, dann 
gilt 

P(X=k)=P(Y=n-k). 


Die B(n, p)-Verteilung nimmt ihr Ma- 
ximum im Intervall [np—-(1—-p), np 
+p] an; es handelt sich dabei um ein- 
en oder um zwei Werte. 
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Der tErwartungswert der Bi{n,p)- 


Verteilung ist np, die tVarianz ist 
np(l—p). 








n k p=0,10 0,20 0,25 
0,5905 3277 2373 
9185 7373 6328 
9914 9421 8965 
9995 9933 9844 
9997 9990 
0 0,3487 1074 0563 
| 7361 3758 2440 
2 9298 6778 5256 
3 9872 8791 7759 
4 9984 9672 9219 
5 9999 9936 9803 
6 9991 9965 
7 9999 9996 
0 0,2059 0352 0134 
| 5490 1671 0802 
2 8159 3980 2361 
3 9444 6482 4613 
4 9873 8358 6865 
5 9978 9389 8516 
6 9997 9819 9434 
15 7 9958 9827 
8 9992 9958 
9 9999 9992 
10 9999 


Abb. 4: Werte der Wahrscheinlichkeits- 
funktion 


Bei Anwendungen spielt meistens die 
summierte Wahrscheinlichkeitsvertei- 
lung (Wahrscheinlichkeitsfunktion) 
k 
P(X <k)= ), B(n, p; i) 
i=0 


eine Rolle. Zum Arbeiten mit dieser 
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Funktion verwendet man Tafeln, wel- 
che in der Regel für die Parameter 


n=5, 10, 15, 20, 25, 50, 100 
und 
p=U1; 0,2: 0,25; 0,3; 0,4505 


vorliegen. Abb. 4 zeigt einen Aus- 
schnitt aus einer solchen Tafel. 

Wegen 

n—-k-1 


B(n, 1—p; i) 
=0 


k 

% Bin, p;)=1- 
i=0 i 
benötigt man keine Tafelwerte für 
0,5<p<1. In Abb. 5 ist ein Polygon- 
zugdiagramm für n=20 und p=0,4 
dargestellt. 





Abb. 5 


Abb. 6 


Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, bei 
15maligem Ziehen aus der Urne in 
Abb. 6 mindestens 3mal und höch- 
stens 6mal „weiß“ zu ziehen, ist 


6 2 
y, B(15,4;)— ), B(15,3; i) 
i=0 i=0 
= 0,9434 — 0,2361 = 0,7073. 
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binomische Formeln 


Die Zahlenwerte sind der Tafel in 
Abb. 4 entnommen. Die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit beträgt also etwa 
70,7%; 

Nach dem tGrenzwertsatz von de 
Moivre-Laplace läßt sich die Bino- 
mialverteilung durch die t Normalver- 
teilung approximieren: Gilt np(l1—p) 
>9, dann ist die Näherung 


k 
% Bin, p;i)x P(u) 
i=0 
mit 
k—np 
WS Zn 
Vnp(i—p) 
recht genau. Noch genauer wird die 
Näherung mit der Stetigkeitskorrektur, 
bei welcher man in dem Ausdruck für 
u die Zahl k durch k+$ ersetzt. Damit 
erhält man z.B. folgende Näherung für 
eine binomialverteilte Zufallsgröße mit 
den Parametern n und p: 


Pasxsns0(" =") 
np(1—p 


_® er), 
Vnpii —b) 
binomische Formeln: Formeln über 


die Multiplikation bzw. das Potenzie- 
ren von Binomen: 


(a+b)?=a?+2ab+b?, (1) 
(a-b)=a?-2ab+b?, (2) 
(a+b)(a-b)=a?—-b. (3) 


(1) und (2) sind Sonderfälle des ?bi- 
nomischen Lehrsatzes. Auch (3) läßt 
sich verallgemeinern. Es gilt 
n—1 
a" —b"=(a—b) 2 ae, 
i=0 
wie man durch Ausmultiplizieren auf 
der rechten Seite findet. Für a=1 er- 
hält man die Summenformel für die 
Tgeometrische Folge. 


binomische Reihe 


Die binomischen Formeln sind beim 
Berechnen von Produkten und speziell 
von Quadraten nützlich, wenn man 
hierfür nicht den tTaschenrechner 
verwenden möchte. 
Beispiele: 
1) 23?=(20+3)? 

=20?+2-20-.3+3? 

=400+120+9=529, 
2) 38?=(40 — 2)? 

=40?—2.40.2+2? 

= 1600 — 160 +4 = 1444. 
3) 17.23=(20-— 3)(20+ 3) 

=20?- 3?=400-9=391. 

binomische Reihe heißt die t Taylor- 
Reihe der Funktion x—(1+x)* für 
aeR. Mit der Abkürzung 


e\ _aa-1)(a-2)..(@—-k+1) 
( )‚= 





kl k! 
lautet sie 
(I+x)=) (x 


k=0 


Die Koeffizienten haben die Form 
von tBinomialkoeffizienten und wer- 
den auch so genannt. Ist « eine natür- 
liche Zahl n, so erhält man wegen () 
=0 für k>n die Entwicklung von 
(1+x)" nach dem tbinomischen 
Lehrsatz. 

Die binomische Reihe konvergiert für 
|x|<1. Ist «>0, so konvergiert die 
Reihe auch an der Stelle — 1, und es 
gilt 


gerg)- 


Ist «> —1, so konvergiert die Reihe 
auch an der Stelle +1, und es gilt 


ar 


In allen anderen Fällen ist die binomi- 
sche Reihe divergent. 
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binomischer Lehrsatz. Für alle natür- 
lichen Zahlen n und alle Zahlen a,b 
(oder Elemente eines kommutativen 
t Rings) gilt 


(a+bf= 5 ("ao 


k=0 


Dabei sind (") t Binomialkoeffizien- 


ten. Zum Beweis denke man sich das 
Produkt 


(a+b)-(a+b)....-(a+b) 


mit n Faktoren a+b ausmultipliziert. 
Das Potenzprodukt a”-*b* entsteht, 
wenn man aus k Klammern den Fak- 
tor b, aus den übrigen n—-k Klam- 
mern also den Faktor a wählt. Dies 


ist auf genau (') Arten möglich, denn 

die Menge der n Klammern besitzt 
) 

genau (') k-elementige Teilmengen. 


Der binomische Lehrsatz ist oft beim 
Berechnen von Produkten und speziell 
von Potenzen nützlich, wenn man 
hierzu nicht den t Taschenrechner ver- 
wenden will. 


Beispiele: 

1) 19°=(20- 1)? 
=20°?—3.20°.1+3-20-1?— 1? 
= 8000 — 1200 +60 — 1=6859 

2) 52°=(50+2)° 
= 50° +5.50*.2+10-50°-4 

+10.50?.2?+5.50.2*+2° 
= 312500000 + 62500000 
+ 5000000 + 200000 
+4000+32 
= 380204032. 
Zur Berechnung von Potenzen der 
Art 


(a +a2+...+ an)" 


dient der f Polynomialsatz. 
biquadratische Gleichung: Gleichung 
4. Grades, also eine talgebraische 
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Gleichung der Form 

ax? +a3X’+a2X +a1X+a0=0 
mit a4+0. Häufig nennt man auch 
nur eine Gleichung der Form 

44% +a,.% +0, =0 


biquadratisch; sie ist eine Tquadra- 
tische Gleichung in der Variablen x? 
und kann leicht gelöst werden. 
Aus der allgemeinen biquadratischen 
Gleichung in der Normalform 


xt +ax’+bx?+cx+d=0 
erhält man durch die Substitution 


a 
x=y-- die reduzierte Gleichung 
4 


4. Grades (ohne Glied 3. Ordnung) 
y*+py’+gy+r=0. (1) 


Nun löst man zunächst die tkubische 
Gleichung (kubische Resolvente) 


z’+2pz?+(p?-4r)z-g?=0. 
Sind zı, Z2, Z3 deren Lösungen, so 
erhält man die Lösungen der ur- 


sprünglichen Gleichungen in der 
Form 


xı=-4a+kyzı +Yz2 +Yz3), 
x= -4a+%(Vzı -Vz2-V23), 
x3=-4a+%(-Yzı +Y22 -V23), 
x,=-4a+3(-Vzı -Vz2+YV23), 


wobei den Wurzeln ein Vorzeichen so 
zu geben ist, daß Yzı -Yz2-Yz3=-q 
ist. 

In der Praxis löst man Gleichungen 
4. Grades häufig mit Hilfe von tNä- 
herungsverfahren. 

Bogenlänge: Länge eines Kurven- 
stücks (Bogen). Gegeben sei eine durch 
eine Funktion f über einem Intervall 
definierte Kurve 


Ce:=t{&, y)Iy= fi), xela,b]}. 














Bogenlänge 


Die Länge dieser Kurve bezeichnet 
man mit L(C,). Zur Berechnung von 
L(C,) nähert man C, durch einen 
Polygonzug an, d.h. man betrachtet 
eine Zerlegung Z={x,,X%1,%2 :..,X% 
von [a,b] und den durch die Punkte 


R= (Fr) 
erzeugten Polygonzug (Abb. 1). 





Xo Xı %2 


Abb. 1 


Xk—1 ek Xn 


Für die Länge L(R_,R) der Strecke 
R_,R erhält man 
VIu-%-1)? +) - Sr): 


Hieraus ergibt sich die Länge des 
Polygonzuges 





Lz(Cy)):= % L(R-ıR). 
k=1 
Ist Z’ eine Verfeinerung von Z, so gilt 
aufgrund der ? Dreiecksungleichung 
Lz(CJ)ZLz(C)). 


Existiert das 1Supremum der Zahlen 
L;(C,) über alle möglichen Zerlegun- 
gen Z, ist also 


supLz(C,)<@, 
zZ 
dann heißt C, rektifizierbar und man 
definiert die Bogenlänge von C, durch 
L(C,):=sup Lz(C,). 
zZ 


Ist f stetig differenzierbar auf [a,b], so 
ist C, rektifizierbar, und es gilt 


Bogenlänge 
L(C,)= VI+HLf X)? dx. 


Dies erhält man aus dem tMittel- 
wertsatz: Es gibt ein &,e]x,_ı,x,[ mit 


L(R-ı R) 


EV 


(= r- 2) 
—xXk-1 
(X—%-1) 


» y! HS (EI) (&R— Xk- 1) 
k=1 


und dies ist eine t Riemannsche Sum- 
me zu obigem Integral. 

Ist die Kurve in tParameterdar- 
stellung gegeben, also 


C=t{&, y))x= lt), y=Y(t), te[u,v]}, 
dann ist 


I=Iyi V(p())? +(P/())? dt. 
Ist die Kurve in tPolarkoordinaten 
gegeben, also r=r(p) mit pe[«, ß], so 
erhält man 


RB _ 
L(C)=[yr?+(r')? do. 





Abb. 2 


Beispiel 1: Das Kurvenstück 


(x, )Iy=xyx,0<x<1} 
(Abb. 2) hat die Länge 
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1 
L= [vı+@y%% +&y®)? dx 
0 


1 
= [$y4+9x dx 
0 


1 


=77(4+9x)? 
OE (0) 
13y13-8 
= — = 1,4397... 
27 


Beispiel 2: Die Kardioide (Herzkurve) 
mit der Gleichung 


=a(l—-cosp) 
(Abb. 3) hat die Länge 


2r 
L= [| Y(a(l -cosp))? +(asinp)” dp 
0 


2r 
= J V2a*(l -cosp) dp 


2 


= | j2asin, dp=8a. 


Abb. 3 


Beispiel 3: Für den Kreis mit der Para- 
meterdarstellung 
x=rcost, y=rsint 
(te[0,2n]) ergibt sich die Länge 
2r 


L= | rdt=2nr. 
0) 


Bei der analytischen (also „geometrie- 
freien“) Definition der trigonometri- 
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schen Funktionen definiert man zuerst 
die Kreiszahl n durch ein Integral und 
führt dann aufgrund dieser Definition 
die trigonometrischen Funktionen 
ein: Man betrachtet die Funktion 
f.x>y 1-x” in [0, 1] und definiert 


x 


Kx):=|VI+Hlf'M)) dt 


0 








(Abb. 4). Für x—>1 erhält man ein Tun- 
eigentliches Integral, welches konver- 
giert. Nun definiert man 


n:=2./(l), 


die Kreiszahl rn ist also durch ein un- 
eigentliches Integral definiert. Mit Hil- 
fe der Umkehrfunktion der Funktion |! 
kann man nun die Kosinusfunktion 
und damit alle trigonometrischen 
Funktionen definieren. 





.—| 


Abb. 4 


Auch für Kurven im Raum läßt sich 
die Bogenlänge definieren. Ist 


x= oft) 
y=Ylt)  (te[u,v]) 
z=y(t) 


die Parameterdarstellung einer Raum- 
kurve, so gilt für die Länge L dieser 
Kurve 





L=|YV (ep)? +y (1)? +X (0)? de. 


Bogenmaß 


Bogenmaß: Maß für die Größe eines 
t Winkels. Als Bogenmaß eines ebenen 
Winkels bezeichnet man die Länge 
des Kreisbogens (? Kreis), den das zu- 
gehörige Winkelfeld aus dem Einheits- 
kreis ausschneidet (Abb. I). Man be- 
zeichnet das Bogenmaß eines Winkels 
& mit arca („arcusa“). Dem Winkel 
360° entspricht das Bogenmaß 2n, für 
= .a° gilt also 


a 
= ——1(=0,0175-a). 
arca 180 n( a) 


&\ « 


Abb. I 


Um auch Drehwinkeln (Linksdrehun- 
gen, Rechtsdrehungen, Drehungen mit 
mehreren Umläufen) ein Bogenmaß 
zuordnen zu können, denke man sich 
den Einheitskreis auf der Zahlengera- 
den abgerollt (Abb. 2). 





Abb. 2 


Jetzt entspricht jeder Punkt der Zah- 
lengeraden einem Winkel. 

Einheit für die im Bogenmaß gemesse- 
ne Größe eines Winkels ist der Ra- 
diant (Einheitenzeichen rad), der Win- 
kel, für den die Bogenlänge des Ein- 
heitskreises den Wert 1 hat: 


lrad=57°17'44,8”. 


Bolzano-Weierstraß 


Auf dem tTaschenrechner kann man 
mit Winkeln in Gradmaß (Taste 
DEG) oder im Bogenmaß (Taste 
RAD) rechnen. Bei ttrigonometri- 
schen Funktionen werden die Winkel 
stets im Bogenmaß angegeben. 
Entsprechend dem Bogenmaß kann 
man dem Öffnungswinkel eines Kegels 
(gerader Kreiskegel) ein Flächenmaß 
zuordnen, indem man ein räumliches 
Winkelmaß (Raumwinkel) betrachtet: 
Um die Spitze des Kegels als Mittel- 
punkt sei eine Kugel vom Radius 1 
gegeben. Der Inhalt ® des vom Kegel 
ausgeschnittenen Flächenstücks der 
Kugel ist dann der Raumwinkel des 
Kegels (Abb. 3). Hat der Kegel den 
Öffnungswinkel «, dann ist 


u, 
®d=4nsin? -. 





Abb. 3 


Bolzano-Weierstraß, Satz von, nach 
B. Bolzano (1781-1848) und K.T. 
Weierstraß (1815-1897): Jede tbe- 
schränkte unendliche Teilmenge von R 
besitzt mindestens einen ?THäufungs- 
punkt. Diese Eigenschaft zeichnet die 
Menge R der reellen Zahlen gegen- 
über der Menge ® der rationalen 
Zahlen aus. Denn es gibt beschränkte 
unendliche Teilmengen von ®, welche 
keinen Häufungspunkt in ® besitzen: 
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Die Menge 


((1+Ien 


ist eine beschränkte unendliche Teil- 
menge von Q, welche in ® keinen 
Häufungspunkt besitzt; denn die ?Eu- 
lersche Zahl e, welche als Häufungs- 
punkt in Frage käme, ist nicht ratio- 
nal. Man kann den Satz von Bolzano- 
Weierstraß aus dem Intervallschachte- 
lungsaxiom _(?Intervallschachtelung) 
herleiten: 

Ist M eine beschränkte Teilmenge von 
R, so gibt es ein K>0 derart, daß 

M<e[-K,+K)]. 

Halbiert man das Intervall [-K, 
+K], so liegen in mindestens einem 
der beiden Teilintervalle unendlich 
viele Elemente von M, wenn M 
unendlich ist. Ein solches Intervall 
halbiert man wieder und wählt aus 
den entstehenden Teilintervallen eines 
aus, welches unendlich viele Elemente 
von M enthält. So fortfahrend erhält 
man eine Intervallschachtelung, deren 


Kern ein Häufungspunkt von M ist 
(Abb. 1). 





I, 
Er‘ 
a 
-K u un K 
u ed 


Abb. I 


Boolesche Algebra (Boolescher Ver- 

band; nach G. Boole, 1815-1864): Be- 

zeichnung für eine talgebraische 

Struktur (M,rM, 1) mit zwei Verknüp- 

fungen, wenn gilt: 

(1) (M,H) und (M,\ı) sind Tassozia- 
tiv; 

(2) (M,nı) und (M, .) sind Tkommu- 
tativ; 

(3) jede der beiden Verknüpfungen ist 
bezüglich der anderen ?tdistributiv; 
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(4) xn(xu1y)=x für alle x,yeM, 
xulxmy)=x für allex,yeM; 
diese Regeln heißen Verschmel- 
zungsgesetze oder Absorptionsge- 
setze; 


(5) es gibt ein Element DeM mit O0nx 
=0 und xLu10=x für alle xeM; 
man nennt O ein kleinstes Element 
von (M,Tı, u); 

(6) es gibt ein Element leM mit Irıx 
=x und luıx=1 für alle xeM; 
man nennt | ein größtes Element 
von (M,rı, 11); 

(7) für jedes xeM existiert ein yeM 
mit xmıy=0 und xuıy=1; man 
nennt y ein zu x komplementäres 
Element. 


Eine algebraische Struktur (M,T, LU), 
in der nur die Gültigkeit von (1), (2) 
und (4) gefordert wird, ist ein 1 Ver- 
band. Wird zusätzlich (3) gefordert, 
dann handelt es sich um einen distri- 
butiven Verband. Eine Boolesche Alge- 
bra wird wegen (7) auch manchmal als 
distributiver komplementärer Verband 
definiert. 

Eine Boolesche Algebra kann auch als 
tRing aufgefaßt werden, wobei jede 
der beiden Verknüpfungen I und ıı 
die Addition bzw. die Multiplikation 
des Ringes bedeuten kann. Dieser 
Ring hat die Besonderheit, daß seine 
Elemente idempotent sind, d.h. daß die 
Beziehungen 


xMmMx=x und xUux=x 


für alle xeM gelten. Allgemein heißt 
ein Ring mit Einselement ein Boole- 
scher Ring, wenn seine Elemente sämt- 
lich idempotent sind. 

In einer Booleschen Algebra wird 
durch 


xy exrniyex 


eine tOrdnungsrelation definiert. Da- 
her können endliche Boolesche Alge- 


Boolesche Algebra 


bren auch durch Ordnungsdiagramme 
dargestellt werden. 

Beispiele: 1) Ist M die ? Potenzmenge 
einer Menge A, dann ist (M,N, u) ei- 
ne Boolesche Algebra; das kleinste 
Element ist die leere Menge ß, das 
größte Element ist die Menge A. Das 
(einzige) zu XeM komplementäre Ele- 
ment ist die Ergänzungsmenge A\X. 
Abb. I zeigt ein Ordnungsdiagramm 
für den Fall A={1,2,3}. 


{1,2, 3} 





Abb. I: Boolesche Algebra der Teilmengen 
von {1,2,3} 


—7 

30 74) 0 105 
21 

10 15 1 35 


(T, 10» 88T, kgV) 
Abb. 2 


2) Ist N die Menge der ?natürlichen 
Zahlen, so erfüllt (N,ggT,kgV) die 
Regeln (1) bis (5) mit 1 als klein- 
stem Element (TTeilbarkeitslehre). Be- 
schränkt man sich auf die Menge T, 


Bourbaki 


der Teiler einer Zahl a, dann gilt auch 
(6), das größte Element ist a. Abb. 2 
zeigt das Ordnungsdiagramm für den 
Fall a=210. Enthält a keinen Primtei- 
ler mehrfach, dann ist auch (7) erfüllt, 
und es liegt eine Boolesche Algebra 
vor. Das komplementäre Element zu 
deT, ist dann der Komplementärteiler 


se da 
von a, nämlich Fr 


Bourbaki, Nicolas: Pseudonym für ei- 
ne Gruppe führender meist französi- 
scher Mathematiker, die seit 1938 dar- 
an arbeitet, die gesamte Mathematik 
einheitlich darzustellen. Die von die- 
sem Kreis verfaßte Buchserie „Ele- 
ments de Math&matique“ hat das Ziel, 
alle Teilgebiete der Mathematik von 
wenigen Grundstrukturen ausgehend 
streng axiomatisch (TAxiom) zu ent- 
wickeln. Diese Grundstrukturen sind 
eingeteilt in Talgebraische Strukturen, 
Ordnungsstrukturen (tTOrdnungsrela- 
tion) und topologische Strukturen (? To- 
pologie). 

Auf Bourbaki geht die Bezeichnung 
der Zahlenbereiche mit den Symbolen 


N, Zz,Q,R, € 


zurück. 

Brianchon, Satz von (nach Ch.J. Brian- 
chon, 1783-1864): Ein Sechseck ist ge- 
nau dann ein Tangentensechseck einer 





Abb. | 
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Kurve zweiter Ordnung (Kegel- 
schnitt), wenn sich die Verbindungsge- 
raden gegenüberliegender Ecken in ei- 
nem Punkt schneiden (Abb. 1). Dieser 
Punkt heißt dann Brianchonscher 
Punkt des Sechsecks. 

Dieser Satz ist dual (? Dualitätsprin- 
zip) zum Satz von ?t Pascal. 
Bruchrechnen. Man kann ?Bruch- 
zahlen addieren, subtrahieren, multi- 
plizieren, dividieren und der Größe 
nach vergleichen. 

Addition und Subtraktion 

Die Addition und Subtraktion gleich- 
namiger Brüche (also von Brüchen mit 
gleichem Nenner) erfolgt durch Addi- 
tion bzw. Subtraktion der Zähler: 


a b atb 

nn nn 

Um je zwei Bruchzahlen subtrahieren 
zu können, betrachtet man auch nega- 
tive Bruchzahlen (—$, —Z usw.). Die 
positiven und die negativen Bruchzah- 
len zusammen mit der Null bilden die 
Menge der trationalen Zahlen. Sind 
die Brüche nicht gleichnamig, dann 
muß man sie durch Erweitern erst 
gleichnamig machen: 


ab 


an „dm a-n+tb-m 
mn m-n n-m j 





m+n 


Multiplikation und Division 

Das 3-fache des 3-fachen einer Länge 
ist das $-3-fache dieser Länge. Dies 
legt die folgende Definition der Multi- 
plikation und der Division von Bruch- 


zahlen nahe: 





ac ac 
ae 

ac ad a-d 
bd bc be 


Man dividiert also durch eine von 0 


. C., 
verschiedene Bruchzahl rn indem man 
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5% d a 
mit ihrem Kehrwert — multipliziert. 
c 


Beim Multiplizieren und Dividieren 
vereinfacht sich die Arbeit, wenn man 
rechtzeitig kürzt. 

Den Quotient zweier Brüche schreibt 
man manchmal auch als Doppelbruch: 


5 
7_5.2_5,9_45 
Ya 1 ae A Aa © 
5 

Bei beliebigen Zahlen oder ?Termen 


benutzt man den Bruchstrich auch als 
Divisionszeichen. 


Größenvergleich 
Bei gleichnamigen positiven Brüchen 
ist der Größenvergleich besonders ein- 
fach: 

> > .a<b. 

nn 
Andere Brüche macht man erst gleich- 
namig, um sie miteinander vergleichen 
zu können. Man kann aber auch von 
folgender Regel für positive Bruchzah- 
len Gebrauch machen: 


u d<b 
—- <— <> (I: Cl, 
ng a c 


Für die tägliche Praxis hat die Bruch- 
rechnung keine große Bedeutung, da 
man meistens mit ?Dezimalzahlen 
rechnet (vgl. auch tDezimalbruch- 
entwicklung). Die Regeln der Bruch- 
rechnung sind aber für f Termumfor- 
mungen von Bedeutung. 

Bruchzahl. Teilt man eine tGröße 
durch 2,3,4,5,..., dann erhält man ein 
Halb, ein Drittel, ein Viertel, ein Fünf- 
tel, ... dieser Größe. Ist G die zu tei- 
lende Größe, so schreibt man 


1 1 

— von G oder kurz --G. 

n n 
In Abb. 1 ist dargestellt, wie man # 
einer Länge L konstruieren kann (1 Tei- 
lung einer Strecke). Man kann an 


Bruchzahl 


Abb. 1 auch zwei Siebtel, drei Siebtel, 
. von L ablesen. Dafür schreibt man 
% von Looder %-L usw. 





Abb. I 


Die Zahlen en wobei m und n natürli- 
n 
che Zahlen sind, heißen Bruchzahlen. 
Man liest die Bruchzahl ie als „m 
n 


n-tel“ und nennt m den Zähler und n 
den Nenner dieser Bruchzahl. Die 
Menge aller Bruchzahlen bezeichnet 
man mit BB. Die tnatürlichen Zahlen 
können als spezielle Bruchzahlen auf- 


gefaßt werden (n=2). Die Menge der 


trationalen Zahlen besteht aus den 
Bruchzahlen, den negativen Bruchzah- 
len und der 0. 

Die Bruchzahlen mit dem Zähler 1, 
also 


111 
» 3y 43 53 +5 


Die 


heißen Stammbrüche. Bruchzahlen ii 
n 


mit m<n heißen echte Brüche. Ist 
m>n, dann kann man die Bruchzahl 
als Summe einer natürlichen Zahl und 
einer Bruchzahl schreiben: 


Ye=6+2. 


Buffonsches Nadelproblem 


Man findet diese Darstellung durch 
tDivision mit Rest. Für solche Sum- 
men gibt es die Darstellung als ge- 
mischte Zahl: 


6+45=613. 


Zwei Bruchzahlen sind gleich, wenn 
sie den gleichen Bruchteil einer Größe 
angeben. Es ist z.B. 3=$ (Abb. 2). 





Genau dann gilt für zwei Bruchzahlen 


=, wenn a-d=b«c ist. Also gilt 


m m- 
n 


Q 


n-a 
2. m m-a 

Den Übergang von — zu —— nennt 
n n-a 

man Erweitern (mit a), den Übergang 


m-a m ,. . 
von —— zu — Kürzen (mit a oder 
n-a n 


durch a). Läßt sich ein Bruch nicht 
mehr kürzen, weil Zähler und Nenner 
teilerfremd sind (tTeilbarkeitslehre), 
dann heißt der Bruch voll gekürzt 
oder reduziert (Abb. 3). 


ERWEITERN 


en > 


Abb. 3 


Brüche mit den Nennern 10, 100, 
1000, ... heißen Zehnerbrüche; diese 
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schreibt man meist als Komma- 
zahl (1 Dezimalzahl, t Dezimalbruch- 
entwicklung): 


170=0,3; 1000=0,753; 
10000= 0,0013; 00 =52,14. 


Zwei Brüche heißen gleichnamig, wenn 
sie den gleichen Nenner haben. Durch 
geeignetes Erweitern kann man zwei 
Brüche gleichnamig machen: 


a ad c_ be 

b bd d bd 
Möchte man dabei einen möglichst 
kleinen gemeinsamen Nenner haben, 


so wählt man als Hauptnenner die 
Zahl kgV(b, d) (t Teilbarkeitslehre) und 


kgV(b,d . 
erweitert u mit an und ; mit 
kgV(b,d) 

r i 


Ein voll gekürzter Bruch kann durch 
Erweitern in einen Zehnerbruch ver- 
wandelt werden, wenn sein Nenner 
nur aus den Primfaktoren 2 und 5 
besteht. Beispielsweise ist 


4-52 — -425 =0,425. 


Buffonsches Nadelproblem (nach 
G.L. Leclerc, Graf von Buffon, 1707 bis 
1788): Man werfe eine Nadel der Län- 
ge I „zufällig“ auf die mit Parallelen 
im Abstand a (a2!) versehene Ebene 
(Abb. 1) und berechne die Wahr- 
scheinlichkeit P dafür, daß die Nadel 
eine der Geraden schneidet. 


1/2 


1/2 7 


Abb. 1 
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Die Nadel „zufällig werfen“ soll dabei 
bedeuten, daß die Länge x im Inter- 


vall [0 A und der Winkel p im Inter- 


vall [O,r) tgleichverteilt sind, und daß 
diese beiden Größen Tunabhängige 
Zufallsgrößen sind. Die Nadel schnei- 
det eine Parallele genau dann, wenn 


*SJ8n9, wenn also der Ausfall (x, ) 


in dem schraffierten Teil des Recht- 
ecks in Abb. 2 liegt. 


ua 


Abb. 2 


Also ist 
ie 4 
— | sin 
2 


P= ; 
na 





Te 


DIS 


Ermittelt man einen Näherungswert 
für P (etwa mit Hilfe der 1Monte- 
Carlo-Methode), so ergibt sich daraus 


21 
gemäß = ein Näherungswert für rt. 
a 


Das Buffonsche Nadelproblem zeigt, 
daß man einen allgemeinen Wahr- 
scheinlichkeitsbegriff nicht durch das 
Verhältnis der Anzahl der günstigen 
Fälle zur Anzahl der möglichen Fälle 
definieren kann, denn im vorliegenden 
Beispiel gibt es jeweils unendlich viele 
Fälle (tgeometrische Wahrscheinlich- 
keit). 


Catalan-Zahlen 


C 


Catalan-Zahlen (nach E.-Ch. Catalan, 
1814-1894): Zahlen C(n), die der An- 
zahl der Triangulationen eines tkon- 
vexen (n+1)-Ecks (Abb. I) entspre- 
chen. 


SW 


a/2 
1/2 
p 


Abb. 1: Triangulationen eines Fünfecks 


Tabelle 1 enthält die ersten 11 Cata- 
lan-Zahlen (vereinbarungsgemäß ist 


c(0)=0, Cl)=CQ)=]): 


» ohlablals[ela[s To 1 | 





ealehılaatetofe hen: 


Tabelle 1 


Es gibt weitere Interpretationen für 
die Catalan-Zahlen: 

a) C(n) ist die Anzahl der möglichen 
Beklammerungen eines Produktes aus 
n Faktoren, so daß immer nur die 
Multiplikation von zwei Faktoren 
durchzuführen ist. Es ist C(4)=5, 


Cauchy-Folge 


denn alle möglichen Beklammerungen 
von X;X3X3X4 Sind die folgenden: 


(X1X2)(X3X4), (X1(X2X3))X4; 
Xı((X2X3)X4)  ((XıX2)X3)X4, 
X1(lX2(X3X4)). 


b) C(n) ist die Anzahl der Bäume mit 
n Endecken, an deren Verzweigungen 
stets genau zwei Äste abzweigen. In 
Abb. 2 ist ein solcher Baum mit 9 End- 
ecken dargestellt. 


Endecken 


\ 


Verzweigungen 
Baum 


— Wurzel 
Abb. 2 


Für die Catalan-Zahlen gilt (n2 1): 
1 (") 
2(2n—-1)\n 


2 
EEE: (1) 
n 


C(n)= 


n 


2 C(k) Cin—k), (2) 
VIELE ee 
n=0 
(terzeugende Funktion). (3) 


Cauchy-Folge (nach A.L. Cauchy, 
1789-1857): Eine Folge <a,> wird 
als Cauchy-Folge (Fundamentalfolge) 
bezeichnet, wenn . für hinreichend 
große Indizes k,! der Abstand der 
Folgenglieder a,, a, beliebig klein 
wird. Die Folge <a,> ist also genau 
dann eine Cauchy-Folge, wenn für je- 
des e>0 ein N,eN derart existiert, 
daß 


la.-al<e füralle n>N,. 
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Jede konvergente Folge ist eine Cau- 
chy-Folge. Ist nämlich lim a„=a, so 
gibt es ein N,eN mit a 
Ia-al<z für n>N,, 
woraus mit Hilfe der 1Dreiecks- 
ungleichung Jja,-a|<e für alle 
k,I>N, folgt. Jede Cauchy-Folge tre- 
eller Zahlen ist auch konvergent in 
R, es gilt das Cauchysche Konvergenz- 
kriterium: Eine Folge reeller Zahlen 
ist genau dann konvergent in R, wenn 
sie eine Cauchy-Folge ist. Dadurch 
sind die reellen Zahlen gegenüber den 
trationalen Zahlen ausgezeichnet, 
denn es gibt Cauchy-Folgen rationaler 
Zahlen, welche keinen rationalen 
Grenzwert haben (1 Vollständigkeit 
der reellen Zahlen). 
Beispiele: 1) Die Folge (a,> mit 


1 
i! 


I 
n 
u ne 


(t Fakultät) ist eine Cauchy-Folge ra- 
tionaler Zahlen, denn für m>n gilt 


0<an an <— 
n! 


Der Grenzwert e= lim a, ist aber kei- 
n 00 


ne rationale Zahl (? Eulersche Zahl). 
2) Die Folge <a,» mit 


a,:=1 


und 
' l 
An+i :=74,+— 
Ay 


(n21) 


ist eine Cauchy-Folge rationaler Zah- 
len. Sie besitzt in IR einen Grenzwert 
(V2), dieser ist aber keine rationale 
Zahl. 

Der Begriff der Cauchy-Folge läßt 
sich in jedem normierten ?tVektor- 
raum definieren, wobei anstelle des 
Betrages von reellen Zahlen die t Norm 
von Vektoren steht. 
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Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 
(nach A.L. Cauchy, 1789-1857, H.A. 
Schwarz, 1843-1921): In einem tVek- 
torraum, in dem ein tSkalarprodukt (|) 
definiert ist, gilt 

Kalb <lall-Ildll, 


wobei die Norm || || durch |ja||:= 
y(@la) definiert wird. Diese auch als 
Schwarzsche Ungleichung bezeichnete 
Ungleichung, ist für b=0 trivialerweise 
erfüllt. Für b+0 folgt sie aus 
0<((@-Ab)|(d- Ab) 
=(al@)—22(@|b)+4*(blb) 
= [a]? 22(@1b) +2? 1b], 
ab) 

(a1b) setzt. 





wenn man /= 


IB? 
Cauchy-Verteilung (nach A.L. Cau- 
chy, 1789-1857): Wahrscheinlichkeits- 
verteilung mit der Dichtefunktion 

I 1 


a 
en 1+x2 


Für Punkte (u,v) im roten und rotschraffier- 





ag 
ten Gebiet gilt -<z. 
u 


Abb. 1 


Beispiel: Der zufällige Punkt (X,Y) 
(Paar von tZufallsgrößen) sei im Ein- 


Cavalierisches Prinzip 
heitskreis gleichverteilt. Für die Zu- 


Y 
fallsgröße M=T gilt dann 


Abb. 1) 


(vgl. 


1 T 
P(Z<sz)=-- (aretan zZ +2) : 
T 


ihre Dichtefunktion ist also 


1 1 
n 1+z2 





(P(Z<2)) = 


Cavalierisches Prinzip (nach B. Ca- 
valieri, 1598-1647): Methode zum 
Vergleich bzw. zur Berechnung von 
Flächen- und Rauminhalten. 

Besitzen zwei ebene Figuren gleich lan- 
ge Grundseiten und werden sie von 
jeder Parallelen zur Grundseite im 
gleichen Abstand zur Grundseite in 
gleich langen Strecken geschnitten, 
dann haben sie gleichen Flächeninhalt 
(Cavalierisches Prinzip für ebene Fi- 
guren). 

Besitzen zwei Körper gleiche Grund- 
flächen und sind alle zur Grundfläche 
parallelen Schnittflächen in gleicher 
Höhe inhaltsgleich, dann sind die 
Körper rauminhaltsgleich (Cavalieri- 
sches Prinzip für Körper; Abb. 1). 











Abb. I 


Aufgrund dieser Methode kann man 
den Rauminhalt von schiefen Pyrami- 
den und Kegeln auf die gleiche Art 
berechnen wie bei geraden Pyramiden 
und Kegeln, nämlich nach der Formel 
V=4#-G-h, wobei G der Inhalt der 
Grundfläche und h die Höhe ist 
(Abb. 2, folgende Seite). 


Cavalierisches Prinzip 


————_—— 
— 


F--- 


Abb. 2 


Das Cavalierische Prinzip kann mit 
den Mitteln der elementaren Geome- 
trie nicht bewiesen werden, vielmehr 
benötigt man dazu die tIntegral- 
rechnung. Für den Fall der Flächen- 
berechnung ergibt es sich aus der 
Tatsache, daß das Integral über die 
Differenz zweier Funktionen gleich 
der Differenz der Integrale ist. Der In- 
halt der schraffierten Fläche in Abb. 3 
ıst 


b b 
(fx )dx-[g(x)dx 


b 


b 
=) -g))dx=|Ux)dx. 





Abb. 3 


Für den Fall der Körperberechnung 
läßt sich das Prinzip von Cavalieri 
mit Hilfe von Bereichsintegralen (tIn- 
tegralrechnung) beweisen. Man kann 
es aber auch anhand von Abb. 4 ein- 
sehen: Aus AV +#F(x)Ax, also 


F(x)= li 4 
x)= ım ——, 
Ax>0 Ax 
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folgt 


b 
V=[Fix)dx. 





Abb. 4 


Beispiele: 1) Berechnung des Volumens 
von tRotationskörpern (Abb. 5): 


b 
V=n|(f(x))’dx 





Abb. 5 


2) Berechnung des Volumens von all- 
gemeinen 1 Kegeln (Abb. 6): 


h —=h 2 
v-6(* )ax 
0 h 





G h 
= 7 |a<h)’dx=3-G-h. 
0 
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Abb. 6 


Chaos: In der Umgangssprache ver- 
wendet man die Bezeichnung Chaos für 
„völliges Durcheinander“. Die Be- 
schreibung von chaotischen Systemen 
bei physikalischen, technischen, wirt- 
schaftlichen, gesellschaftlichen oder 
ökologischen Prozessen ist Gegenstand 
der Chaostheorie. Sie sucht Vorgänge in 
solchen meist durch Bewegungsglei- 
chungen determinierten Systemen rech- 
nerisch zu beherrschen, in denen kleine 
Einwirkungen große Auswirkungen 
hervorrufen (z.B. bei der Entwicklung 
des Wetters). Das Verhalten derartiger 
Systeme ist zwar kurzfristig vorhersag- 
bar, langfristig aber unvorhersagbar, 
weil das Netz der kausalen Beziehungen 
zwischen ihren Teilsystemen so kompli- 
ziert ist, daß das resultierende Bewe- 
gungsmuster zufällig wird und sich 
chaotische Strukturen einstellen. Die 
Chaostheorie zeigt, daß das sich nach 
festen Regeln und teilweise ohne zufäl- 
lige Elemente einstellende deterministi- 
sche Chaos des jeweiligen Systems 
durch ? Attraktoren bestimmt ist, die 
bewirken, daß kleinste Störungen sich 
verstärken, so daß benachbarte Zu- 
standsverläufe nicht mehr nahe bei- 
einander bleiben, sondern auseinander 
laufen und dadurch das Verhalten im 
großen des betrachteten Systems stark 
beeinflußt wird. Kennt man durch eine 
Messung den Zustand des Systems, so 
verändern die Folgen der Ungenauig- 


charakteristisches Polynom 


keit der Messung das System derart, 
daß jede Vorhersagbarkeit über einen 
längeren Zeitraum verlorengeht. Es 
zeigt sich jedoch, daß Attraktoren zwar 
das Zufallsverhalten zahlreicher Syste- 
me hervorrufen, dennoch aber kausale 
Zusammenhänge bestehen bleiben und 
Ordnungen oder fraktale Strukturie- 
rungen (1 fraktale Geometrie) im Chaos 
vorhanden sind. 

charakteristisches Polynom: |) Es sei 


A =(a;,)E R,, n> 


A sei also eine (n, n)-Matrix mit reel- 
len Koeffizienten. Ferner sei E die 
Einheitsmatrix aus R,„ und x eine 
Variable. Die t Determinante der !Ma- 
trix 


A-XE 
Kıı X dı2 Kın 
21 22 7%X ...K2n 
Knı An2 un X 


ist ein 1 Polynom über R vom Grad n, 
welches man das charakteristische 
Polynom der Matrix A nennt. Die 
tEigenwerte von A sind genau die 
Nullstellen dieses Polynoms. Die Glei- 
chung det(4—-xE)=0 heißt charakte- 
ristische Gleichung von A. Ist A ein 
Endomorphismus (Tlineare Abbil- 
dung) eines Vektorraums V (also 
AeHom(V, V)), dann haben alle Dar- 
stellungsmatrizen von A dasselbe cha- 
rakteristische Polynom. 
2) Um eine Lösung der homogenen 
linearen 1 Differentialgleichung 
y9+a,_ıy"’+.. 
+4,y'"+a,y+taoy=0 
mit konstanten Koeffizienten ao, 
As ...,Gdyn_ı Zu bestimmen, macht man 
den Ansatz y=e?*. Dann muß A der 
Gleichung 


Ara Air 
+4,41? +a1A+a,=0 


Chi-Quadrat-Test 


genügen. Das hier auftretende Poly- 
nom in der Variablen A heißt das cha- 
rakteristische Polynom der Differential- 
gleichung. 

Chi-Quadrat-Test (y?-Test): Statisti- 
scher Test mit einer Testgröße, welche 
eine x?-Verteilung (tChi-Quadrat-Ver- 
teilung) besitzt. Man unterscheidet 
verschiedene Arten von y?-Tests. 
x”-Streuungstest: Es sei X eine N (u, o)- 
verteilte Zufallsgröße (f Normalvertei- 
lung). Es soll die f Hypothese H: o=o, 
getestet werden. Dazu betrachtet man 
die Testgröße 


ln) 


mit 





wobei die Zufallsgrößen X,,X,,..., X, 
den Wert von X bei einem 1.,2., ..., n- 
ten Versuch angeben. Die Zufallsgröße 
T ist x?-verteilt mit f =n Freiheitsgra- 
den. Man kann nun die Hypothese H 
im Rahmen eines beidseitigen Tests auf 
dem Signifikanzniveau «& ablehnen, 
wenn sich für Tein Wert mit 


ir 


T< x. 1 -5 
oder 


T>y,s 


ergibt, da die Wahrscheinlichkeit da- 
für höchstens « beträgt. 
Beispiel: Aus einer Stichprobe vom 
Umfang 10 für T ist der Wert 7,24 
ermittelt worden. Aus der Tafel auf 
Seite 84 entnimmt man die Werte 

Xıo: 0,025 = 20,4831; 

X10; 0,975 = 324697. 


Nun ist 


X10; 0,975 < 7,24 < X10; 0,025» 
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so daß die zugrundeliegende Hypothese 
über o (welche in die Berechnung der 
Zahl 7,24 eingegangen ist), nicht auf 
dem Signifikanzniveau &«=5% abge- 
lehnt werden kann. 

X--Anpassungstest: Es sei X eine Zu- 
fallsgröße mit den Werten a,, 

.„4,. Es soll die Hypothese 


H:P(X=a)=p; (j=1,2,...,k) 


getestet werden (also eine Hypothese 
über die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
von X). In einer Stichprobe vom Um- 
fang n gebe die Zufallsgröße H, die 
absolute Häufigkeit von a, an (j=1, 
.,k). Die Zufallsgröße 
. (H,;—np,)? 
je1 np; 
ist für hinreichend große n näherungs- 
weise y?-verteilt mit f=k-1 Frei- 
heitsgraden. Die Hypothese H wird 
abgelehnt, wenn T einen zu großen 
Wert annimmt, und zwar wird bei ei- 
nem Test zum Signifikanzniveau «& die 
Hypothese H abgelehnt, wenn der 
Wert von T größer als x7,. ist 
X”-Unabhängigkeitstest: Es seien zwei 
Zufallsgrößen X und Y mit den Wer- 
ten a,,Q,,...,a4, bzw. b,,b,,...,b, ge- 
geben. Es soll die Hypothese der Un- 
abhängigkeit von X, Y getestet wer- 
den, also die Hypothese 


T:= 


H:r,=piq; 
=12. ke 
wobei p:=P(X =a,), gq;:=P(Y=b,) 


und r;;:=P(X=a; und Y=b,). In einer 
Stichprobe vom Umfang n sollen die 
Zufallsgrößen P, Q,, R;, die relativen 
Häufigkeiten der Ereignisse X=a,, 
Y=b;, bzw. X=a; und Y=b, angeben. 
Ist n hinreichend groß, dann ist die 
mn 


Han ya 


i=1 j=1 


(Rj;-RQ,)° 
7 9; 
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näherungsweise y?-verteilt mit f= 
(k-1)(I-1) Freiheitsgraden. Nimmt 
diese einen Wert an, der größer als 
X7.. Ist, dann kann H auf dem Signifi- 
kanzniveau & abgelehnt werden. Im 
Fall k=!=2 (Vierfeldertafel, ? Vierfel- 
dertest) kann T umgeformt werden zu 


(Rıı R22—Rı2R;ı)” 
PL BO10: 


Diese Testgröße ist näherungsweise 
X--verteilt mit einem Freiheitsgrad. 
X--Homogenitätstest: Es seien r unab- 
hängige Zufallsgrößen X,,X,,...,X, 
vorgelegt, von denen jede die Werte 
A,),d,,...,a, annehmen kann. Es soll 
die Hypothese getestet werden, daß 
die r Zufallsgrößen alle die gleiche 
Verteilung besitzen, also die Hypothe- 
se 


H: P(X,=a,)=p; für alle i 
(i=1,2,..r1;j=12 ...,S). 


T=n:- 


In einer Stichprobe vom Umfang n; 
sei H;; die absolute Häufigkeit des Er- 
eignisses X;=a;, ferner sei 


H;:=)yH,;; und n:=yn.. 
i=1 i=1 


Dann ist die Testgröße 


N; 2 
s r (n,-"H,) 


T=% y 


Jj=eli=1 





bei genügend großen Stichprobenum- 
fängen näherungsweise y”-verteilt mit 
f=(r-1)(s-1) Freiheitsgraden. Die 
Hypothese H wird auf dem Signifi- 
kanzniveau & abgelehnt, wenn der 
Wert von T größer als x7,. ist. 

Chi-Quadrat-Verteilung (x?-Vertei- 
lung). Es seien U,, Ur, ..., U, unab- 
hängige normalverteilte Zufallsgrößen 
mit dem Erwartungswert 0 und der 


Chi-Quadrat-Verteilung 


Standardabweichungl, also unabhängi- 
ge standardnormalverteilte Zufallsgrö- 
ßen (? Normalverteilung). Dann ist die 
Zufallsgröße 


g:=U?+U2+..+U? 


stetig verteilt. Ihre Verteilung heißt 
X--Verteilung mit f Freiheitsgraden. In 
Abb. I sind für f=1,2, 3,4 die Dich- 
tefunktionen der x?-Verteilung darge- 
stellt. 


d(t) 





Abb. I 


Für x>0 ist damit 
= 


P(y?2x)= | d(t) dt. 


x 


Beim tChi-Quadrat-Test benötigt man 
für verschiedene Freiheitsgrade f und 
verschiedene Wahrscheinlichkeiten « 
die Werte y? mit P(y?>x2)=«. In der 
Tafel auf Seite 84 sind einige solche 
Werte angegeben. 

Für die Dichte d der y?-Verteilung 
mit f Freiheitsgraden gilt d(t)=0 für 
t<O und 


gk-1. 


u ce BE 


für t>0. Dabei ist 7’ die tGamma- 
funktion. Man erhält also für t>0 und 


Chi-Quadrat-Verteilung 


t 


I ES 
t ?2.e 2 


fel: d)- ——; 





usw. Der tErwartungswert der x?- 
Verteilung mit f Freiheitsgraden ist /f, 
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die tVarianz ist 2f. Für großes f 
stimmt die x?-Verteilung näherungs- 
weise mit der N(f,2f)-Verteilung 
(t Normalverteilung) überein, d.h. es 
gilt 
Pirsyz0(), 
V2f 

Etwas besser ist die Näherungsformel 


PP <x)zöly2x-V2f-1) 
für große Werte von f, welche daraus 
folgt, daß die Zufallsgröße Y2y? für 
großes f näherungsweise NV 2f-1,1)- 
verteilt ist. 





f 0,99 
1 0,00016 
2 0,00201 
3 0,11483 
4 0,29711 
5 0,55430 
6 0,87209 
7 1,23904 
8 1,64648 
9 2,08781 

10 2,55821 

11 3,0535 

12 3,5706 

13 4,1069 

14 4,6604 

15 5,2294 

16 5,812 

17 6,408 

18 7,015 

19 7,633 

20 8,260 

21 8,897 

22 9,542 

23 10,20 

24 10,86 

25 11,52 

26 12,20 

27 12,88 

28 13,56 

29 14,26 

30 14,95 


Erläuterung der Tafel. Z.B. die 5. Zeile der Tafel bedeutet: Bei 5 Freiheitsgraden ist 
P(x?20,5543)=0,99, P(x?20,83121)=0,975, ..., 


Schranken für x? bei f Freiheitsgraden 


0,975 


0,00098 
0,00506 
0,21580 
0,48442 
0,83121 


1,23735 
1,68987 
2,17973 
2,70039 
3,24697 


3,8158 
4,4038 
5,0087 
5,6287 
6,2621 


6,908 
7,564 
8,231 
8,907 
9,591 


10,28 
10,98 
11,69 
12,40 
13,12 


13,84 
14,57 
15,31 
16,05 
16,79 


0,95 


0,00393 
0,10259 
0,35185 
0,71072 
1,14548 


1,63539 
2,16735 
2,73264 
3,32511 
3,94030 


4,5748 
5,2260 
5,8919 
6,5706 
7,2604 


7,962 

8,672 

9,390 
10,12 
10,85 


11,59 
12,34 
13,09 
13,85 
14,61 


15,38 
16,15 
16,93 
17,71 
18,49 


0,90 


0,0157 
0,2107 
0,5843 
1,0636 
1,6103 


2,2041 
2,8331 
3,4895 
4,1681 
4,8651 


5,5778 
6,3038 
7,0415 
7,1895 
8,5468 


9,312 
10,09 
10,86 
11,65 
12,44 


13,24 
14,04 
14,85 
15,66 
16,47 


17,29 
18,11 
18,94 
19,77 
20,60 


P(x? 2 15,0863) = 0,01. 


0,10 0,05 0,025 0,01 
9 2,70554 3,84146 5,02389 6,63490 
2 4,60517 5,99147 7,37776 9,21034 
8 6,25139 7,81473 9,34840 11,3449 
2 7,77944 9,48773  11,1433 13,2767 
l 9,23635 11,0705 12,8325 15,0863 
3 10,6446 12,5916 14,4494 16,8119 
1 12,0170 14,0671 16,0128 18,4753 
4  13,3616 15,5073 17,5346 20,0902 
6 14,6837 16,9190 19,0228 21,6660 
8  15,9871 18,3070 20,4831 23,2093 
17,275 19,675 21,920 24,725 
18,549 21,026 23,337 26,217 
19,812 22,362 24,736 27,688 
21,064 23,685 26,119 29,143 
22,307 24,996 27,488 30,578 
23,54 26,30 28,85 32,00 
24,77 27,59 30,19 33,41 
25,99 28,87 31,53 34,81 
27,20 30,14 32,85 36,19 
28,41 31,41 34,17 37,57 
29,62 32,67 35,48 38,93 
30,81 33,92 36,78 40,29 
32,00 35,17 38,08 41,64 
33,20 36,42 39,36 42,98 
34,38 37,65 40,65 44,31 
35,56 38,89 41,92 45,64 
36,74 40,11 43,19 46,96 
37,92 41,34 44,46 48,28 
39,09 42,56 45,72 49,59 
40,26 43,77 46,98 50,89 
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Beispiel: Für f=30 ist aus der Tafel 
auf Seite 84 


Pi? <20,6)=0,1 


abzulesen. Als Näherungen erhält 
man 
20,6 — 30 
® (=) =d(-1,21)=0,113 
y 60 
und 


&(y41,2-y 59)=&(- 1,26) =0,104. 


Cramersche Regel (nach G. Cramer, 
1704-1752): Regel zum Auflösen 
tlinearer Gleichungssysteme mit Hilfe 
von ?!Determinaten im Falle eindeuti- 
ger Lösbarkeit. 

Zwei Gleichungen mit zwei Variablen: 
Das lineare Gleichungssystem 


a1ıXı td12X2 =4ı 

431Xı +422X2=42 
ist genau dann eindeutig lösbar, wenn 
die Determinante 


dıı dıa 
D= =dııd22 = dı2dzı 


dz3ı A22 








von Null verschieden ist. Für die Lö- 
sung (X1,X>) gilt dann 




















a, dı2 
Zn ad, d32 = a, d2a2 —dı2d2 
D dıı d22 = dı2dzı 
dıı dı 
On a1 A|  Aııd2 =Aıdzı 
? D A122 Arad 


Drei Gleichungen mit drei Variablen: 
Das lineare Gleichungssystem 
a,X+4,J+q432=4g 
b, x+b;, y+b3 z=bo, 
Ci X+C3ytC3Z2=Co 


ist genau dann eindeutig lösbar, wenn 
die Determinante 


Cramersche Regel 


a, d, dz 

D=|b, b, b; 

Cı €2 €3 
a,b3C3+a3b3C, +a3bıcC; 


—Azb;cC, —ApbıC3 —a,b3cC; 


von Null verschieden ist. Für das Lö- 
sungstripel gilt in diesem Fall 


do Az A; dı Go Az 
bo b2 b; bi bo b3 
Co €2 €z Cı Co €z3 
aa TEE JA 
di 42 Ag 
b, b, bo 
Cı Ca Co 
u en 
D 


n Gleichungen mit n Variablen: Das li- 
neare Gleichungssystem 
KııXıtqaı2aX2at... Ann >=Aı 
Azı Xıt422X2+...+421Xn>=4A2 


Ani Xıt@n2 x%2 +... + 4nn Andy 


ist genau dann eindeutig lösbar, wenn 
die Determinante der Koeffizienten- 
matrix 


dıı Aı2...Aın 


a 
D= 21 


Anı Au2 --- Ayn 


von Null verschieden ist. Sind dann 
die Determinanten D; (i=1,2, ..., n) 
durch 


Ayı...Ay,i-ı Aı Ayi+ı-Ain 


Any ---Ani-ı An 


erklärt, dann ist 


xı = X =. 


D’ D 


die Lösung des Gleichungssystems. 
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D 


darstellende Geometrie. In der dar- 
stellenden Geometrie behandelt man 
Abbildungen des dreidimensionalen 
Raumes in eine Zeichenebene. Der 
Zweck solcher Abbildungen besteht 
im Herstellen anschaulicher Bilder 
von Raumobjekten und der Interpre- 
tation vorliegender Bilder. Aus sol- 
chen Bildern soll das Raumobjekt re- 
konstruierbar sein, man will also der 
Zeichnung die wahren Größen des 
dargestellten Objektes (Streckenlänge, 
Winkel) entnehmen können. 

Das Verfahren, dessen sich die darstel- 
lende Geometrie bedingt, ist die Pro- 
jektion, d.h., durch die Raumpunkte 
werden Geraden (Projektionsstrahlen) 
gelegt, deren Schnittpunkte mit einer 
Ebene (Bildebene) die Bilder dieser 
Raumpunkte sein sollen. 

Bei der Zentralprojektion gehen die 
Projektionsstrahlen durch einen festen 


(0) Projektionszentrum 
OP Projektionsstrahl 

P Urbildpunkt 
P* Bildpunkt 
F,,F3 Fluchtpunkte 


Abb. 1: Zentralprojektion 


Horizontlinie (H) 
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Punkt O, das Projektionszentrum 
(Abb. 1). 

Bei der Parallelprojektion sind die 
Projektionsstrahlen zueinander paral- 
lel. Sie können dann entweder gegen 
die Bildebene geneigt sein (schiefe Par- 
allelprojektion, Abb. 2) oder zu ihr 
rechtwinklig sein (senkrechte oder or- 
thogonale Parallelprojektion, Abb. 3). 
Das Bild bei einer schiefen Parallel- 
projektion nennt man ein Schrägbild 
des Objektes. 

Bei Parallelprojektionen gehen paral- 
lele Geraden wieder in parallele Gera- 
den in der Zeichenebene über, was bei 
der Zentralprojektion nicht der Fall 
ist. Ferner bleibt das ?Teilverhältnis 
dreier Punkte einer Geraden erhalten. 
Bei der axonometrischen Methode wird 
das darzustellende Objekt zunächst in 
ein räumliches kartesisches Koordina- 
tensystem eingebettet. Nach der Ab- 
bildung dieses Koordinatensystems, 
d.h. nach Festlegung der Bilder der 
drei Achsen und der Verkürzungen e,, 
e,, e, der drei Einheitsstrecken auf 
















Abb. 3: Senkrechte Parallelprojektion 


ihnen läßt sich jeder Raumpunkt 
P=(a, b, c) koordinatenmäßig im Bild 
eintragen. Die drei wichtigsten Dar- 
stellungsarten sind die Kavalierprojek- 
tion, die Militärprojektion und die In- 
genieurprojektion. 

Bei der Kavalierprojektion (Abb. 4a) 
wird die yz-Ebene („Aufrißebene“) un- 
verzerrt dargestellt, x-Achse und y- 
Achse schließen einen Winkel von 
135° ein und der Verkürzungsfaktor 
auf der x-Achse ist 3. Bei der Militär- 
projektion (Abb. 5a) wird die x y-Ebe- 
ne („Grundrißebene“) unverzerrt dar- 
gestellt, die Einheiten sind auf allen 
Achsen unverkürzt. Weder Kavalier- 
projektion noch Militärprojektion lie- 
fern ein schönes Bild der Kugel (vgl. 
Abb. 4b und 5b). Daher benutzen z.B. 


darstellende Geometrie 


Architekten die Ingenieurprojektion 
(Abb. 6a und 6b). Hier sind die Bilder 
der Achsen so gewählt, daß der Um- 
riß der Kugel ein Kreis wird. 

Der Winkel zwischen y-Achse und z- 
Achse ist dann 97,2°, und die x-Achse 
halbiert den zugehörigen Außenwinkel 
(Abb. 7). 

Die Einheiten auf der y-Achse und 
der z-Achse sind unverkürzt, der Ver- 
kürzungsfaktor auf der x-Achse ist }. 
Setzt man eine senkrechte Parallelpro- 
jektion voraus, so dürfen nur die Bil- 
der der Achsen vorgegeben werden, 
die Länge der Einheiten auf den Ach- 
sen liegen dann schon fest. Man erhält 
dann ein orthogonal-axonometrisches 
Bild. In den Abbildungen 4, 5, 6 lie- 
gen jeweils schief-axonometrische Bil- 
der vor. 

Beim Grund- und Aufrißverfahren 
wählt man zwei zueinander rechtwink- 
lige Bildebenen z, und n,, auf welche 
die Raumpunkte jeweils orthogonal 
projiziert werden. Um die notwendi- 
gen Konstruktionen in einer Zeichen- 
ebene ausführen zu können, denkt man 
sich die eine Bildebene (z.B. r,) in die 
Zeichenebene gelegt und die andere 
Bildebene (also rz,) in die Zeichenebe- 
ne gedreht (Abb. 8). Dieses Verfahren 
heißt auch Zweitafelprojektion. 

Aus dem Grund- und Aufriß eines 
Objektes lassen sich mit Hilfe des sog. 
Seitenrißverfahrens (Abb. 9) neue par- 
allelprojektive Bilder des Objekts her- 
stellen. 

Beim Einschneideverfahren werden 
Grund- und Aufriß eines Objektes 
voneinander getrennt und dann belie- 
big in der Zeichenebene angebracht. 
Zu jedem solchen Riß wählt man 
dann eine beliebige Richtung s, bzw. 
$3. Die Schnittpunkte der Parallelen 
durch entsprechende Punkte liefern 
ein axonometrisches Bild des Objektes 
(Abb. 10). 
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Abb. 4a: Kavalierprojektion 


x 


Abb. 5a: Militärprojektion 


x 


Abb. 6a: Ingenieurprojektion 
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Abb. 4b: Kavalierprojektion 
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Abb. 5b: Militärprojektion 
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Abb. 6b: Ingenieurprojektion 


89 darstellende Geometrie 


z.B. Zeichenebene 






Abb. 7: Ingenieurprojektion 


Abb. 8: Zweitafelprojektion 


2. Seitenriß 


IV 


P 
Aufriß l 
Ss, 
P' 
3X%4 
* 


54 


ar 1. Seitenriß 
N P = 
57 Grundriß 2 


Abb. 9: Seitenrißverfahren 






Deckabbildung 





Aufriß 
P. 


Q" 


Grundriß 


Abb. 10: Einschneideverfahren 





41 . 
Zeichenebene 


—25 


Abb. 11: Kotierte Projektion 


Bei der kotierten Projektion handelt es 
sich um eine senkrechte Parallelpro- 
jektion auf eine — horizontal liegend 
gedachte — Bildebene. Zur Projektion 
P' eines Raumpunktes P wird dann 
ziffernmäßig der (mit Vorzeichen ver- 
sehene) Abstand des Punktes P von der 
Bildebene hinzugeschrieben (Abb. 11). 
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Schrägriß 





! 


Beim Herstellen von Landkarten muß 
man die Kugeloberfläche auf die Ebe- 
ne abbilden. Hierfür ist eine große 
Zahl besonderer Projektionsverfahren 
entwickelt worden (?Tmathematische 
Geographie). 

Deckabbildung: Eine Kongruenzab- 
bildung (geometrische Abbildungen), 
welche eine Figur % (Teilmenge der 
Ebene) auf sich abbildet, heißt Deck- 
abbildung dieser Figur. Die Menge al- 
ler Deckabbildungen einer Figur % 
bildet eine t Gruppe bezüglich der t Ver- 
kettung. Diese Gruppe nennt man 
auch die Symmetriegruppe von %. 
Beispiel: Ein regelmäßiges n-Eck be- 
sitzt 2n Deckabbildungen, und zwar n 
Achsenspiegelungen und n Drehungen 
(einschließlich der Nulldrehung). Die 
Symmetriegruppe des regelmäßigen n- 
Ecks bezeichnet man mit D, und 
spricht von einer Diedergruppe (Aus- 
sprache: Di-eder...). Die Elemente der 
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Diedergruppe D,„ können als ? Permu- 
tationen der n Ecken angegeben wer- 
den. Die Permutationen der Dieder- 
gruppe D,; sind in Abb. I angegeben. 





Abb. 1: Diedergruppe D; 


Spiegel En 
iegelung an a: 
a Sl 21543 
12345 
Spiegel b: ( 
ne 43215 
Spiegel u 
iegelung an c: 
een 15432 
Spiegel N 31%) 
piegelung an d: 29154 
Spiegelung an e: l ee 
EeeRanE 54321 
12345 
Drehung um 0°: ( : ) 
12345 
12 5 
Drehung um 72°: ( an ) 
23451 
123 
Drehung um 144°: ( 2 )) 
34512 
1234 
Drehung um 216°: | 3 .) 
45123 
1234 
Drehung um 288°: | i .) 
51234 


Deckabbildung 


Eine Figur heißt achsensymmetrisch, 
wenn unter ihren Deckabbildungen ei- 
ne Achsenspiegelung (Geradenspiege- 
lung) existiert. Sie heißt punktsymme- 
trisch, wenn ihre Symmetriegruppe eine 
Punktspiegelung enthält. Sie heißt 
drehsymmetrisch oder ein Kreisorna- 
ment, wenn unter ihren Deckabbildun- 
gen eine Drehung ist. Eine Figur heißt 
ein Bandornament, wenn sie eine Ver- 
schiebung (die nicht die identische 
Abbildung ist) als Deckabbildung be- 
sitzt. Meistens spricht man von einem 
Bandornament aber nur, wenn die 
Verschiebung in der Symmetriegruppe 
sämtlich ganzzahlige Vielfache einer 
einzigen Grundverschiebung sind 
(Abb. 2). 


BWAWAVAN 


— 





Abb. 2: Bandornament 


Eine Figur heißt Flächenornament, 
wenn ihre Deckabbildungsgruppe Ver- 
schiebungen in zwei verschiedenen 
Richtungen besitzt. Meistens spricht 
man von einem Flächenornament 
aber nur, wenn die Verschiebungen in 


a N ae 
I N 

ER Pu a Er 
u BSR 

U n 





Abb. 3: Flächenornament 


Definition 


der Symmetriegruppe sämtlich ganz- 
zahlige Linearkombinationen zweier 
Tlinear unabhängiger Grundverschie- 
bungen sind (Abb. 3). 
Flächenornamente findet man häufig 
an gekachelten Wänden oder auf Fuß- 
böden (1 Parkettierungen). 

Definition: Festlegung und Beschrei- 
bung eines Begriffs. Dabei benutzt 
man meistens einen umfassenderen 
Begriff (Oberbegriff) und gibt dann ei- 
ne kennzeichnende Eigenschaft für 
den zu definierenden Begriff an. 
Beispiel: Eine Raute (zu definierender 
Begriff) ist ein Parallelogramm (Ober- 
begriff) mit vier gleich langen Seiten 
(kennzeichnende Eigenschaft). 
Definitionsmenge: Ist eine ?TAbbil- 
dung (Funktion) f: A>B gegeben, 
so heißt die Menge A Definitions- 
menge oder Definitionsbereich, auch 
Ausgangsmenge oder Ausgangsbereich 
von f. 

Ist T(x) ein Term und A die Menge 
der möglichen Ersetzungen für die Va- 
riable x, dann heißt A Definitions- 
menge oder Definitionsbereich des 
Terms T(x). 

Desargues, Satz von (nach G. Desar- 
gues, 1593-1662): Dieser Satz macht 
eine Aussage über die gegenseitige La- 
ge zweier Dreiecke ABC und A’B'C': 
Wenn sich die drei Geraden, die die 
entsprechenden Ecken der Dreiecke 
verbinden, in einem Punkt S schnei- 
den, so liegen die Schnittpunkte der 





Abb. 1 
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geradlinigen Verlängerungen einander 
zugeordneter Seiten, falls diese 


Schnittpunkte existieren, auf einer Ge- 
raden g (Abb. 1). 

Diesen Satz kann man mit Hilfe einer 
Zentralprojektion einer Ebene n auf 
eine Ebene rn’ veranschaulichen (Abb. 2). 





Abb. 2 


Die Aussage des Satzes von Desar- 
gues gilt auch, wenn die Verbindungs- 
geraden entsprechender Ecken der 
Dreiecke parallel sind (Abb. 3). 





Abb. 3 


Einen weiteren Spezialfall des Satzes 
von Desargues zeigt Abb. 4; sind zwei 
einander zugeordnete Dreiecksseiten 
parallel, dann gilt dies auch für die 
beiden anderen Seitenpaare. 

Es gilt auch die Umkehrung des Satzes 
von Desargues: Wenn die drei Punkte, 
in denen sich die Verlängerungen ent- 
sprechender Seiten zweier Dreiecke 
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schneiden, auf einer Geraden g liegen, 
so schneiden sich die Verbindungsge- 
raden einander zugeordneter Punkte 
in einem Punkt S$. 





Abb. 4 


Die Umkehrung des Satzes von Des- 
argues ist dual zum Satz von Desar- 
gues (? Dualitätsprinzip). 
Determinante. Die Determinante ei- 
ner quadratischen ?! Matrix aus reellen 
Zahlen ist eine reelle Zahl, welche bei- 
spielsweise bei eindeutig lösbaren linea- 
ren Gleichungssystemen verwendet 
wird (TCramersche Regel). Die Matrix 
kann auch aus Elementen eines belie- 
bigen kommutativen ?!Ringes beste- 
hen, die folgende Darstellung be- 
schränkt sich jedoch auf reelle Zahlen. 
Die Determinante der (zweireihigen) 
Matrix 


a a 
A=( 11 "ER, 


daı d32 
ist die Zahl 
Aııd2a2a = Aı2dzı: 


Diese Zahl wird mit 


dıı dıa 


detA oder 








d3ı Az2 
bezeichnet. Die Determinante der 
(dreireihigen) Matrix 


A=(a;)ER3, 3 


Determinante 
ist 
dı, Aı2 dıza 
det A= dzı Aa2 Anz 


Az] 432 d33 














d22 d23 dı2 dıa 
=d;ı — 431 
A32 433 A32 433 
dı2 dız 
+43ı e 
A22 d23 








Rechnet man dies nach der Regel für 
Determinanten zweireihiger Matrizen 
weiter aus, dann ergibt sich 


det A=a,1432 433 +412 423 43ı 
+413 431432 —Aı3 d22 Aaı 


—d,1d33 d32 —Ad]2d2ıd33. 


Diese Formel kann man sich in Ge- 
stalt der Regel von Sarrus (nach PF. 
Sarrus, 1798-1861) merken: Man er- 
weitert die Determinante um die er- 
sten beiden Spalten und bildet sodann 
die Produkte in Richtung der Haupt- 
diagonalen und der Nebendiagonalen; 
die ersteren addiert man, die letzteren 
subtrahiertt man von der Summe 
(Abb. 1). 


aıı dı2 aı3 aıı dı; 
a;| A; a73 a; d;; 


Abb. I: Regel von Sarrus 


Die Determinante von 


A=(a,)eR,n (nZ22) 

kann rekursiv definiert werden: Es sei 
A;k die Matrix aus R,_ı,.„_.ı, die aus 
A durch Streichen der i-ten Zeile und 


Determinante 


der k-ten Spalte entsteht. Dann defi- 
niert man 


det A:=a,1 det A, ı —a31:det A;ı 
+431 det A3ı — ae 
+(-1’*!a,ı-det A,ı, 


also 
det A:= > (1) Ta, -det A;ı 
i=1 
(Entwicklung von det A nach der ersten 
Spalte). 
Mit dieser Definition gilt fürk=2, ..., n 
die Beziehung 


det A= Y (— 1)" a,.-det Ayı 
i=1 
(Entwicklung von det A nach der k-ten 
Spalte). Ferner kann man det A durch 
Entwicklung nach der i-ten Zeile be- 
rechnen: 


det A= 3 (- a det Ak: 
k=1 


Außerdem gilt: 
det A= 2, sgn(kı,k>, N 8, 


Perm 

"Ayk,Azkz ++. Ankys 
wobei die Summe über alle t Permu- 
tationen (kı,ka, ..., k,) von {1,2, ..., n} 
läuft und sgn(k,,k>,...,k,)= +1 (bzw. 
= 1), falls (kı,kz,...,k,) eine gerade 
(bzw. eine ungerade) Permutation ist. 
Diese Summe hat n! (t Fakultät) Sum- 
manden. 
Eigenschaft von Determinanten: 
1) Durch Transponieren der Matrix A 
ändert sich ihre Determinante nicht: 
det AT=det A. 
2) Werden zwei Zeilen oder zwei Spal- 
ten von A vertauscht, dann ändert 
sich das Vorzeichen der Determinante. 
3) Wird eine Zeile oder eine Spalte 
von A mit einer reellen Zahl r multi- 
pliziert, so wird auch die Determinan- 
te mit r multipliziert. 
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4) Addiert man zu einer Zeile (Spalte) 
von A das r-fache einer anderen Zeile 
(Spalte) von A, so ändert sich der 
Wert der Determinante nicht (telemen- 
tare Umformung). 

5) Ist eine Zeile (Spalte) von A das r- 
fache einer anderen Zeile (Spalte) von 
A, so ist det A=0. 

6) In Verallgemeinerung von 5) gilt: 
Sind die Zeilenvektoren (Spaltenvek- 
toren) von A linear abhängig, so ist 
det A=0. Im Falle der linearen Unab- 
hängigkeit (tlinear unabhängig) ist 
det A+0. Dies kann man mit Hilfe 
des TRangs von AeR,,„ ausdrücken: 


det A=0>RangA<n. 


Zwei- und dreireihige Determinanten 
haben eine geometrische Bedeutung: 


aıı Aı2| . 22 2 5 
12) ist der (orientierte) Flächen- 








a3, dz2 
inhalt des Parallelogramms, welches 


von den Vektoren (**) und nn 
a3ı 


d22 


aufgespannt wird (Abb. 2). 





Abb. 2 


dıı dı2 dız 

A3ı dz22 Az 

d3ı d32 A373 
ist das (orientierte) Volumen des Par- 
allelepipeds, das von den Spaltenvek- 


toren der Matrix aufgespannt wird 
(Abb. 3). 





x Abb.3 


Beispiel: Berechnung einer fünfreihi- 
gen Determinante. 

5 43 2 1 
0001 2 
I 1 11-0 
1 
1 


I 3 4-2 
Ve ee u | 
5 43 1 
oe 110 
f 2:29.29 
a a 
5 432 
arg EI A 
| 2 3 4 
ı 011 


(Entwicklung nach der 2. Zeile.) 

In der ersten der beiden vierreihigen 
Determinante subtrahiert man die er- 
ste Spalte von der dritten und vierten 
Spalte und entwickelt die erhaltene 
Determinante nach der vierten Zeile. 
Man erhält 


a 
11 8-1 
TR BER, 

Zi et 

+4 424 
= - 10+20= 10. 


Dezimalbruchentwicklung 


In ähnlicher Weise ergibt die zweite 
der vierreihigen Determinanten den 
Wert —2, so daß die gegebene fünf- 
reihige Determinante den Wert 
10-2-.(—2)=14 hat. 

dezimal (von lateinisch deceem = zehn): 
Die Bezeichnung dezimal bzw. der 
Wortteil Dezimal- bedeutet „bezüglich 
zehn“. Häufig benutzt man auch deka- 
disch bzw. die Vorsilbe Deka- (von 
griechisch dex« = zehn). 
Dezimalbruchentwicklung: Darstel- 
lung einer ?Bruchzahl als t Dezimal- 
zahl. Ein Bruch, dessen Nenner nur 
die Primteiler (Primzahl) 2 und 5 
enthält, kann durch Erweitern in ei- 
nen Zehnerbruch verwandelt und 
dann als abbrechende Dezimalzahl ge- 
schrieben werden. 

Beispiel: 


1713 1713-4 6852 
- = =6,852. 
250 250-4 1000 





Für jede Bruchzahl ; (a,beN) erhält 


man bei Ausführung der ?t Division 
a:b eine Folge g, z,, 22, Z3, ... mit 


geN, und ze{0,1,2,...,9} 
und 
a Zı Z2 23 





..,. 


= ++ 
ET ETTAT: 


wofür man zur Abkürzung 


-=8,2ıZ2223... 


b 


schreibt. Dies ist die Dezimalbruch- 


entwicklung der Bruchzahl 3 Sie 


heißt abbrechend, wenn ab einer be- 
stimmten Stelle nur noch die Ziffer O 
erscheint; sie heißt nicht-abbrechend 
oder unendlich, wenn hinter jeder Zif- 
fer immer noch eine von O verschiede- 
ne Ziffer kommt. Hat die Dezimal- 
bruchentwicklung die Form 


Dezimalbruchentwicklung 


8, YıY2 ---YsZ2ı 22 ---ZrZı Z2 ---Zr2ı22 


SE de Fre 


wiederholt sich also eine bestimmte 
Ziffernfolge ab einer gewissen Stelle, 
dann heißt die Dezimalbruchentwick- 
lung periodisch. Ist in obiger Entwick- 
lung s kleinstmöglich gewählt, so 
heißt die Ziffernfolge yıyz...y, die 
Vorperiode und s die Länge der Vorpe- 
riode in der Entwicklung. Ist auch r 
kleinstmöglich gewählt, dann heißt die 
Ziffernfolge zı 23 ...z, die Periode und 
r die Länge der Periode in der Ent- 
wicklung. Man schreibt dann 


8, YıY2 ---VsZı22 ---2r 


(lies „g Komma y,y>...y, Periode 
2122...2, ). Ist s=0, gibt es also keine 
Vorperiode, so heißt die Dezimal- 
bruchentwicklung reinperiodisch, an- 
dernfalls gemischtperiodisch. 

Die Dezimalbruchentwicklung einer 
Bruchzahl ist stets abbrechend oder 
periodisch, denn bei Ausführung der 
Division a:b sind höchstens b ver- 
schiedene Reste möglich. 

Die Länge der Vorperiode und der 
Periode der Dezimalbruchentwicklung 


der Bruchzahl ; mit a<b und 


ggT(a,b)=1 (tTeilbarkeitslehre) be- 
stimmt man folgendermaßen: Enthält 
b den Primfaktor 2 genau u-mal und 
den Primfaktor 5 genau v-mal, so ist 
die Länge der Vorperiode gleich der 
größeren der beiden Zahlen u und v. 
Insbesondere gibt es keine Vorperio- 
de, wenn b weder durch 2 noch durch 
5 teilbar ist. Gilt nun b=2*".5”".c mit 
c#1 und ggT(c, 10)=1, dann ist die 
Länge der Periode das kleinste neN, 
für welches c ein Teiler von 10"—1 ist. 
Aus dem Satz von ?!Fermat folgt, daß 
die Periodenlänge höchstens gleich 
der Anzahl o(n) der zu n teilerfrem- 
den Zahlen zwischen I und n ist. Für 
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c=1 ergibt sich eine Periode der Län- 
ge 0, d.h. die Entwicklung ist abbre- 
chend. 

Aus den Dezimalbruchentwicklungen 


der Zahlen gewinnt man die 


1 
10" —1 
Entwicklungen von Brüchen mit dem 
Nenner 10"—1. Es ist 

5 <= Glik.. =0,l, 
5 =0,010101... 


=0,01, 
555 =0,001001001...  =0,001, 
3355 = 0,000100010001. . . = 0,0001 


usw., also gilt 


3 =07, 

3 =0,13, 
35 = 0,097, 

3333 =0,7314. 


Diese Entwicklungen benutzt man 
auch, um eine periodische Dezimal- 
zahl in einen Bruch zu verwandeln. 
Beispiele: 


1) 0,296=38$ wg 
2) 0,27=45-2,7=45 


1 on 
—710'9 —i85 


v.(2+3) 


[ars 


1.15 
+10. 3 


In +50 1880 
Eine 9-Periode (g, ...999999...) kann 
man stets vermeiden, da sie nur bei 
solchen Zahlen auftreten könnte, die 
auch durch eine abbrechende Dezi- 
malbruchentwicklung darstellbar sind. 
Beispielsweise gilt 


3) 17,2015 


09 =1: 
0,79 =0,8; 
0,639 = 0,64. 


!Irrationale Zahlen werden ebenfalls 
durch ihre Dezimalbruchentwicklung 
dargestellt. Die Berechnung einer irra- 
tionalen Zahl (z.B. der Kreiszahl n 
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oder der Zahl y2) bedeutet die Be- 
stimmung des Anfangs ihrer Dezimal- 
bruchentwicklung. Diese ist nicht ab- 
brechend und nicht periodisch. 

Die ?Systembruchentwicklung ist eine 
Verallgemeinerung der Dezimalbruch- 
entwicklung; statt der Basiszahl 10 be- 
nutzt man eine beliebige Basiszahl 
beN mit b+1 (tStellenwertsystem). 
Dezimale: Ziffer der Ziffernfolge einer 
Dezimalzahl, die rechts vom Dezimal- 
komma steht. 

Dezimaisystem (Zehnersystem, dekadi- 
sches System): Stellenwertsystem zur 
Basis 10. Mit diesem kann man (wie 
mit jedem anderen tStellenwertsy- 
stem) die natürlichen Zahlen, die ra- 
tionalen Zahlen und näherungsweise 
auch die reellen Zahlen darstellen 
(t Dezimalbruchentwicklung). 
Dezimalzahl: Jede im ?Dezimalsy- 
stem dargestellte reelle Zahl. Im enge- 
ren Sinne versteht man darunter nur 
abbrechende ?Dezimalbruchentwick- 
lungen, also die Darstellung eines 


Zehnerbruchs (Dezimalbruchs) als 
Kommazahl: 

0,73= 155 
Dezimalzahl Dezimalbruch 


Diagonale eines n-Ecks nennt man je- 
de Strecke, die zwei nicht benachbarte 
Ecken miteinander verbindet. In dem 
6-Eck in Abb. I sind alle 9 Diagona- 
len eingezeichnet. 


Abb. 1 


4 DRM 


Diagonale 


| Ma=3) _, 
Ein n-Eck besitzt oo Diagonalen, 


da jede Ecke mit n—3 anderen Ecken 
durch eine Diagonale verbunden wer- 
den kann. Jedes tkonvexe n-Eck läßt 
sich durch Diagonalen in n—2 Drei- 
ecke zerlegen (Abb. 2). 


Abb. 2 


Die Diagonale in einem Quadrat mit 
der Seitenlänge a hat die Länge ay 2. 
Die Diagonalen in einem Rechteck 
mit den Seitenlängen a und b haben 
die Länge ya?+b?; dies folgt aus 
dem Satz des ?! Pythagoras (Abb. 3). 





Abb. 3: Diagonale in einem Rechteck 
Va 


Abb. 4: Flächen- und Raumdiagonalen 


Bei tPolyedern muß man zwischen 
Flächendiagonalen (auf der Oberfläche) 


Diagramm 


und Raumdiagonalen unterscheiden. 
Der Quader in Abb. 4 (Seite 97) hat 
Flächendiagonalen der Längen 
Va?+b?, Ya?+c?, yb?+c. 
Seine Raumdiagonalen haben alle die 
Länge Ya?+b?+c2. 
Diagramm: Graphische Darstellung, 
aus welcher Beziehungen zwischen 
Zahlen, Größen und anderen mathe- 
matischen Objekten abgelesen werden 
können. 
Beispiele. 1) Funktionsdiagramme (Funk- 
tionsgraphen) sind Darstellungen von 


t Funktionen in einem tKoordinaten- 
system (Abb. 1). 











Abb. I 


2) Nomogramme sind Darstellungen, 
anhand derer man die Werte einer 
Funktion in besonders einfacher Wei- 
se ablesen kann; ein Nomogramm ist 
also eine graphische Rechentafel (t No- 
mographie). Abb. 2 zeigt ein Nomo- 
gramm für die Multiplikation mit der 
Bruchzahl 3. Es gehört also zu der 
Funktion mit der Funktionsgleichung 
y=3-x. 
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3) Mengendiagramme sind Veran- 
schaulichungen von ? Mengen und Be- 
ziehungen zwischen Mengen in der in 
Abb. 3 dargestellten Form. 





Abb. 3 


4) Relationsdiagramme beschreiben auf 
unterschiedliche Art Beziehungen zwi- 
schen den Elementen einer oder meh- 
rerer Mengen. Abb. 4 zeigt als Bei- 
spiel das Teilerdiagramm der Menge 
aller Teiler von 60 (tTeilbarkeits- 
lehre). 


Abb. 4 


5) Baumdiagramme dienen in der 
tKombinatorik zum Zählen (Abb. 5) 
undinder Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zur Darstellung ?mehrstufiger Zufalls- 
versuche (Abb. 6). 


1. Platz 2. Platz 3. Platz 

B— C 

A a 
CB 
a A C 
5 A 
A B 

— 


Die 6 Reihenfolgen von A, B, C 
Abb. 5 
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zweimal 
würfeln 


diametral: Eigenschaft zweier Punkte 
A, B einer Kreislinie (oder einer Ku- 
gelfläche), wenn die Strecke AB ein 
Durchmesser ist, wenn sie also den 
Mittelpunkt des Kreises (bzw. der Ku- 
gel) enthält. Allgemeiner heißen bei ei- 
nem TKegelschnitt (Ellipse, Hyperbel, 
Parabel) zwei Punkte diametral, wenn 
sie bei einer Tprojektiven Abbildung, 
die einen Kreis auf den gegebenen Ke- 
gelschnitt abbildet, aus einem Paar 
diametraler Punkte des Kreises ent- 
standen sind (Abb. 1). 


Abb. 1: Diametrale Punkte bei einer 
Ellipse 


Dichte (Dichtefunktion): Funktion der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Sta- 
tistik. 

Häufigkeitsdichte: Die Häufigkeitsver- 
teilung der Meßwerte bei einer stati- 
stischen Erhebung oder allgemeiner 
der Werte einer TZufallsgröße in einer 
Zufallsversuchsreihe sei gegeben 
(THäufigkeit). Es sei ferner eine Klas- 
sierung der Werte gegeben mit den 


Klassen 
K,, K,, .... K,s 


wobei 


4* 


Dichte 
K;=[a;_ı,a;l 


und das Intervall [a,,a,[ alle vor- 
handenen Werte enthält. Man nennt 


b:=a,—4;_ı 
Klassenbreite von K; und 


_ Anzahl der Werte in K; 
‘Anzahl aller Werte 





relative Häufigkeit von K,. Ferner sei 


Das Rechteck mit der Grundseite b; 
und der Höhe d; hat also den Inhalt h; 
(t Histogramm). Die Funktion d mit 


d:x>d; für xeK, 


heißt dann die Häufigkeitsdichte der 
Wertemenge (also der Meßwerte bzw. 
der Werte der Zufallsgröße in der Zu- 
fallsversuchsreihe). Die Häufigkeits- 
dichte hängt von der vorgegebenen 
Klassierung ab. Der Graph der Häu- 
figkeitsdichte enthält die oberen Seiten 
der Rechtecke im Histogramm(je- 
weils mit dem linken und ohne den 
rechten Endpunkt). Er ist eine ?Trep- 
penfunktion (Abb. 1). 


d raph der Dichte 






Histogramm 


K, K, K,K,K;K, K, 
Abb. 1: Graph der Häufigkeitsdichte 


Treten sehr viele Klassen auf und än- 
dert sich die Funktion d an den 
Sprungstellen nicht allzu stark, so 
kann man die Funktion d oft recht 
gut durch eine stetige Funktion d* an- 
nähern (Abb. 2, folgende Seite). 


Dichte 
d 





Abb. 2 


Dann ist die relative Häufigkeit der 
Werte im Intervall [c,d[ etwa gleich 
dem Inhalt der in Abb. 3 rot gefärbten 
Fläche. 


d 





Abb. 3 


Wahrscheinlichkeitsdichte: Analog zur 
Häufigkeitsdichte ist die Wahrschein- 
lichkeitsdichte einer Zufallsgröße X 
definiert; statt der relativen Häufigkeit 
h, steht jetzt aber die Wahrscheinlich- 
keit P(XeK,), also die Wahrschein- 
lichkeit, mit welcher der Wert von X 
in die Klasse K, fällt. 

Bei ganzzahligen Zufallsgrößen wählt 
man oft nur einelementige Klassen, al- 
so Intervalle, in denen genau ein Wert 
der Zufallsgröße X liegt. Hat X etwa 


die Werte 0, 1,2, ....,n, dann setzt man 
K:=[i-3;i+3[ 
GL) 

und erhält wegen b;=1 hier d;= 


P(X=i). In diesem Fall muß man 
nicht zwischen Histogramm und 
Wahrscheinlichkeitsdichte einerseits 
und Stabdiagramm und Wahrschein- 
lichkeitsverteilung andererseits unter- 
scheiden. Ein Beispiel hierfür liefert 
die ? Binomialverteilung. 

Viele diskrete Wahrscheinlichkeitsver- 
teilungen lassen sich durch stetige 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen annä- 
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hern. Eine wichtige stetige Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung ist die t Nor- 
malverteilung. Für die Dichtefunk- 
tion @ der standardisierten Normal- 
verteilung gilt (vgl. Abb. 4) 


” 


-2 I 0 1 2 


Abb. 4: Dichtefunktion der standardisierten 
Normalverteilung 


Für eine Normalverteilung mit dem 
Erwartungswert u und der Standard- 
abweichung co lautet die Dichtefunk- 
tion 
l 

oy2n 
Liegt eine angenähert normalverteilte 
Zufallsgröße vor (etwa die Länge von 
Kiefernadeln oder die Lebensdauer 
von Taschenrechnerbatterien), so be- 
trägt die Wahrscheinlichkeit, daß der 
Wert der Zufallsgröße in das Intervall 
[a, b[ fällt, näherungsweise (vgl. Abb. 5) 





_1(x-u)2 
e 2 2 





px) 


b 


FPlx)dx. 


a 


op 






3 ! 
ab u+e 





Abb. 5 


Ist f die Dichtefunktion einer stetigen 
Zufallsgröße, so gilt f(x)=0 für alle 
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xeR und 


Tfoya=ı 


(Tuneigentliches Integral). 

Differential. Ist f’(x) die Ableitung 
der Funktion f an der Stelle x, so 
nennt man die lineare Funktion 


df(x): h>f'(x)h 
das Differential von f an der Stelle x. 


Für die identische Funktion f: xx 
ist insbesondere 


df(x(h))=dx(h)=h, 
weshalb die Schreibweise 
df(w)=f’(x)dx 
bzw. 


d 
= 


dx 





sowie die Bezeichnung Differentialquo- 
tient für die Ableitung naheliegend 
sind. Der Differentialquotient läßt sich 
als Grenzwert des Differenzenquotien- 


A 
u) für Ax—0 auffassen (Abb. 1). 





ten 


Ax 





df(x)=f'(x)-dx 


Abb. 1 


Es sei nun f eine Funktion von zwei 
Variablen (t Funktionen mehrerer Va- 
riabler), welche in der Umgebung der 
Stelle (xo, yo) tdifferenzierbar ist. 
Dann nennt man den Ausdruck 


[) 
df(xo, yol=nl (Xo, Yo) dx 


() 
+ u (Xo» yo)dy 
Oy 


Differentialgeometrie 


(tpartielle Ableitung) das vollständige 
Differential oder das totale Differential 
von f an der Stelle (xo, yo). Dabei sind 
dx und dy als Variable aufzufassen; 
also ist df selbst eine lineare Funktion 
von zwei Variablen. Korrekterweise 
müßte man also das vollständige Dif- 
ferential von f an der Stelle (xo, yo) in 
der Form df(xo, yo)(dx, dy) schreiben. 
Die ?Tangentialebene an die durch f 
dargestellte Fläche in dem Punkt 
(Xo> Yo» S(Xo> Yo)) hat die Gleichung 


z=f(xo, yo)+df(Xo, Yo)lX, Y). 


Die geometrische Bedeutung des voll- 
ständigen Differentials kann man aus 
Abb. 2 entnehmen. Dort ist 
Az=A,z+A;z 
of 


6) 
= —— (Xo, Yo) Kt (Xo, Yo) Ay. 
0x 0y 





Abb. 2 


Ist f eine Funktion von n Variablen 
X1,X25 ..:,Xn, Welche in einer Umge- 
bung der Stelle (x?,x9,...,x?) diffe- 
renzierbar ist, dann ist ihr vollständi- 


ges (totales) Differential an dieser 
Stelle 
df(&?, =. eg x) 
0 
9,8...) 


1 0X; 


Differentialgeometrie: Teilgebiet der 
Mathematik, in welchem tKurven 
und ?tFlächen im Raum mit den 


Differentialgleichung 


Hilfsmitteln der tAnalysis untersucht 
werden, wobei der Begriff der ? partiel- 
len Ableitung eine große Rolle spielt. 
Vor allem interessiert man sich für die 
!Krümmung von Raumkurven und 
Flächen. Die Grundgedanken der Dif- 
ferentialgeometrie wurden von CF. 
Gauß (1777-1855) entwickelt; die 
tGaußschen Fundamentalgrößen sind 
beispielsweise von ihm eingeführt wor- 
den. 
Differentialgleichung: Gleichung, de- 
ren Variable eine Funktion und ihre 
tAbleitungen sind. Handelt es sich 
dabei um eine Funktion einer Va- 
riablen, so liegt eine gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung vor; bei einer Funk- 
tion von mehreren Variablen treten 
in der Differentialgleichung partielle 
Ableitungen auf, so daß man von 
einer ?Tpartiellen Differentialgleichung 
spricht. 
Tritt in einer gewöhnlichen Differen- 
tialgleichung die n-te Ableitung der 
gesuchten Funktion (aber keine höhe- 
re Ableitung) auf, dann spricht man 
von einer (gewöhnlichen) Differential- 
gleichung n-ter Ordnung. In der Regel 
bezeichnet man die gesuchte Funktion 
mit y (in Anlehnung an die Schreib- 
weise y=f(x)). 
Beispiele: 
1) y+y?’+sinx=0 

(Differentialgleichung 1. Ordnung); 
2) v’P +)? +y?=e* 

(Differentialgleichung 2. Ordnung); 
3) y9+3y"-4y—-Ty=yx 

(Differentialgleichung 3. Ordnung). 
Differentialgleichungen 1. Ordnung 
dienen u.a. zur Beschreibung von 
tKurvenscharen. Ist eine solche durch 
$d(x,y,a)=0 mit dem Parameter a 
beschrieben, so eliminiert man den 
Parameter mit Hilfe der Beziehung 

0 80, 

xt dY Yv=0, 
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Beispiel: Durch 


y-ax-a?’=0 


wird eine Geradenschar beschrieben. 
Differentiation der Schargleichung 
nach x liefert a=y', so daß sich die 
Differentialgleichung 


(v+xy-y=0. 


ergibt. Diese hat außer y=ax+a? 
noch die Lösung y= —#x?. 

Die einfachste Differentialgleichung 1. 
Ordnung hat die Gestalt y=f(x) und 
wird durch Integration, d.h. durch 
Aufsuchen einer Stammfunktion von f 
gelöst (TIntegralrechnung). Im allge- 
meineren Fall der Differentialglei- 
chung y’=f(x, y) kann man eine erste 
Übersicht über die Lösungskurven mit 
Hilfe des Richtungsfeldes gewinnen: 
Jedem Punkt (x,y) aus der Defini- 
tionsmenge von f wird eine Richtung 
tana=y' zugeordnet. Die Lösungen 
von y=f(x, y) entsprechen dann Kur- 
ven (Integralkurven), die in jedem 
Punkt (x, y(x)) die durch y(x) 
=/f(x, y(x)) vorgeschriebene Steigung 
besitzen. Jedes Tripel (x, y(x), y’(x)) 
mit y(x)=f(x, y(x)) heißt Linien- 
element, und die Gesamtheit der Linien- 
elemente heißt Richtungsfeld der Dif- 
ferentialgleichung y’=f(x, y). Durch 
das Richtungsfeld erhält man eine 
Vorstellung vom Verlauf der Inte- 
gralkurven. In geometrischer Hinsicht 
besteht nämlich die Aufgabe des Lö- 
sens einer Differentialgleichung der 
Form y’=f(x,y) darin, alle Kurven 
aufzufinden, die auf das Richtungsfeld 
passen. Abb. 1 und Abb. 2 (Seite 103) 
zeigen Beispiele für Richtungsfelder. 
Möchte man diejenige Integralkurve 
bestimmen, welche durch einen vorge- 
schriebenen Punkt (xo, yo) geht, dann 
muß man ein Anfangswertproblem 
(Cauchy-Problem) lösen. Die Bedin- 
gung y(xo)=yo heißt Anfangsbedin- 
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gung, der Punkt (xo, yo) heißt An- 
fangswert. Existenz und Eindeutigkeit 
der Lösung eines Anfangswertpro- 
blems wird durch den Satz von Pi- 
card-Lindelöf gesichert (nach E. Pi- 
card, 1856-1941, und E.L. Lindelöf, 
1870-1946): 

Die Funktion f sei stetig (? Stetigkeit) 
auf dem abgeschlossenen Rechteck 


R={(x, y)|Ix-xolsa, |\y-yol<b}. 








Abb. 2 


Dann gibt es ein M>O mit 
fs, y)|<M für alle (x, yJeR. Ferner 
gebe es ein L>0 mit 


Ken AIsLIy-Jl 


Differentialgleichung 


für alle (x, y), (x, J)ER. Diese Bedin- 
gung heißt Lipschitz-Bedingung (nach 
R.O. Lipschitz, 1832-1903); die Kon- 
stante L heißt Lipschitz-Konstante. 


b 
Setzt man nun c:=min (a =), dann 


existiert für |x—xo|<Sc genau eine ste- 
tig differenzierbare Lösung des An- 
fangswertproblems y’=f(x,y) mit 
YXo)=yo- 

Obige Lipschitz-Bedingung ist insbe- 
sondere dann erfüllt, wenn f in R 
nach y stetig differenzierbar ist. 

Eine Differentialgleichung der Form 


y=f(x):g() 


heißt eine Differentialgleichung mit ge- 
trennten Variablen; dabei sei g(y)+0 
im betrachteten Intervall. Man löst sie 
durch Trennung der Variablen, d.h. in 
folgender Weise: 


1 
Mit &(y):= | — dy gilt also für die 
g(y) 
a 
y&)=d(SR)dx+C). 


Der Wert der Integrationskonstanten 
C wird durch die Anfangsbedingung 


(Xo, Yo) festgelegt. 





Beispiel: 
1+y? 
y=- (x, y>0). 
xy 
Hier gilt 
y 
=|-— nd K, 

ee 1+,? == v 

also 


In(1+y?)=-InCx 


bzw. 


Differentialrechnung 


V 1 
y= (Cox? —1. 


Mit dem Anfangswert (1,2) ergibt sich 


die Lösung y=|/ —-1. 

x 

Eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung der Form 


vrß) &r0 


heißt homogen. Mit der Substitution 
y=tx erhält man folgende Differential- 
gleichung mit getrennten Variablen: 


1 
= (fl)-1). 
x 


Die Differentialgleichung 
yv=f()y?+g()y+hlr) 


heißt Riccatische Differentialgleichung 
(nach J.F. Riccati, 1676-1754). Dabei 
sind f,g, h auf einem gemeinsamen In- 
tervall / definierte stetige Funktionen. 
Damit keine ?tlineare Differentialglei- 
chung vorliegt, soll f nicht die Null- 
funktion auf I sein. Eine Lösungsfor- 
mel existiert für diese Differentialglei- 
chung im allgemeinen nicht, man 
kann aber bei bekannter spezieller 
(partikulärer) Lösung y, auf weitere 
Lösungen schließen. Denn setzt man 
y=yı+tu, dann genügt u der !Bernoul- 
lischen Differentialgleichung 


uW=(2fyı+g)u+fu?. 


1 
Setzt man y=y,+-, dann genügt v 
v 
der ?linearen Differentialgleichung 
v+@2fyıtgB)vu+f=0. 


Eine weitere Klasse interessanter Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung bil- 
den die texakten Differentialgleichun- 
gen. 
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Ist F eine Funktion von n+2 reellen 
Variablen, dann ist 


FR DYNO 


eine gewöhnliche Differentialgleichung 
der Ordnung n. Ist die Funktion y auf 
dem Intervall / n-mal differenzierbar 
und erfüllt sie auf / die Differential- 
gleichung, dann heißt y eine Lösung 
(oder ein Integral) mit dem Lösung- 
intervall I. Die vollständige Lösung ei- 
ner Differentialgleichung n-ter Ord- 
nung enthält in der Regel n willkürli- 
che Konstanten (Integrationskonstan- 
ten). Wenn alle Lösungen einer Diffe- 
rentialgleichung in einer einzigen ge- 
schlossenen Formel zusammengefaßt 
werden können, z.B. 


y=f(x, C,, C;, ... 


dann nennt man diesen Ausdruck das 
allgemeine Integral oder die allgemeine 
Lösung der Differentialgleichung. Sol- 
che geschlossenen Ausdrücke lassen 
sich nur in besonderen Fällen ange- 
ben. Eine spezielle Lösung erhält man, 
wenn man die Werte von y,y, 
y',..,y” an einer Stelle xoe/ vor- 
schreibt, also eine Anfangswertaufgabe 
löst. 

Schreibt man die Werte einer Lösung 
nicht in einem Punkt, sondern an den 
Rändern des betrachteten Bereichs 
vor, so erhält man ein tRandwert- 
problem. 

Eine wichtige Klasse gewöhnlicher 
Differentialgleichungen sind die tli- 
nearen Differentialgleichungen. 
Bestehen zwischen mehreren Funktio- 
nen verschiedene Differentialgleichun- 
gen, so liegt ein tSystem von Diffe- 
rentialgleichungen vor. 
Differentialrechnung: Teilgebiet der 
t Analysis, in dem auf der Grundlage 
des Grenzwertbegriffs und der Begriffe 
tAbleitung und fAbleitungsfunktion 
die Eigenschaften von Funktionen un- 


‚ CH)» 
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tersucht werden (fauch Extremwert- 
aufgaben). Die Differentiation von 
tFunktionen mehrer Variabler (? par- 
tielle Ableitung) ist von Bedeutung für 
die tDifferentialgeometrie. In der 
t Funktionentheorie differenziert man 
Funktionen von komplexen Veränder- 
lichen. Differential- und tIntegral- 
rechnung faßt man auch unter der Be- 
zeichnung Infinitesimalrechnung zu- 
sammen. 

differenzierbar: 1) Es sei f eine Funk- 
tion, deren ?Definitionsmenge D(f) 
und deren tBildmenge B(f) in R lie- 
gen; dabei sei D(f) toffen, z.B. ein 
offenes Intervall. Dann heißt f an der 
Stelle xveD(f) differenzierbar, wenn 
die Ableitung f’(x,) existiert, wenn 
also der Grenzwert 

FR) -f(Xo) 


F'(&o):= lim ——— 


xoXo X—Xo 


existiert. Die Funktion f heißt diffe- 
renzierbar auf D(f), wenn sie an jeder 
Stelle von D(f) differenzierbar ist. Ei- 
ne an der Stelle x. differenzierbare 
Funktion läßt sich dort linear appro- 
ximieren (T Approximation), d.h. es gilt 


FR=FKo) FF Ko -Xo) 
+alx)(x —Xo) 
mit lim a(x)=0. Abb. 1 
Graph einer Funktion, die an den 
Stellen x,,x, und x3 nicht differen- 
zierbar ist. 


zeigt den 





Abb. 1 


2) Ist f eine Funktion mit D(fJ)=ER" 
(D(f) offen) und B(f)=R (1 Funktio- 


differenzierbar 


nen mehrerer Variabler), dann heißt f 
an der Stelle (x°,...,x?)eD(f) diffe- 


renzierbar, wenn es Zahlen a,,...,a, 
und Funktionen &ı,...,&%, auf D(f) 
gibt mit 

I, .... X.) 


rt 3 a,(x;— X) 


i=1 


n 
+ y (X, .... xx; xp) 
i=1 
und 
lim %(Xı, Me | 0 
(x1,X2, . An) (X0, x, ..%0) 


für i=1, ...,n. Die Werte der Funktio- 
nen a; müssen also gegen O streben, 
wenn der Abstand 


Voan-xd +... +, x) 


gegen 0 strebt. Die Zahlen a,,...,a, 
sind die tpartiellen Ableitungen von f 
and der Stelle (x°,....,x°). Für n=2 
wird durch f eine Fläche im Koordi- 
natensystem dargestellt, ihre Glei- 
chung ist x3=f(xı,X,). Ist f an der 
Stelle (x?, x9) differenzierbar, dann be- 
sitzt die Fläche im Punkt (x°, x9, x9) 
mit x9=f(x?,x?) eine tTangential- 
ebene; ihre Gleichung lautet 


X3=xX+talKı X) +a2(X2—x3). 


3) Ist f eine Funktion mit D(f)=R" 
(D(f) offen) und B(f)=ER”, dann 
heißt f an der Stelle (x, ...,x?)eD(f) 
differenzierbar, wenn eine (m,n)- 
t Matrix 


C=(c;) 


I. M 
b ERROR 


i 
k 


existiert, so daß f ähnlich wie in 2) 
durch die lineare Abbildung 


x x xx 

% x —x 
>l 7 1+C 

Kr x X 


Dimension 


approximiert wird. Die Matrix C 
heißt nach C.G.J. Jacobi (1804-1851) 
Jacobische Funktionalmatrix an der 
Stelle (x°,....,x?). Ihre Elemente sind 
die partiellen Ableitungen von f: 


of: 
N 

0X 
wobei f; die i-te Koordinatenfunktion 
von f ist (i=1,....,m). Daher bezeich- 
net man die Jacobische Funktional- 
matrix auch mit dem Symbol 

lfı, ER 


O(x1, ER 


0 
Cik ee N 


4) Bei Funktionen einer komplexen 
Variablen ist die Differenzierbarkeit 
folgendermaßen erklärt: Ist GC ein 
tGebiet und f:G>C eine Funktion, 
dann heißt f an der (komplexen) Stelle 
zoEeG differenzierbar, wenn der Grenz- 
wert 
f'(zo)= lim ftz)-f(z0) 


zo2zo Z—-2Zo 


existiert (Tanalytische Funktion). 
Dimension: 1) Umgangssprachlich be- 
deutet „Dimension“ so viel wie Aus- 
dehnung, Ausmaß usw. 

2) In der Physik versteht man unter 
der Dimension die Größenart einer 
Größe (z.B. km/h). Eine Größe besteht 
aus einer Maßzahl und der Dimen- 
sion. 

3) In der Geometrie ist die Dimension 
eine Eigenschaft geometrischer Gebil- 
de: Dimension 0 hat einen Punkt, er 
ist ein nulldimensionales Gebilde. Di- 
mension 1 haben Geraden, Halbgera- 
den, Strecken und alle Gebilde, die 
durch eine stetige Bijektion (1 Abbil- 
dung) aus diesen hervorgehen (ebene 
oder räumliche Kurven und Linien). 
Dies sind eindimensionale Gebilde. 
Dimension 2 haben Ebenen, Halbebe- 
nen, Oberflächen von Körpern und al- 
le Gebilde, die durch eine stetige Bi- 
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jektion aus diesen hervorgehen. Dies 
sind zweidimensionale Gebilde. Di- 
mension 3 haben der Raum, Halbräu- 
me, TPolyederkörper und alle Gebil- 
de, die durch eine stetige Bijektion 
daraus hervorgehen. Dies sind dreidi- 
mensionale Gebilde. 

4) In der linearen Algebra versteht 
man unter der Dimension eines 1 Vek- 
torraums V die Anzahl der Vektoren 
in einer TBasis, also die Maximalzahl 
linear unabhängiger Vektoren. Die 
Dimension des Vektorraums R” ist n. 
Enthält eine Basis unendlich viele 
Vektoren, dann heißt der Vektorraum 
unendlichdimensional. Je zwei end- 
lichdimensionale Vektorräume mit 
gleicher Dimension sind isomorph. 
DIN-Formate (DIN, Abkürzung für 
Deutsches Institut für Normung e.V.): 
Papierformate (Blattgrößen) sind 
durch DIN-Vorschriften (DIN 476) 
festgelegt. Es gibt vier verschiedene 
DIN-Reihen, welche mit DINA, 
DINB, DINC und DIND bezeichnet 
werden. 

Die Formate 


DIN A0, DINAI, 
DIN A2, ..., DINA9 


gehen auf folgende Weise auseinander 
hervor (Abb. 1, Seite 107): 
(1) Ein Blatt (Rechteck) des Formats 
DINA (n+1) geht durch Halbieren 
aus einem Blatt des Formats DINA n 
hervor. In Abb. 1 gilt also 


a«=b und b’=3a. 
(2) Ein Blatt (Rechteck) des Formats 
DINA (n+1) ist zu einem Blatt des 


Formats DIN An tähnlich. Es gilt al- 
so in Abb. 1 


’ 


a a 


bb 
Ersetzt man hier a’ und b’ gemäß (1), 
dann erhält man a=by2. Weiterhin 
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folgt a=a'y2 und b=b' v2. Beim 
Übergang von DIN An zum Format 
DIN A(n+ 1)werden entsprechende Sei- 


tenlängen also durch yY2 dividiert. 

(3) Das Ausgangsformat DIN AO soll 
den Flächeninhalt 1m? haben. Sind 
seine Seitenlängen a und b, so muß 


1 
a-b=a? — =1m? gelten. Es folgt 


a= V2m=%/2 m= 1189 mm, 


b= - meRdl mm. 


Die DIN A-Formate sind in Tabelle 1 
zusammengestellt (Maße in mm). 


841 x 1189 
594x 841 
420x 594 
297% 420 
210x 297 


148x 210 
105x 148 
74x 105 
52x 74 
37x 52 





Tabelle 1 
DIN An DIN An 


DIN A(n+1) 





.-—h —- 


Abb. 1 


DIN A4 ist das Briefbogen-Normfor- 
mat, DIN A6 ist das Postkarten- 
Normformat. Die übrigen Formate 


diophantische Gleichung 


(B, C, D) entstehen nach dem gleichen 
Prinzip des fortgesetzten Faltens, ge- 
hen aber von anderen Anfangsforma- 
ten aus: 


DIN BO 1000 x 1414 
DIN CO 917x 1297 
DIN DO 771 x 1090 


diophantische Gleichung (nach Dio- 
phantos von Alexandria, um 250 
n.Chr.): Bezeichnung für eine talge- 
braische Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten, für welche nur ganze 
Zahlen als Lösungen gesucht werden. 

Die Lösbarkeit linearer diophantischer 
Gleichungen läßt sich leicht feststellen: 
Die diophantische Gleichung ax=b 
(a, beZ) ist genau dann lösbar, wenn a 
ein Teiler von b ist. In diesem Fall 
existiert genau eine Lösung. 

Die diophantische Gleichung 


(a,b, ceZ) 







ax+by=c 


ist genau dann lösbar, wenn ggT(a, b) 
ein Teiler von c ist (1 Teilbarkeits- 
lehre). Eine spezielle Lösung (xo, Yo) 
liefert der teuklidische Algorithmus. 
Alle Lösungspaare (x,y) erhält man 
dann in der Form 
u ga u at 

x=Xo 7’ y=)o 1 
mit d=ggT(a,b) und teZ. 
Die allgemeine lineare diophantische 
Gleichung 


AıXıtA2X2+... +4, Xn=C 


(a1, Aa, ....,a„eZ) hat genau dann Lö- 
sungen, wenn ggT(aı,4>,...,a,) ein 
Teiler von c ist. 

Diophantische Gleichungen höheren 
Grades führen oft auf sehr schwere 
mathematische Probleme. Die Lösun- 
gen (x,y,z) von x?+y”’=z? sind die 


Diskont 


!pythagoreischen Zahlentripel. Die 
erst 1993 bewiesene f Fermatsche Ver- 
mutung besagt, daß die diophan- 
tische Gleichung x"+y"=z" für alle 
n>3 keine Lösung in NxNxN be- 
sitzt. 

Von besonderer Bedeutung für die 
t Zahlentheorie ist die Pellsche Glei- 
chung (nach J. Pell, 1610-1685) 


(neN), 


wobei n keine Quadratzahl sein soll. 
Diese Gleichung hat unendlich viele 
Lösungen. Ist (xo, yo) diejenige Lö- 
sung mit xo,Jo>0, für welche 
x+ ny y den kleinstmöglichen Wert an- 
nimmt, dann erhält man alle Lösungen 
(x, y) der Pellschen Gleichung aus 


R MER ı 

y % Jo *Xo 

(keZ), also durch Potenzieren der aus 
der Grundlösung (xo, yo) gebildeten 
1 Matrix. 

Die Minimallösung (xo, yo) erhält 
man mit Hilfe der Kettenbruchent- 
wicklung (t Kettenbruch) von yn. 
Diskont (kaufmännischer Diskont): 
Preisnachlaß, der dem Käufer gewährt 
werden kann, wenn er eine Rechnung 
schon vor Fälligkeit der Zahlung be- 
gleicht. Dieser Preisnachlaß besteht 
aus den Zinsen, welche der betreffende 
Geldbetrag zwischen Zahlung und 
Fälligkeit erbringen würde (1Zins- 
rechnung). Es sei K der Geldbetrag, n 
die Zahl der Tage zwischen Zahlung 
und Fälligkeit und p% der jährliche 
Zinsfuß. Bei der Berechnung des Dis- 
konts wird das Jahr mit 360 Tagen 
angenommen, also K an ei- 


x’—ny=1 


1 
Tag die Zi =. K,D 
nem Tag die Zinsen 360° r er 


Diskontbetrag für n Tage ist daher 
n Pp 
360 100 
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Den zugrundeliegenden ZinsfuB p% 
nennt man auch Diskontsatz. Subtra- 
hiert man den Diskont von dem ur- 
sprünglichen Betrag, so erhält man 
den Barwert des Betrags. Eine verein- 
fachte Form des kaufmännischen Dis- 
konts ist das tSkonto. 

Beispiel: Ein Betrag von 10000, — DM 
wird 30 Tage vor seiner Fälligkeit be- 
zahlt; der Diskontsatz betrage 5%. Es 
ist also 


= 10000. ar 
100 - 360 
gr 
Der Diskont beträgt daher 41,67 DM, 
der zu zahlende Betrag ist 
9958,33 DM. 


Diskontieren. Der Wert eines Geldbe- 
trages ist unter Berücksichtigung der 
Verzinsung abhängig von dem Zeit- 
punkt, zu welchem er gezahlt wird 
(TZinsrechnung). Die Berechnung des 
Wertes eines Geldbetrages zu einem 
früheren Zeitpunkt heißt Diskontieren. 
Verzinst man ein Kapital ein Jahr 
lang mit dem Jahreszinssatz p %, dann 
wird es mit 14-5, multipliziert. Ein 
Kapital K, hat also nach n Jahren 
den Wert 
p n 
Ku=ko(t+ 0)" 
Eine Zahlung vom Betrag K, in n 
Jahren ist also ebensoviel wert wie ei- 
ne Zahlung heute vom Betrag 


Kn 


p\r 
1 re 
| +) 


Man nennt K, den Barwert von K,. 


Ko= 


Der Faktor Fe. 


heißt Abzinsungs- 
+ 100 


faktor oder Diskontierungsfaktor. 


Die hier beschriebene Diskontierung 
mit Zinseszinsen wird z.B. im Versi- 
cherungswesen gebraucht. Beim kauf- 
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männischen ? Diskont dagegen rechnet 
man nur mit einfachen Zinsen, da es 
sich hier meistens um kürzere Zeiträu- 
me handelt. 

Beispiel 1: Ein Betrag von 100000 
DM wird in 12 Jahren fällig. Bei ei- 
nem Zinssatz von 6% hat er heute den 
Wert (in DM) 


100000 -(I-#8)"”=49 696,94. 
Die Berechnung von (r5#)'” erfolgte 
mit der [ y"]-Taste des tTaschen- 
rechners. Der Wert ist auf volle Pfennige 
gerundet. 
Beispiel 2: Ein Haus soll verkauft wer- 


den. Es liegen zwei Angebote vor: 


Angebot A: 
200000 DM sofort, 
100000 DM nach einem Jahr und 
120000 DM nach 2 Jahren. 


Angebot B: 
200000 DM nach einem Jahr und 
300000 DM nach 5 Jahren. 


Die Angebote sollen bei einem Zins- 
satz von 8% verglichen werden, indem 
die Zahlungen auf den Verkaufstag 
(„heute“) diskontiert werden. 


Angebot A: 


200000 + 100000: hz- 
+ 120000 -()? 
= 395473,25 (DM) 


Angebot B: 


200000 - 53 + 300000 - (--H8°)° 
=389 360,15 (DM) 


Angebot A erweist sich als günsti- 
ger. 

Diskriminante: Die der Tquadrati- 
schen Gleichung ax? +bx+c=0 zuge- 
ordnete Zahl D:=b?—4ac bezeichnet 
man als ihre Diskriminante. 

Zuweilen wird auch die Zahl 4D als 
Diskriminante der quadratischen Glei- 
chung definiert. Die (tkomplexen) Lö- 


distributiv 
sungen der quadratischen Gleichung 
lauten 
-b+yD -b-yYD 
Syn a SE 
2a 2a 


Sind die Koeffizienten der quadrati- 
schen Gleichung treelle Zahlen, so 
besitzt sie 

zwei reelle Lösungen, wenn D>0, 

eine reelle Lösung, wenn D=(, 

keine reelle Lösung, wenn D<O. 

Sind x,,x2 die komplexen Lösungen 
der quadratischen Gleichung, dann ist 


D=a?lx, —-x>)*. 
Allgemein nennt man das Produkt 
D= az"- 2 N 


1<si<k<n 


(x; x)? 


die Diskriminante des f Polynoms 
Isa + ti 
+41X+@ 


bzw. der Talgebraischen Gleichung 
f(x)=0, wenn a„#+0 ist und x1,...,X, 
Nullstellen des Polynoms sind. Die 
Diskriminante kann als ein Polynom 
in 40,41,...,d, geschrieben werden, 
wenn man nach Ausmultiplizieren die 
Vietaschen Formeln (talgebraische 
Gleichungen) benutzt. 

Beispiel: Die Diskriminante von 


A3X’+42X+a1X+0o 
lautet 

D=a3a?—-4azal —4a}ay 

-27a03a5 + 18az3a32aı Ad: 

Das Polynom f(x) besitzt einen mehr- 
fachen Linearfaktor genau dann, wenn 
seine Diskriminante den Wert O hat. 
distributiv: Ist (M,x*,o) eine Talge- 
braische Struktur mit zwei Verknüp- 
fungen, so heißt o distributiv bezüglich 
x, wenn für alle a,b,ceM gilt: 

ao(bxc)=(aob)x(aoc) (1) 

(linksdistributiv) 


Division 

und 
(axb)oc=(aoc)x(boc) (2) 
(rechtsdistributiv). 


Ist die Verknüpfung o tkommutativ, 
dann genügt die Angabe von (1). Man 
sagt, in (M,x,o) gelte das Distributiv- 
gesetz. Beispiele für algebraische 
Strukturen mit distributiven Verknüp- 
fungen sind TRinge und ?Boolesche 
Algebren. Die Multiplikation von 
Zahlen ist distributiv bezüglich der 
Addition, denn für Zahlen a,b, c gilt 


a-(b+c)=(a-.b)+(a:c). 


Division: Das Dividieren („Teilen“) 
von Zahlen wird mit dem Divisions- 
doppelpunkt „:“ beschrieben. Das Er- 
gebnis einer Division heißt Quotient. 
Quotienten gibt man auch mit einem 


Bruchstrich an, also in der Form 7 In 


dem Quotient a:b heißt a der Divi- 
dend, und b der Divisor. Dividiert man 
durch mehrere Zahlen, so ist es oft 
zweckmäßig, erst die Divisoren zu 
multiplizieren und dann durch das 
Produkt zu dividieren: 


((72840:3):5):4) 
=72840:(3-5-4)=72840:60= 1214. 


Oft ist aber auch das umgekehrte Ver- 
fahren zweckmäßig, besonders wenn 
man die Division „im Kopf“ ausführt: 


432:36=(432:4):9=108:9= 12. 


Zur Division großer Zahlen benutzt 
man den tTaschenrechner oder das 
Verfahren der schriftlichen Division: 
Ist die Division a:b durchzuführen, so 
schreibt man diese Aufgabe zunächst 
in der Form 


a=b.| | 


und bestimmt in der Leerstelle[___ |] 
den Quotient ziffernweise, von vorne 
beginnend. 
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Beispiele: 
1) Es ist 7284:6 zu berechnen. 
7284=6-[ 1214] 7284 
6336-1255 6000 
122: ns 1284 
-2}: 62 — 1200 
08: 2: 84 
- 6 6-0 
24 24 
- 24 6-4 = 4 
0 0 


Es ergibt sich 7284:6=1214. Hier 
geht die Division auf, es bleibt kein 
Rest. Die Zahl 6 ist also ein Teiler 
von 7284 (1 Teilbarkeitslehre). Im fol- 
genden Beispiel bleibt ein Rest, so daß 
man von Division mit Rest spricht. 
2)Es ist die Division 36581:13 auszu- 
führen. 
36581 =13-| 2813 |+12 
26 
105 
104 REST 
18 
13 
51 
39 
12 





Mit Hilfe von tBruchzahlen schreibt 
man das Ergebnis aus 2) in der Form 


351-2813+4. 
Die Schreibweise 
36581:13=2813 Rest 12 


sollte man vermeiden, weil die Angabe 
„Rest 12“ nur bezüglich des Divisors 
13 eindeutig ist: Es gilt 


38:7=5 Rest 3 
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und 
58:11=5 Rest 3, 


aber 38:7+58:11. 

Allgemein versteht man unter der Di- 
vision mit Rest von a durch b die Dar- 
stellung 


a=b-v+r mit 0<sr<b. 


Ist r=0, dann ist b ein Teiler von a. 
Mit Hilfe von Bruchzahlen kann man 
schreiben 
a 2 
b» 
Geht die Division zweier natürlicher 
Zahlen nicht auf, dann kann man 
das Ergebnis als Kommazahl (1 De- 
zimalzahl) schreiben; diese ist abbre- 
chend oder periodisch (1 Dezimal- 
bruchentwicklung). 
3) Es soll 12:13 als Dezimalzahl ge- 
schrieben werden: 
12,000000. .. =13-0,923076 
17 
30 
26 
40 
cz 
10 
oo 
Periode! 100 
9 
90 
78 
12 


Mit diesem Ergebnis läßt sich die Di- 
vision in 2) folgendermaßen ausfüh- 
ren: 


36581:13=2813,923076. 
Bei der Division von Kommazahlen 


(t Dezimalzahlen) erweitert man zweck- 
mäßigerweise erst so, daß der Di- 


Doppelverhältnis 


visor ganzzahlig wird: 
639,67:3,14= 63967: 314. 
4) Division von 2783,693 durch 12: 


2783,693 = 12-231,974416 
24 
38 
36 
23 
12 
11 6 
10 8 


89 
34 
53 
a 
50 
I 
20 
12 


80 Periode! 
> 
8 


Im Quotient (Ergebnis) wird das 
Komma gesetzt, sobald beim Herun- 
terholen der Ziffern des Dividenden 
das Komma überschritten wird. Man 
erhält den Quotienten 231,974416. In 
der Regel muß das Ergebnis nicht 
mehr Stellen hinter dem Komma be- 
sitzen als der Dividend; also kann 
man 


2783,693:12= 231,974 


(t Runden) schreiben. 
Doppelverhältnis: Liegen die vier 
Punkte A,, A,, Pı, PR auf einer Gera- 
den und sind sie paarweise verschie- 
den, dann nennt man die Zahl 


AR AB, 
AR AP, 

das Doppelverhältnis dieser vier 
Punkte (genauer: des Punktequadru- 








Dreieck 


pels (A1,A2,Pı,P;,), weil es auf die 
Reihenfolge der Punkte ankommt). 
Dabei setzt man für drei kollineare 
Punkte A, B, C 


AC a ek 

AB 
(1 Vektor). 
Das Doppelverhältnis ist invariant 
bezüglich projektiver Abbildungen 


(tprojektive Geometrie). 

Durch Permutieren (Vertauschen) der 
Punkte des Quadrupels (A,,A>, 
PP) erhält man zunächst 4!=24 
(tFakultät) verschiedene Quadrupel, 
von diesen haben je vier das gleiche 
Doppelverhältnis. Hat (A,,A;>,Pı,B) 
das Doppelverhältnis A mit /#+0 
und A#+1, dann erhält man folgende 
Werte für die Doppelverhältnisse: 


l 

fıA)=4, AU)=-, 
i l 
SA)=1-4, Jl)= 
A—1 1 
Ssa=——, Scad=—- 


Die Funktionen fı, f2> Sa» Sas Ss: Se 
bilden bezüglich der ? Verkettung eine 
Gruppe; diese ist isomorph zur 
Gruppe aller Permutationen von drei 
Elementen (symmetrische Gruppe 
vom Grad 3). 

Ist das Doppelverhältnis des Quadru- 
pels (A,,A2,Pı,P;) gleich —1, dann 
liegt eine Tharmonische Teilung vor. 
Dreieck. Die üblichen Bezeichnungen 
für die Ecken, Seiten (und Seitenlän- 
gen) sowie TWinkel (und Winkelgrö- 
Ben) eines Dreiecks entnehme man der 
Abbildung 1. 

Es gelten folgende Beziehungen: 

(1) Die Summe der Winkel (Innen- 
winkel) eines Dreiecks beträgt 180° 
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(Winkelsummensatz): 


&+ß+y=180°. 





Abb. 1: Dreieck 


(2) Die Summe zweier Seitenlängen 
ist stets größer als die dritte Seitenlän- 
ge (tDreiecksungleichung): 


a+b>c, b+c>a, c+a>b. 


(3) Dem größeren von zwei Winkeln 
liegt die längere Seite gegenüber, und 
der längeren von zwei Seiten liegt der 
größere Winkel gegenüber, also 


a>b>ua>Bß. 


Ein Dreieck heißt spitzwinklig, wenn 
alle Winkel kleiner als 90° (Trechter 
Winkel) sind. Ein Dreieck heißt recht- 
winklig, wenn es einen Winkel der 
Größe 90° besitzt. Es heißt stumpf- 
winklig, wenn einer seiner Winkel grö- 
Ber als 90° ist (Abb. 2). 


N. 


spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig 
Abb. 2 


Ein Dreieck heißt gleichschenklig, 
wenn es zwei gleich lange Seiten (und 
dann auch zwei gleich große Winkel) 
besitzt (Abb. 3). 
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Abb. 3: gleichschenkliges Dreieck 


Ein Dreieck heißt gleichseitig, wenn 
alle Seiten gleich lang sind. Dann sind 
auch alle Winkel gleich groß, nämlich 
60° (Abb. 4). 





A 


a 


Abb. 4: gleichseitiges Dreieck 


Die Gerade, die durch eine Ecke geht 
und rechtwinklig zu der gegenüberlie- 


genden Seite ist, heißt Höhe im 
Dreieck. Die drei Höhen eines 
Dreiecks schneiden sich in einem 


Punkt H (Höhenschnittpunkt). Dieser 
liegt bei spitzwinkligen Dreiecken im 
Innern, bei stumpfwinkligen Dreiecken 
im Äußern des Dreiecks (Abb. 5). 
Bei rechtwinkligen Dreiecken ist H der 
Eckpunkt, in welchem der rechte Win- 
kel liegt. 

Die Schnittpunkte der Höhen mit den 
Seiten heißen Höhenfußpunkte. Die 
Höhen bezeichnet man mit h,, hr, h.- 


Dreieck 





Abb. 5 


Mit den gleichen Symbolen bezeichnet 
man aber auch die Strecken zwischen 
den Eckpunkten und Höhenfußpunk- 
ten sowie deren Längen und spricht 
dabei auch kurz von den „Höhen“, 
wenn keine Verwechslungen zu be- 
fürchten sind. 

Die Gerade durch den Mittelpunkt 
einer Seite, welche rechtwinklig zur 
Seite ist, heißt Mittelsenkrechte im 
Dreieck. Die drei Mittelsenkrechten 
im Dreieck schneiden sich in einem 
Punkt M, dem Umkreismittelpunkt des 
Dreiecks. Denn die Mittelsenkrechte 
einer Strecke ist der Tgeometrische 
Ort aller Punkte, die von den End- 
punkten der Strecke gleich weit ent- 
fernt sind. Folglich hat M von allen 
drei Ecken des Dreiecks die gleiche 
Entfernung. Der Punkt M liegt bei 
spitzwinkligen Dreiecken im Innern, 


Dreieck 


bei stumpfwinkligen Dreiecken im 
Äußern des Dreiecks (Abb. 6). Bei 
rechtwinkligen Dreiecken liegt M auf 
der dem rechten Winkel gegenüberlie- 
genden Seite (? Thales, Satz von). 





Abb. 7 


Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks 
sind die Höhen seines Mittendreiecks 
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(Abb. 7). Die Tatsache, daß sich die 
Höhen eines Dreiecks in einem Punkt 
schneiden, kann man also auf die ent- 
sprechende Aussage für die Mittel- 
senkrechten zurückführen. 

Die Gerade durch einen Eckpunkt 
und den Mittelpunkt der gegenüber- 
liegenden Seite heißt Seitenhalbierende 
im Dreieck. Die drei Seitenhalbieren- 
den im Dreieck schneiden sich in ei- 
nem Punkt $, dem ?Schwerpunkt des 
Dreiecks. Die vom Dreieck ausge- 
schnittenen Strecken der Seitenhalbie- 
renden werden von $ im Verhältnis 
2:1 geteilt (tTeilung einer Strecke), 
wobei das längere Stück die Strecke 
zwischen S und dem Eckpunkt ist 
(Abb. 8). Für die Seitenhalbierenden, 
die vom Dreieck ausgeschnittenen 
Strecken und deren Längen verwendet 
die Bezeichnungen s,, 5), Se. 





A 


Abb. 8 


Die Gerade durch einen Eckpunkt, 
welche den dortigen Innenwinkel hal- 
biert, heißt Winkelhalbierende des 
Dreiecks. Die drei Winkelhalbieren- 
den eines Dreiecks schneiden sich in 
einem Punkt W, dem Inkreismittel- 
punkt des Dreiecks. Denn die Winkel- 
halbierende eines Winkels ist der 
tgeometrische Ort aller Punkte, die 
von den Schenkeln des Winkels den 
gleichen t Abstand haben. Folglich hat 
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W von allen drei Seiten des Dreiecks 
den gleichen Abstand (Abb. 9). 





Abb. 9 


Für die Winkelhalbierenden, die auf 
ihnen von dem Dreieck ausgeschnitte- 
nen Strecken und deren Längen ver- 
wendet man die Bezeichnungen w,, 
Wp, Wy. 


4 






Abb. 10 


Feuerbachscher Kreis 


Dreieck 


Die Winkelhalbierenden der Außen- 
winkel schneiden sich gemeinsam mit 
den zugehörigen Winkelhalbierenden 
der Innenwinkel in den Ankreismittel- 
punkten (vgl. Seite 117). 

Der Höhenschnittpunkt H, der Schwer- 
punkt S und der Umkreismittelpunkt 
M liegen auf einer Geraden, der Eu- 
lerschen Geraden des Dreiecks (nach 
L. Euler, 1707-1783). Dabei gilt 
HS:SM =2:1 (Abb. 10). 

Die Seitenmitten M,, M,, M., die Hö- 
henfußpunkte H,, H,, H, und die Mit- 
telpunkte der bei den Ecken liegenden 
Höhenabschnitte A,, Bı, C, liegen auf 
einem Kreis (Abb. 10). Dieser heißt 
der Neunpunktekreis oder der Feuer- 
bachsche Kreis des Dreiecks (nach 
K.W. Feuerbach, 1800-1834). 

Der Feuerbachsche Kreis berührt den 
Inkreis und die drei Ankreise des 


Eulersche Gerade 


Formeln und Sätze am Dreieck 


Höhenformeln: 
h.=b-sina=a-sinß 
h,=a-siny=c-sin« 
h„=c-sinß=b-siny 
Sehnenformeln: 

a=?2r-sina 
b=2r.sinß 
c=?2r-siny 
Umkreisradius: 

3 BEERE ec 
" 2-sina 2-sinß 2-siny 


Inkreisradius: 





0=4r-sinS-sind «sin? 


2 
Umfang 
= et 
u=8r cos, cos, cos, 
Flächeninhalt: 


A=%-a-h,=%-b-hy=%-c-h. 
=+ab-siny=$ac-sinß=%bc-sin«a 
=2r?.sina-sin ß-siny 





_abe 
 _4r 
A= Vs(s —a)(s—b)(s-c) 
mit == u ar (tHeronsche Formel) 
Kosinussatz: 


c?=a?+b?—2abcosy, also 


a?’+b?—2bv, wenn y<90° 
c?=!a?+b2, wenn y=90° 
a?+b?+2bv, wenn y>90° 
au=bv=abcosy=%(a?+b?—.c?) 


Winkelhalbierende: 


1 a 
rer Vabla+b+c)(a+b-c) 





p:q=a:b 


Inkreis und Ankreise 





Dreiecks. Sein Radius ist gleich dem 
halben Radius des Umkreises, sein 
Mittelpunkt liegt auf der Eulerschen 
Geraden und bildet zusammen mit M, 
H und $ vier tharmonische Punkte. 


A c B 
Abb. I1 
Mit Hilfe der Winkelfunktionen (1 Tri- 


gonometrie) kann man Winkel, Sei- 
tenlängen, Inkreisradius usw. für ein 


Inkreisradius: 
eo (a+b+c)=2A 


Ankreisradien: 
0.(-a+b+c)=2A 
&la-b+c)=2A 
0.(a+b—-c)=2A 
le 
-=—4—+— 
[Ü Oa 0b ©. 
00.00. = A? 
9. t++0.-0=4r 
(A: Flächeninhalt) 


Dreieck berechnen, wenn dieses durch 
geeignete Bestimmungsstücke gegeben 
ist (vgl. S. 116). 

Ist ein Dreieck im kartesischen TKo- 
ordinatensystem durch seine Eck- 
punkte (X1, Yı), (X2» 2), (X3, 93) gege- 
ben, dann läßt sich sein Flächeninhalt 
mit Hilfe einer t Determinante ange- 
ben: A=$|D| mit 


l xı yı 


D=|l x y 
l x y3 
=Xı(y2a-y3)+X2(y3-yı) 
+x3(yı -y2). 


Beispiele zur Konstruktion von Drei- 
ecken mit Zirkel und Lineal: 

1) Die Seitenlängen a, b und c seien 
gegeben. Man zeichnet die Seite c und 


Dreieck 


um deren Endpunkte A und B Kreise 
mit den Radien b bzw. a. Der Punkt 
C ergibt sich als Schnittpunkt dieser 
Kreise (Abb. 11, Seite 117). Man fin- 
det zwei solche Schnittpunkte, die bei- 
den zugehörigen Dreiecke sind aber 
Tkongruent zueinander. 

2) Die Seitenlängen a und b und der 
eingeschlossene Winkel y seien gege- 
ben. Man zeichnet einen Winkel der 
Größe y und trägt auf seinen Schen- 
keln die Längen a und 5 ab (Abb. 12). 





A 


Abb. 13 


3) Die Seiten b, c und der Winkel y 
seien gegeben. Man zeichnet die 
Strecke AC der Länge b, trägt in C 
den Winkel y an und zeichnet dann 
einen Kreis um A mit dem Radius c 
(Abb. 13). Ist b>c, dann erhält man 
zwei zueinander inkongruente Lösun- 
gen, wenn das Lot von A auf den 
freien Schenkel von y kleiner als c ist 
(Abb. 14). 
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A 
Abb. 14 


4) Die Seite c und die Winkel «, ß 
seien gegeben. Man zeichnet die Seite 
c und trägt die Winkel an ihren End- 
punkten an (Abb. 15). 


C 

A c B 
Abb. 15 

5) Der Winkel « und die Höhen h, 
und h. seien gegeben, wobei &«<90°. 
Man konstruiert zuerst das Dreieck 
ABD, von dem man alle Winkel und 
eine Seite kennt (Abb. 16). Der Punkt 
C liegt auf der Verlängerung der Seite 


AD über D hinaus und der Parallelen 
zu AB im Abstand h.. 
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6) Es seien die Seiten b, c und die 
Seitenhalbierende s, gegeben. Man 
konstruiert zunächst das Dreieck 
ABA*, von dem man alle drei Seiten 
kennt (Abb. 17). Dieses ergänzt man 
zu einem Parallelogramm und erhält 
so den Punkt C. 





Abb. 17 


7) Es seien die Winkel «, ß und der 
Umkreisradius r gegeben. Man zeich- 
net zunächst ein Dreieck mit den 
Winkeln «, ß, konstruiert dessen Um- 
kreismittelpunkt M und streckt das 
Dreieck von M aus so, daß der Um- 
kreis den gewünschten Radius erhält 
(Abb. 18; tgeometrische Abbildun- 


gen). 


Abb. 18 


8) Es seien die Winkel «, ß und der 
Inkreisradius o gegeben. Man verfährt 
wie in Beispiel 7. 

9) Es seien die Stücke c, h. und «& 
gegeben. Man zeichnet die Seite c, 


Dreiecksungleichung 


trägt den Winkel « an und schneidet 
dessen freien Schenkel mit der Paral- 
lelen zu AB im Abstand h. (Abb. 19). 





A c B 
Abb. 19 


10) Es seien die Stücke c, h, und y 
gegeben. Man zeichnet die Seite AB 
der Länge c, die Parallele zu AB im 
Abstand h. und den Faßkreisbogen 
(tKreis) über AB zum Winkel y. In 
Abb. 20 ergeben sich zwei zueinander 
kongruente Lösungen. 





Abb. 20 


Dreiecksungleichung: Für alle reellen 
Zahlen a, b geltende Beziehung 


la+bl<jal+|bl 


(T Betrag). Der Name rührt daher, daß 
in einem Dreieck mit den Seitenlän- 
gen a, b, c die Ungleichung csa+b 
gilt. Man beachte auch die Analogie 


Dreisatzrechnung 


zu folgender Betragsungleichung für 
t Vektoren (Abb. 1): 


ld+bl<jal+|b). 


Sı 
+ 
| 


S| 


Abb. 1 


Die Dreiecksungleichung gilt auch für 
Tkomplexe Zahlen. 

Für reelle Zahlen beweist man die 
Dreiecksungleichung anhand von 
Fallunterscheidungen bezüglich der 
Vorzeichen der Zahlen a, b. Für drei 
Zahlen a, b, c gilt 


la+b+cl<lal+|b|+Jc|. 


Die Dreiecksungleichung für n Sum- 
manden lautet 








Aus der Dreiecksungleichung folgt 
auch die Beziehung |a+b]>||a| —|bl|. 
Für alle (reellen oder komplexen) 
Zahlen a, b gilt also 


Ilal-|bllsla+tbi<jal+|bl. 


(ältere Bezeich- 
auch Schlußrech- 


Dreisatzrechnung 
nung: Regeldetri; 
nung): 

a) Einfacher direkter Dreisatz (quo- 
tientengleiche Größenpaare) 

Eine Größe b (etwa die Kosten einer 
Ware) soll so von einer Größe a (etwa 
die Menge einer Ware) abhängen, daß 


der Quotient ; stets die gleiche Größe 


hat. Kennt man ein Paar (a,,b,) zu- 
sammengehöriger Größen, kennt man 
ferner von einem weiteren Paar die 
Größe a,, dann kann man die zuge- 
hörige Größe b, berechnen: 
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b -b 
Aus al folgt a 
d, dı aı 
Beispiel: 6kg Farbe kosten 54 DM. 
Wieviel kosten 15 kg? 
6 kg kosten 54 DM. 
1 kg kostet & DM 
(Schluß auf die Einheit). 


15 kg kosten 212 DM (=135 DM). 


Man schreibt also drei Sätze (daher 
die Bezeichnung „Dreisatz“) in folgen- 
der Form auf: 


„Dr. 


b 
...— (Schluß auf die Einheit). 
aı 


-b 
a € (= gesuchte Größe x). 
aı 





b) Einfacher indirekter (umgekehrter) 
Dreisatz (produktgleiche Größenpaare) 
Eine Größe b (etwa die Zeit für eine 
Arbeit) soll so von der Größe a (etwa 
die Zahl der eingesetzten Arbeiter) ab- 
hängen, daß das Produkt a-b stets die 
gleiche Größe hat. Kennt man ein 
Paar (a,, b,) zusammengehöriger Grö- 
Ben, kennt man ferner von einem wei- 
teren Paar nur die Größe a,, dann 
kann man die zugehörige Größe b, 
berechnen: 


dı® b, 
Aus a;-x=a;-b, folgt x = ——. 
az 
Beispiel: Ein landwirtschaftlicher 


Großbetrieb setzt für die Weizenernte 
3 Mähdrescher ein, welche gemeinsam 
70 Arbeitsstunden benötigen. Wie lan- 
ge dauert die Ernte, wenn 5 Mähdre- 
scher eingesetzt werden? 
3M. benötigen 70 Stunden. 
1 M. benötigt 3-70 Stunden 

(Schluß auf die Einheit). 
5 M. benötigen 37% (=42) Stunden. 


Dreisatzrechnung 


.C 
a,b a,.b 





Falll Fallll Fall III FallIV 


In diesem Beispiel 
Schema angewendet: 


wird folgendes 


„bi. 
a,+b, (Schluß auf die Einheit). 


a,-bı 


(= gesuchte Größe x). 
a, 


c) Doppelter Dreisatz 

Beim doppelten Dreisatz wird aus 
einem bekannten Größentripel (a,, bı, 
c,) und zwei bekannten Größen 
a,,b, eines weiteren Größentripels 
(a,, b,, x) auf die unbekannte Größe x 
geschlossen. Hier sind verschiedene 
Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
ob 


(a),b,) und (a,,b,), 
(a),cı) und (qa3,X), 
(bı,cı) und (b,,x) 


quotientengleiche oder produktgleiche 
Größenpaare sind. Hier schreibt man 
5 statt 3 Sätze hin. Es sind vier Fälle 
I, II, III, IV zu unterscheiden (vgl. 
Tafel 1). 

Beispiel zu FallI: Eine Großküche 
verbraucht für 30 Personen für 5 Tage 
18kg Fleisch. Es soll nun 20 Tage 
lang für 42 Personen gekocht werden. 





Wieviel Fleisch benötigt man? 


30 P. benötigen für 5 Tage 
18 kg Fleisch. 
1 P. benötigt für 5 Tage 
45 kg Fleisch. 
1 P. benötigt für I Tag 
30°5 kg Fleisch, 
1 P. benötigt für 20 Tage 
I kg Fleisch. 
42 P. benötigen für 20 Tage 
18,20,42 kg Fleisch. 


Beispiel zu Fall II: Zur Produktion 
von 2800 Einheiten einer Ware benö- 
tigt man bei Einsatz von 16 Ferti- 
gungsautomaten 21 Stunden. Welche 
Zeit benötigt man bei Einsatz von nur 
12 Fertigungsautomaten zur Produk- 
tion von 5000 Einheiten? 


2800 E. mit 16 Automaten 
in 21 Stunden. 

100 E. mit 16 Automaten 
in 3$ Stunden. 

100 E. mit 1 Automaten 


in 243% Stunden. 


Dualitätsprinzip 


100 E. mit 12 Automaten 


in 334$ Stunden. 


5000 E. mit 12 Automaten 


in 243872° Stunden. 


Beispiel zu Fall III: 3 Mähdrescher 
benötigen zum Abernten von 20ha 
Weizen 70 Stunden. Wie lange dauert 
es, bis 5 Mähdrescher 45 ha abgeerntet 
haben? 
3 M. ernten 20 ha 

in 70 Stunden ab. 
1 M. erntet 20 ha 

in 70-3 Stunden ab. 
1 M.erntet Iha 

in 795° Stunden ab. 
1 M. erntet 45 ha 

in 73,#- Stunden ab. 
5 M. ernten 45 ha 

in 2 Stunden ab. 


Beispiel zu Fall IV: Zur Herstellung 
einer bestimmten Stückzahl einer Wa- 
re benötigen 16 Fertigungsautomaten 
bei täglichem Einsatz von 10 Stunden 
210 Tage. Wie viele Tage benötigen 
20 Fertigungsautomaten bei 24stündi- 
gem Einsatz für die gleiche Stück- 
zahl? 
16 Aut. benötigen bei 10stündigem 
Einsatz 210 Tage. 
1 Aut. benötigt bei 1Ostündigem 
Einsatz 16-210 Tage. 
1 Aut. benötigt bei Istündigem 
Einsatz 10-16-210 Tage. 
1 Aut. benötigt bei 24stündigem 
Einsatz 10-18,210 Tage. 


20 Aut. benötigen bei 24stündigem 


Einsatz 194410 Tage. 


Dreisatzrechnungen kann man be- 
quem mit dem ?Rechenstab durchfüh- 
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ren. Beim direkten Dreisatz benutzt 
man die Skalen C (auf der Zunge) und 
D (auf dem Stabkörper), beim indirek- 
ten Dreisatz benutzt man die Skalen 
CI (Inversskala, aufder Zunge) undD. 
Dualitätsprinzipr. Die Axiome der 
tprojektiven Geometrie sind symme- 
trisch bezüglich der Begriffe „Punkt“ 
und „Gerade“ im Fall der ebenen pro- 
jektiven Geometrie. Daher gilt folgen- 
der Satz (Dualitätsprinzip der ebenen 
projektiven Geometrie): 


Jeder Satz der ebenen projektiven 
Geometrie, in dem außer logischen 
und arithmetischen Begriffen nur die 
Begriffe 

Punkt, Gerade, liegt auf, 

geht durch, verbinden, 

schneiden, trennen 


vorkommen, bleibt richtig, wenn man 
diese Begriffe der Reihe nach durch 


Gerade, Punkt, geht durch, 
liegt auf, schneiden, 
verbinden, trennen 


ersetzt. 

Der Satz von ?TDesargues ist dual zu 
seiner Umkehrung, d.h. die beiden 
Sätze folgen durch obige Ersetzungen 
auseinander („Dualisierung“). Der Satz 
von tPascal ist dual zum Satz 
von tBrianchon, denn einem ? Kegel- 
schnitt entspricht als dualer Begriff 
wieder ein Kegelschnitt. 


Nach dem Dualitätsprinzip der räum- 
lichen projektiven Geometrie bleibt je- 
der Satz richtig, wenn man folgende 
Ersetzungen (gleichzeitig) vornimmt: 


Punkt ersetzt durch Ebene, 
Ebene ersetzt durch Punkt, 
Gerade ersetzt durch Gerade, 
verbinden ersetzt durch schneiden, 
schneiden ersetzt durch verbinden, 
trennen ersetzt durch trennen, 
liegt auf ersetzt durch geht durch, 


geht durch ersetzt durch liegt auf. 


123 


Die beiden folgenden Sätze sind dual 
zueinander: 

a) Drei Punkte, die nicht auf einer 
Geraden liegen, werden durch drei 
Geraden verbunden, die in einer Ebe- 
ne liegen (Abb. 1). 





Abb. I 


b) Drei Ebenen, die nicht durch eine 
Gerade gehen, schneiden sich in drei 
Geraden, die durch einen Punkt gehen 
(Abb. 2). 





Abb. 2 


Dualsystem (Zweiersystem, dyadisches 
oder binäres Zahlensystem): Stellen- 
wertsystem mit der Basis 2. Mit Hilfe 
der Ziffern O und 1 (oft auch O und L 
geschrieben) werden die natürlichen 
Zahlen als Summen von Zweierpoten- 
zen dargestellt (? Stellenwertsystem): 


n=a,2"+a,_,2"'+..+a,2+@ 
oder kürzer 


n=(a,4,_1:..4ı d0)® 


Dualsystem 


mit a,€{0, 1} für i=0,1, ..., r. 
Die Ziffern ao,a,,...,a, sind dabei 
eindeutig bestimmt: 


ao Ist der Zweierrest von n; 


j . n—do 
a, ist der Zweierrest von 7 : 





A, ist der Zweierrest von 
n—ao—2a, 
32 : 


a, ist der Zweierrest von 
Nn—-a—-412-..—a,_,2""1 
2 





Beispiele: 


100011119 =2"+2?+2?+2'+2° 
=128+8+4+2+1=143 


37=2.18+1 
18=2-9+0 
9=2.4+1 
4=2.24+0 
2=2-1+0 
1=2-0+1 

37=(100101)o 

— 


Beim Rechnen im Dualsystem muß 
man z.B. beachten, daß 1+1=(10)o. 
Beispiele (der Index & ist stets weg- 
gelassen): 


1001101 
+111010 
111 


10000111 


1011-1101 
1011 
1011 
0000 
1011 


10001111 


Die ersten natürlichen Zahlen lauten 
in der Dualschreibweise: 


Durchmesser 

dezimal dual dezimal dual 
0 0 6 110 
1 1 7 111 
2 10 8 1000 
3 11 9 1001 
4 100 10 1010 
5 101 11 1011 


Große praktische Bedeutung erlangte 
das Dualsystem durch die Entwick- 
lung der modernen Datenverarbei- 
tungsanlagen, da sich die zwei Zeichen 
0 und 1 technisch besonders leicht 
realisieren lassen (im einfachsten Fall 
durch Aus- und Einschalten eines 
Schalters). 

Durchmesser (Diameter): Jede durch 
den Mittelpunkt eines Kreises oder ei- 
ner Kugel verlaufende Verbindungs- 
strecke zweier Punkte der Kreislinie 
bzw. der Kugeloberfläche (Kreis- bzw. 
Kugeldurchmesser). Da alle Durchmes- 
ser eines Kreises bzw. einer Kugel die 
gleiche Länge haben, nennt man auch 
diese Länge den Durchmesser des 
Kreises bzw. der Kugel. Bei einer tEI- 
lipse nennt man die Sehnen durch den 
Mittelpunkt ebenfalls Durchmesser. 
Zwei Ellipsendurchmesser heißen kon- 
Jugiert. wenn sie bei einer axialen 
Streckung (Tgeometrische Abbildun- 
gen) aus zwei zueinander rechtwinkli- 
gen Kreisdurchmessern hervorgehen 
(Abb. 1). 


Abb. 1: Konjugierte Ellipsendurchmesser 
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Unter dem Durchmesser einer zusam- 
menhängenden Punktmenge versteht 
man auch das Maximum aller Längen 
PO, wenn P und O die Punktmenge 
durchlaufen. Oft benutzt man diesen 
Begriff aber auch nur für tkonvexe 
Punktmengen. 

Durchschnitt: 1) Die Schnittmenge 
zweier Mengen nennt man auch ih- 
ren Durchschnitt oder ihre Durch- 
schnittsmenge. 

2) Der Durchschnitt endlich vieler 
Zahlen oder Größenangaben ist ihr 
Tarithmetisches Mittel oder ein an- 


derer geeigneter ? Mittelwert. Man 
spricht z.B. von Durchschnittsgröße, 
Durchschnittspreis, Durchschnittsge- 
schwindigkeit. 


E 


Ebene: Punkt, Gerade und Ebene 
sind Grundbegriffe der räumlichen 
Geometrie. In einem räumlichen tKo- 
ordinatensystem wird eine Ebene 
durch eine TGleichung dargestellt. Bei 
den Ebenengleichungen unterscheidet 
man die Normalform, die Achsenab- 
schnittsform, die Vektorform, die Deter- 
minantenform, die Normalenform und 
die Hessesche Normalenform: 
Normalform: Sind a, b, c reelle Zah- 
len, die nicht alle gleich 0 sind, dann 
ist 


E: ax+by+cz=d 


die Gleichung einer Ebene; sie besteht 
aus allen Punkten (x, y, z), die dieser 
Gleichung genügen. Ist r eine von O0 
verschiedene reelle Zahl, dann be- 
schreibt die Gleichung 


E:rax+rby+rcez=rd 
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dieselbe Ebene E wie die obige Glei- 
chung. Durch drei Punkte, die nicht 
auf einer Geraden liegen, geht genau 
eine Ebene. Eine Gleichung für die 
Ebene durch die Punkte 


(X 1, Yı» Zı) 

(x2, y2» Z;) 

(X3, Ya, 23) 
gewinnt man, indem man das tlineare 
Gleichungssystem 

axı +byı +cz,=d 

aX2+by,3+cz2=d 

AX3+by3+cz3=d 
nach den Variablen a, b, c, d auflöst. 
Beispiel: Es soll die Ebene durch 
die Punkte (1,0, 1), (-1, —-1,2) und 
(3,—2, — 1) bestimmt werden. Die K.oef- 
fizienten a,b,c,d in der Normalform 


der Ebenengleichung müssen dem 
Gleichungssystem 


a + c=d 
—a-—- b+2c=d 
3a—-2b- c=d 


genügen. Man erhält 


a=2r, der, cin d=sär 


mit einer beliebigen reellen Zahl r. Ei- 
ne Gleichung der gesuchten Ebene ist 
also (mit r=1) 


E: 2x—-y+3z=5. 


Die Schnittgeraden der Ebene E mit 
den Koordinatenebenen heißen die 
Spurgeraden der Ebene. Die Ebene E 
in obigem Beispiel hat die Spurgera- 
den mit den Gleichungen 


&xy: 2X—-y=5 
(in der x y-Ebene), 
&xz! 2X+3z=5 


(in der xz-Ebene), 


8: -y+3z=5 
(in der yz-Ebene). 


Ebene 


Achsenabschnittsform: Schneidet eine 
Ebene die Koordinatenachsen in den 
Punkten 


(u,0,0), (0,v,0), (0,0, w), 
dann hat sie die Gleichung 


E: EA l 
u vw 
(Abb. 1). Dabei darf keine der Zahlen 


u, v, w gleich Null sein. 





Abb. 1 


Vektorform (Parameterform): Eine 
Ebene E ist durch einen Punkt A (mit 
dem tOrtsvektor d) und zwei linear 
unabhängigen Vektoren Ü:=AB, dv: 
=AC (A,B, CeE) bestimmt. Ist P ein 
beliebiger Punkt der Ebene, so gibt es 
zwei reelle Zahlen r, s derart, daß 


OP=d+trü+st 


gilt (Abb. 2). Durchlaufen r und s die 
Menge der reellen Zahlen, dann erhält 
man die Ortsvektoren aller Punkte 
von E. 

Man nennt 


E:X=d+rü+sv 


die Parameterform (1 Parameterdar- 
stellung) oder Punkt-Richtungs-Form 


Ebene 


der Ebenengleichung. Der Vektor a 
heißt Stützvektor, die Vektoren u,V 
heißen Spannvektoren oder Richtungs- 
vektoren der Ebene. Die Variablen r 
und s heißen die Parameter der Glei- 
chung. Man nennt E die von Ü und Ü 
aufgespannte Ebene durch den Punkt A. 





x 
Abb. 2 


Bezeichnet man den von ü und T er- 
zeugten Unterraum mit (U,0) (tEr- 
zeugnis), dann kann man die Ebenen- 
gleichung auch in der Form 

E: x=d+<ü, 0) 
schreiben. Sind 5 und © die Ortsvek- 
toren der Ebenenpunkte B und C und 
liegen A, B, C nicht auf ‚einer Geraden, 
dann kann man Ü:=b-aä und V:= 
© -d als Spannvektoren benutzen. Die 
Ebenengleichung hat dann die Form 

E: X=d+r(b-d)+s(C-a). 
Daraus ergibt sich auch folgende Dar- 
stellung: 

E: X=ad+ßb+yd 

mit &+ß+y=1. 

Schränkt man hierbei die Parameter 
a,ß,y auf positive Werte ein, dann 
erhält man alle Punkte im Innern 
des von A,B, C gebildeten Dreiecks 
(Abb. 2). 
Determinantenform: An der Vektor- 
form der Ebenengleichung erkennt 
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man, daß X genau dann Ortsvektor 
eines Ebenenpunktes ist, wenn die 
Vektoren X-a, ü, v linear abhängig 
sind, wenn also die tDeterminante 
aus diesen Vektoren den Wert O0 hat. 
Wegen 


xy z 1 
% Jı Zı | 
X 2 2 | 

l 


X3 3 22 


x-Xı y-)Jı 2Z-z, O0 
_[%ı yı zı 1 
%2—-Xı Ya-)ı Z2-2ı 0 
X3—-Xı Ya-yı Za-zı 0 
X =Xı Y yJı 2 —2Z, 
=[X2=Xı YaT)Yı 2272 
XA3—Xı Y3TyYı 23721 


hat die Ebene durch die Punkte 


(X1, 1» 21) (X2, Y2» 22), (X3, Ya, 23) also 
die Gleichung 


% we Ad 
x z; | 
£ |” yı 1 N. 
% 2 zZ | 
X3 yY3 Z3 l 
n 
\_\ 
a 
(0) 
Abb. 3 
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Normalenform: Eine Ebene ist durch 
einen Punkt A (mit dem Ortsvektor 4) 
und einen Normalenvektor n (recht- 
winklig zur Ebene) eindeutig festge- 
legt. Mit Hilfe des 1Skalarproduktes 
kann man ihre Gleichung dann in der 
Form 


n-(&K-a)=0 
schreiben (Abb. 3). Ist die Ebenenglei- 
chung in der Normalform gegeben, al- 
so 

E: ax+by+tcz=d, 


dann erhält man eine Normalenform 
in der Gestalt 


a x x%ö 
E:|b|-|\| v |J-I yo || =0, 
C z Zo 


wobei (Xo, yo, 20) ein Punkt der Ebene 
ist. Umgekehrt ergibt sich aus der 
Normalenform durch Ausrechnen des 
Skalarprodukts sofort die Normal- 
form. 





Abb. 4 


Hessesche Normalenform (nach O.L. 
Hesse, 1811-1874): Normalenform, bei 
welcher der Normalenvektor ein Ein- 
heitsvektor ist, also den Betrag 1 hat, 
und vom Koordinatenursprung zur 
Ebene hin zeigt. In diesem Fall gibt 


Ebene 


für einen beliebigen Punkt P des 
Raumes (mit dem Ortsvektor p) die 
Zahl n.(p—-a) den (gerichteten) Ab- 
stand des Punktes P von der Ebene 
an (Abb. 4). 

Zu dem Normalenvektor mit den 
Komponenten a,b, c erhält man einen 
Einheitsvektor, indem man seine 
Komponenten durch den Betrag 
V.a?’+b?+c? dividiert. Daher bezeich- 
net man auch 


ax+by+tcz +d 
e y + 


als Hessesche Normalform der Ebenen- 
gleichung. Das Vorzeichen auf der 
rechten Seite der Gleichung ist dabei 
so zu wählen, daß dieser Ausdruck 
nicht negativ ist. 

Ist n ein Normaleneinheitsvektor mit 
den Komponenten n,, n,, n,, dann 
kann man ihn auch mit Hilfe seiner 
Winkel mit den Koordinatenachsen 
beschreiben (Abb. 5). Daher schreibt 
man die Hessesche Normalform auch 
in der Gestalt 





E: xcosa+ycosß+zcosy=p. 





x 


Abb. 5 


Beispiel: Die Ebene durch die Punkte 
(1,0, 1), (1, -1,2), (3, -2,—1) 


Ebene 


hat die Vektorgleichung 


x 1 —2 2 
E:|y]=\0 ]J+r |-1 |+s| —2 
z \l 1 —2 
2 
Der Vektor |—1 | ist zu den Spann- 


3 
vektoren orthogonal, ist also ein Nor- 
malenvektor von E. Sein Betrag ist 
y 14, also ist 


2x -y 3z 
E: ——t+—— + ——> 
via via yıa 
mit 
2 | 
1 5 
=— —| 0 hsuezen 


y14 “) v14 


die Hessesche Normalform von E. 
Schnitt zweier Ebenen: Gegeben seien 
die beiden Ebenen 


E:: aı x+b, y+tcı z=id,, 
E>: d4,x+b, y+c; z>d),. 


Ist der Normalenvektor von E, ein 
Vielfaches des Normalenvektors von 
E,, also 


a up) 
b,|=r\b; |, 
Ci Ca 


dann sind die beiden Ebenen parallel. 
Sind die beiden Normalenvektoren fli- 
near unabhängig, dann schneiden sich 
die beiden Ebenen in einer Geraden. 
Die Schnittgerade wird durch das 
Gleichungssystem 


a,x+b, y+cız=d, 

4,x+b; y+c32z=d; 
beschrieben. Der Schnittwinkel y der 
beiden Ebenen ist gleich dem von den 
Normalenvektoren eingeschlossenen 


Winkel, läßt sich also mit Hilfe des 
tSkalarprodukts berechnen: 
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aa, +bı b,+cı Ca 


cosy= nn 
Va?+bi+ct Ya3+b3+c 





Schnitt dreier Ebenen: Ist außer E, 
und E, noch eine Ebene E, mit den 
Koeffizienten a,, b,, cz, d, gegeben, 
dann schneiden sich diese drei Ebenen 
in einem Punkt, wenn ihre Normalen- 
vektoren linear unabhängig sind. Der 
Schnittpunkt ist dann die Lösung des 
Gleichungssystems 


a,x+b,y+c,2=d, 
a4,x+b,y+c,2=d, 


Schnitt einer Geraden und einer Ebe- 
ne: Ist eine TGerade als Schnitt zwei- 
er Ebenen E, und E, gegeben, dann 
berechnet man ihren Schnittpunkt mit 
der Ebene E, ebenso wie den Schnitt- 
punkt dreier Ebenen (s.o.). Ist die Ge- 
rade durch ihre Vektorgleichung 


g:X=d+rü 


und die Ebene ebenfalls durch ihre 
Vektorgleichung 


E:X=b+sc+tw 


gegeben, so berechnet man r,s,t aus 

dem Gleichungssystem 
d+rüu=b+sd+tW 

und erhält so den Schnittpunkt. Der 

Schnittwinkel y ergibt sich aus 


4-0 


n-u 
cos (90° — y)= ———,,, 
Inl-ul 

wenn n ein Normalenvektor der Ebe- 
ne ist; ein solcher ergibt sich z.B. als 
tVektorprodukt der Spannvektoren 
der Ebene. 

Die Menge aller Ebenen, die durch 
den Punkt P gehen, nennt man ein 
Ebenenbündel mit dem Trägerpunkt P. 
Ist ? der Ortsvektor von P, dann ha- 
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Eigenvektor 


ben die Ebenen dieses Bündels Glei- 


chungen der Form 

E: X=p+rü+st. 
Die Menge aller Ebenen, die durch 
eine Gerade g gehen, nennt man ein 
Ebenenbüschel mit der Trägergeraden 
g. Ist g: X=d+ruü die Gleichung der 
Trägergeraden, dann haben die Ebe- 


nen des Büschels Gleichungen der 
Form 


E:x=d+rü+st. 
Effektivzinsen: Bei einem Kredit ver- 
einbart die Bank mit dem Kunden zu- 
nächst einen jährlichen Zinssatz; die- 
ser sei p% (TZinsrechnung). Nun sind 
aber nicht nur p% des Darlehensbe- 
trages K am Ende des Jahres an Zin- 
sen zu entrichten, vielmehr werden 
noch Abzüge (Disagio) und unter- 
schiedliche Zahlungsweisen vereinbart. 
Verlangt die Bank z.B. monatlich 


=% von K als Zinsen, so ist dies 


wegen der Aufzinsung der Monatszah- 
lungen mehr als p% von K am Jahres- 
ende. Ist A der Abzug bei Auszah- 
lung des Darlehensbetrages, dann er- 
gibt sich bei obiger Zahlungsweise für 
ein Darlehen über n Jahre der Effek- 
tivzinssatz p aus der Gleichung 


p n 
&-M (14,5) 


p 12n 
=K(1+— s 
( +) 


Nach 5 aufgelöst ergibt sich 


_ n K p \'2 
= 100 —11+f—— | —1| 

| K-A ( ” 0) ) 

Wird ein Darlehen über 5 Jahre z.B. zu 


96% ausgezahlt C. -096) und ist 





p=1 (also Jahreszinssatz 7%), dann er- 
gibt sich 5=8,11. 

Der effektive Zinssatz beträgt in die- 
sem Fall also 8,11%. (Es gibt auch 


5 DRM 





etwas hiervon abweichende Interpreta- 
tionen und Berechnungsformeln der 
Effektivzinsen.) 

Ehepaarproblem: Bezeichnung für die 
folgende Aufgabe aus der tKombina- 
torik: n Ehepaare sollen an einem 
runden Tisch so Platz nehmen, daß 
immer abwechselnd eine Frau und ein 
Mann sitzen, jedoch kein Ehepaar ne- 
beneinander sitzt. Wie viele solche 
Sitzordnungen gibt es? 

Die Anzahl dieser Sitzordnungen ist 
2n!U, mit 





2n ( 
2n-i 


Bed )n-n! 
i=0 


i 
(tBinomialkoeffizient, t Fakultät). Die 
Zahlen 2n!U, bezeichnet man als Me- 
nage-Zahlen (frz. menage= Ehepaar). 
Die Zahl U, ist die Anzahl der 1 Per- 
mutationen f:{1,2,...,n}>{1,2,....,n} 
mit 


SW#i 

SW+i+l 

Sn)#l. 
Es ist U,=0U;,=(, U;=]|1 und DL=2. 
Die Zahlen U, und 2n!U, sind für 


3<sn<s9 in Tabelle l zusammenge- 
stellt. 


(i=1,2,...,n), 
i=1,2,..,9-1), 


12 
96 
3120 


115200 
5836320 
382072320 
31488549120 


Tabelle 1: Menage-Zahlen 


Eigenvektor: Gegeben sei eine Tli- 
neare Abbildung f: V> Vdes R-Vektor- 
raums V in sich. Ein Vektor veV mit 


Eigenwert 


v=+0, der durch f auf ein Vielfaches 
von v abgebildet wird, also 


/ER, 


heißt Eigenvektor von f. 

Entsprechend sind Eigenvektoren |i- 
nearer Abbildungen eines beliebigen K- 
Vektorraums in sich definiert. Ist die 
lineare Abbildung f durch ihre (qua- 
dratische) Darstellungsmatrix A gege- 


f: U>AV mit 


ben, so ist ein Eigenvektor von f 


durch 


U+0 und Av=AV (leR) 


definiert. Man spricht dann auch von 
einem Eigenvektor der Matrix A. Die 
Zahl A ist ein tEigenwert der linearen 
Abbildung f bzw. der Matrix A. Die 
Eigenvektoren zu einem Eigenwert A 
bilden zusammen mit dem Nullvektor 
0 einen Unterraum von V, den soge- 
nannten Eigenraum von 4. 

Ist A eine symmetrische reelle Matrix, 
dann sind alle Eigenwerte reell; Eigen- 
vektoren zu verschiedenen Eigenwer- 
ten sind orthogonal zueinander. Ver- 
sieht man jeden Eigenraum mit einer 
Orthonormalbasis, dann erhält man 
ein Orthonormalsystem von Eigenvek- 
toren der Matrix A. Dies nennt man 
auch ein Hauptachsensystem der Ma- 
trix (t Hauptachsentransformation). 
Eigenwert: Gegeben sei eine ?lineare 
Abbildung f:V>V eines IR-Vektor- 
raums V in sich. Eine Zahl A, zu der 
ein VeV mit Ü#+0 und fÜ)=AR exi- 
stiert, heißt Eigenwert von f. Der Vek- 
tor U ist dann ein tEigenvektor zum 
Eigenwert A. Entsprechend sind Eigen- 
werte einer linearen Abbildung eines 
beliebigen K-Vektorraums in sich de- 
finiert. Ist die lineare Abbildung f 
durch ihre Darstellungsmatrix A gege- 
ben, dann ist ein Eigenwert eine 
Zahl A, für welche die Gleichung AV 
=/V vom Nullvektor verschiedene 
Lösungen besitzt. Mit Hilfe der Ein- 
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heitsmatrix E kann man diese Glei- 
chung umformen zu (A-AE)V=0. 
Diese besitzt genau dann von Null- 
vektor verschiedene Lösungen v, wenn 
die tDeterminante von A-JAE ver- 
schwindet. Man berechnet die Eigen- 
werte der linearen Abbildung f bzw. 
der Matrix A also aus der Gleichung 


det(4-A/E)=0 


(tcharakteristische Polynom). Die Ei- 
genwerte einer reellen symmetrischen 
Matrix sind stets reell. 

Auch im Zusammenhang mit tlinea- 
ren Differentialgleichungen tritt der 
Begriff des Eigenwertes auf. 

Einheit: 1) Ein Element e eines 
tGrößenbereichs heißt Einheit des 
Größenbereichs, wenn alle Größen als 
reellzahlige Vielfache von e geschrie- 
ben werden können, also in der Form 
re mitreR. 

2) In einem tRing mit neutralem Ele- 
ment bezüglich der Multiplikation 
heißt ein Element eine Einheit, wenn 
es invertierbar bezüglich der Multipli- 
kation ist. 
Einheitswurzel: 
Gleichung 


Die Lösungen der 


x"=1 
(neN) nennt man n-te Einheitswurzeln. 
Dies sind Tkomplexe Zahlen vom Be- 
trag 1. In der komplexen Zahlenebene 
liegen sie also auf dem Einheitskreis 
um den Ursprung. Es gibt genau n 
n-te Einheitswurzeln, nämlich die Zah- 


len 


zer a2nk . . 2nk 
(„=e " =c0s — +i-sin — 
n n 





für k=0,1,2,...,n—1. Die Zahl 1 ist 
für jedes n eine Einheitswurzel, die 
Zahl —| nur, wenn n gerade ist. In 
Abb. 1 sind die sechsten Einheitswur- 
zeln eingetragen. 

Ist ggT(k,n)=1 (tTeilbarkeitslehre), 
dann erhält man sämtliche n-ten Ein- 


imaginäre Achse 







+13 3 


reelle 
Achse 


4-14493 


Abb. 1: Darstellung der sechsten Einheits- 
wurzeln in der komplexen Zahlenebene 


heitswurzeln als Potenzen von ({,. In 
diesem Fall heißt £, eine primitive n-te 
Einheitswurzel. Es gibt $(n) primitive 
n-te Einheitswurzeln, wenn d&(n) die 
Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen 
k mit I<k<n bedeutet. Das Polynom 
von kleinstem Grad mit Koeffizienten 
aus Z, welches eine (und dann alle) 
primitive n-te Einheitswurzel als Null- 
stelle besitzt, heißt n-tes Kreisteilungs- 
polynom und wird mit ®, bezeichnet; 
®,„(x) ist ein Teiler von x”"—1. Tafel 1 
zeigt die n-ten Kreissteilungspolynome 
für I<n<s10. 


+x?+x+1 
B,(X)=x*+1 
BlX)=xe—x’+1 
B,0(X)=x’+1 


Tafel 1: Kreisteilungspolynome 


5* 





einseitige Abteilung 


Eins: Neutrales Element bezüglich der 
Multiplikation von Zahlen, d.h. für al- 
le Zahlen a gilt a-1=1-a=a. Auch in 
einem tRing bezeichnet man das neu- 
trale Element der Multiplikation, so- 
fern es existiert, mit Eins; man nennt 
es aber auch Einheitselement (z.B. Ein- 
heitsmatrix, vgl. ?tMatrix), welches 
man aber nicht mit tEinheit verwech- 
seln darf. 

einseitige Ableitung: Es sei f eine 
Funktion, deren Definitionsmenge 
D(f) in R liegt und deren Werte 
ebenfalls reelle Zahlen sind. Ferner sei 
xoeD(f). Als einseitige Ableitung die- 
ser Funktion an der Stelle x. bezeich- 
net man den einseitigen Grenzwert 


SR) -f(Xo) 


X—Xo 


lim 


xx, 
(rechtsseitige Ableitung) bzw. 


f FR) -f&o) 
I 


KOX, X—Xo 


(linksseitige Ableitung), falls dieser 
Grenzwert existiert. Die Funktion f 
heißt dann an der Stelle x, rechtsseitig 
bzw. linksseitig differenzierbar. Ist f an 
der Stelle xo tdifferenzierbar, dann 
existieren die linksseitige und die 
rechtsseitige Ableitung und stimmen 
mit der ? Ableitung überein. 





Abb. 1 


Beispiele: 1) Die Betragsfunktion 
x+>|x]| hat an der Stelle O die linksseiti- 
ge Ableitung —1 und die rechtsseitige 
Ableitung +1. 


einseitiger Grenzwert 


2) Die Funktion x>|x(1—x)| hat an 
der Stelle O die linksseitige Ableitung 
—1 und die rechtsseitige Ableitung 
+1 (Abb. 1, Seite 131). 
einseitiger Grenzwert: Beschränkt 
man sich bei der Bildung des t Grenz- 
werts einer Funktion f an der Stelle 
xo auf Werte x>xo, so erhält man 
den rechtsseitigen Grenzwert von f an 
der Stelle x.. Man schreibt dafür 
lim f(x). 
Analog ist der linksseitige Grenzwert 
lim f(x) 
definiert; hier nähert man sich „von 
links“ der Stelle xo. Stimmen rechts- 
seitiger und linksseitiger Grenzwert an 
der Stelle x, überein, dann existiert 
dort auch der Grenzwert und hat den 
gleichen Wert wie die beiden einseiti- 
gen Grenzwerte. Die Funktion f ist 
dann an der Stelle x, stetig (1 Stetig- 
keit). 
Beispiele: 1) Für die ?Ganzteil- 
funktion f: x>[x] gilt (vgl. Abb. 1) 
lim f(x)=1 und lim f(x)=2. 


xo2” xo2tr 





Abb. 1: Ganzteilfunktion 


1 
2) Für die Funktion f: x—>arctan — 
gilt (vgl. Abb. 2) = 
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lim f(x)= -3 


x>0” 


und 





=arctan EN 
y= x 





Abb. 2 


elementare Funktion. Der Begriff der 
elementaren Funktion ist nicht fest 
definiert. Folgende Vereinbarung hat 
sich als zweckmäßig erwiesen: Eine 
Funktion heißt elementar, wenn sie 
aus den Funktionen 

fo: x>c (ceR; konstante Funktion), 

fi: xx (identische Funktion), 
S2: x e* (Exponentialfunktion), 

Js: x>sinx  (Sinusfunktion) 
durch eine endliche Anzahl von An- 
wendungen der folgenden Operationen 
entsteht (gegebenenfalls unter geeigne- 
ter Einschränkung des Definitionsin- 
tervalls): 


(1) Addition f+g; 
(2) Multiplikation f-g; 
1 
(3) Kehrwertbildung 7 falls f(x)+0; 


(4) Verkettung fog, falls der Bildbe- 
reich von g in D(f) liegt; 

(5) Umkehrung f', falls f bijektiv 
ist. 

Beispiel: Die Funktion 


xHInysin? x+l 
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läßt sich in der Form 


Elfe fi) (ft) 


schreiben. 

Elementare Funktionen sind differen- 
zierbar, ihre Ableitungsfunktionen sind 
wieder elementare Funktionen. Es gibt 
elementare Funktionen, deren tStamm- 
funktionen nicht elementar sind; bei- 
spielsweise ist 


x 
x>[t'dı 
1 


nicht elementar, obwohl xıH>x* eine 
elementare Funktion ist. Hat eine 
Funktion elementare Stammfunktio- 
nen, so nennt man sie elementar inte- 
grierbar. Der Nachweis, daß eine 
Funktion nicht elementar integrierbar 
ist, ist in der Regel ziemlich schwierig. 
elementare Umformungen: Es sei ein 
n-Tupel 


(Ü,, 02, N 3 


von Vektoren eines K-Vektorraums 

gegeben. Die folgenden Veränderun- 

gen des n-Tupels nennt man elemen- 
tare Umformungen: 

(1) Vertauschen zweier Vektoren; 

(2) Multiplikation (Vervielfachung) ei- 
nes Vektors mit einem Körperele- 
ment k#0; 

(3) Addition des k-fachen eines Vek- 
tors zu einem anderen Vektor. 

Bei elementaren Umformungen ändert 

sich die lineare Abhängigkeit bzw. 

Unabhängigkeit der Vektormenge {T\,, 

Ü,,...,0,) nicht. Ebenso ändert sich 

der von den Vektoren erzeugte Unter- 

raum von V nicht (? Erzeugnis). 

Wendet man elementare Umformun- 

gen auf die Spaltenvektoren einer 

tMatrix an, so spricht man von ele- 
mentaren Spaltenumformungen der Ma- 
trıx, wendet man sie auf die Zeilen- 
vektoren an, so erhält man die elemen- 
taren Zeilenumformungen der Matrix. 


elementare Umformungen 


Bei elementaren Umformungen bleibt 
der TRang der Matrix erhalten. Daher 
kann man diese Umformungen zur 
Rangbestimmung benutzen. Ist r der 
Rang der (m, n)-Matrix A, so kann 
man diese durch elementare Umfor- 
mungen in eine Matrix A’ verwandeln, 
welche genau r Einsen in der Haupt- 
diagonalen und sonst nur Nullen ent- 
hält. 

Beispiel: Mit s; bzw. z; bezeichnen wir 
die i-te Spalte bzw. i-te Zeile der Ma- 
trix. Durch einen Doppelpfeil > deu- 
ten wir das Vertauschen zweier Spal- 
ten oder Zeilen an, durch einen einfa- 
chen Pfeil > das Ersetzen einer Spalte 
oder Zeile durch eine andere. Wir be- 
trachten 


ii 2% 
A=|0 2 1 4JeR:.. 


2 1 -—1 —-3 


Nach z3 >z3 —2z, erhält man 
Il -1 2 0 
0 2 1 4 
0 3-5 -3 
S2 >S2+Sı, 53 >53 — 25}! 
10 0 0 
02 1 4 
03 -5 -3 
S4>54+52, danach yo Ss,, 2 >$5:: 
10 00 
01 I 2 
00 -5 3 


S3 >53 —S2, 34,84 — 252, 
danach ss — -#5s;: 


1000 
0100 
0013 


Schließlich s, >s4 — 353: 


100% 
A=|0 100) 
009 1% 


Ellipse 


Der Gaußsche Algorithmus zum Lö- 
sen eines Tlinearen Gleichungssystems 
entspricht der wiederholten Anwen- 
dung elementarer Zeilenumformungen 
auf die erweiterte Koeffizientenmatrix 
des Gleichungssystems. 

Ellipse: Die Ellipse läßt sich als 
Schrägbild eines Kreises darstellen 
(Abb. 1). Da solche Schrägbilder mit 
Hilfe von Parallelprojektionen (1 Pro- 
jektion) aus Kreisen entstehen (Abb. 2), 
erhält man die folgende Definition: 
Als Ellipse bezeichnet man jede Paral- 
lelprojektion eines Kreises. In Abb. 3 
ist die räumliche Darstellung aus 
Abb. 2 zu einer ebenen Darstellung 
verändert worden; die Ebene FE’ ist 
um die Achse a so gedreht worden, 
daß sie mit der Ebene E zusammen- 
fällt. 


Abb. 1: Schrägbilder des Kreises 





Abb. 2 


Bei einer axialen Stauchung oder 
Streckung (?geometrische Abbildun- 
gen) entsteht aus einem Kreis eben- 
falls eine Ellipse. Die Ellipse in Abb. 4 
kann als das Bild eines Kreises mit 
dem Radius a oder als Bild eines 


134 


Kreises mit dem Radius b aufgefaßt 
werden. Dies liefert die in Abb. 5 an- 
gegebene Ellipsenkonstruktion: Man 
zeichnet einen vom Mittelpunkt der 
Ellipse ausgehenden Strahl. Durch die 
Schnittpunkte dieses Strahls mit den 
Kreisen zeichnet man Parallelen zu 
den Achsen der Ellipse. Ihr Schnitt- 
punkt ist dann ein Punkt der Ellipse. 





; 
(Richtung) 


Abb. 3 


Stauchung 





Abb. 4 


Hieraus ergibt sich die Definition der 
Ellipse als affines Kreisbild: Eine EI- - 
lipse ist das Bild eines Kreises bei ei- 
ner affinen Abbildung (? geometrische 
Abbildungen). 





Abb. 5: Ellipsenkonstruktion 


Abb. 6: Tangentenkonstruktion 


In Abb. 6 ist die Konstruktion der 
tTangente in einem Ellipsenpunkt 
durchgeführt, wobei die in Abb. 5 dar- 
gestellte Ellipsenkonstruktion verwen- 
det wird. 

Wird ein Kreiszylinder (? Zylinder) 
von einer Ebene (nicht parallel zur 
Zylinderachse) geschnitten, dann ent- 
steht als Schnittlinie eine Ellipse 
(Abb. 7). Wird ein Kreiskegel (t Kegel) 
von einer Ebene geschnitten, welche 
nicht durch die Kegelspitze geht, dann 
entsteht eine Ellipse, eine 1 Parabel 
oder eine 1THyperbel; daher heißen 
diese Kurven auch tKegelschnitte 
(Abb. 8). 

Die Ellipse kann auch als Ortskurve 
(tgeometrischer Ort) definiert werden. 


Ellipse 


Im folgenden sind drei verschiedene 
Definitionen angegeben: 
Ortsdefinition: Es seien zwei Punkte 
P,, P, und eine reelle Zahl a>O gege- 
ben. Die Menge aller Punkte P, für 
welche die Summe der Abstände von F, 
und F, konstant gleich 2a ist, heißt EI- 
lipse (mit den Brennpunkten F, F, 
und der Hauptachsenlänge 2a). Abb. 9 
zeigt die Gärtnerkonstruktion der EI- 
lipse, basierend auf obiger Definition. 
In Abb. 10 sind die Bezeichnungen an 
einer Ellipse zusammengestellt. 


Abb. 7: Schnittlinie eines Kreiszylinders 


Abb. 8: Ellipse als Kegelschnitt 


Zwischen den Halbachsenlängen a,b 
und der linearen Exzentrizität besteht 
die Beziehung a?=b?+e?. Für die 


e ; 
numerische Exzentrizität e:=- gilt 
a 


Ellipse 


0<se<1; für &=0 ist die Ellipse ein 
Kreis. 


_—T, 


Abb. 9: Gärtnerkonstruktion 





B \ 
S, | N N S, 
5; 
M Mittelpunkt 
F, FR Brennpunkte 
S1,S3 Hauptscheitel 
53,54 Nebenscheitel 
S S, Hauptachse; S, S,=2a 
S3 S4 Nebenachse: S3 S,=2b 
MS,, MS, große Halbachsen 
MS;, MS, kleine Halbachsen 
F\M=F,M=e lineare Exzentrizität 
= numerische Exzentrizität 


Abb. 10: Bezeichnungen an der Ellipse 


Die Bezeichnung der Punkte F, und 
F, als Brennpunkte rührt daher, daß 
ein von F, ausgehender Strahl an der 
Ellipse so reflektiert wird, daß er 
durch F, geht (Abb. 11). 

Leitliniendefinition: Gegeben sei eine 
Gerade g und ein Punkt F, ferner eine 
reelle Zahl k mit O<k<1. Die Menge 
aller Punkte P, für welche das Verhält- 
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nis des Abstands zu g und des Abstands 
zu F konstant gleich k ist, heißt Ellipse 
(mit der Leitlinie g und dem Brenn- 
punkt F; Abb. 12). 


Abb. 11: Brennpunkteigenschaft 





Leitlinie g 





Abb. 12: Leitliniendefinition 


Für k=1 erhält man auf diese Art 
eine Definition der t Parabel, für k>1 
eine Definition der t Hyperbel. 
Leitkreisdefinition: Gegeben sei ein 
Kreis k und ein Punkt F im Innern von 
k. Die Menge aller Punkte P, die von k 
und von F den gleichen Abstand haben, 
heißt Ellipse (mit dem Leitkreis k und 
dem Brennpunkt F; Abb. 13) 


Abb. 13 
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Abb. 14: Achttangentenkonstruktion 


Es gibt verschiedene Möglichkeiten 
für Näherungskonstruktionen von EI- 
lipsen mit gegebenen Halbachsenlän- 
gen a und b. Abb. 14 zeigt die Acht- 
tangentenkonstruktion, bei welcher die 
Ellipse als Bild eines Kreises bei einer 
axialen Stauchung aufgefaßt wird. 
Abb. 15 zeigt die Näherungskonstruk- 
tion mit Hilfe der Krümmungskreise 
(t Krümmung) in den Scheitelpunkten. 


Ellipse 


Aus allen oben gegebenen Definitio- 
nen der Ellipse kann man ihre Glei- 
chung in einem kartesischen TKo- 
ordinatensystem herleiten. Liegt die 
Hauptachse (Länge 2a) auf der x-Ach- 
se, die Nebenachse (Länge 2b) auf der 
y-Achse und der Mittelpunkt im Ur- 
sprung, dann lautet die Ellipsenglei- 
chung 

x2 y2 

team. (1) 


Ist M=(xw, m) der Mittelpunkt der 
Ellipse und liegt die Hauptachse par- 
allel zur x-Achse, die Nebenachse also 
parallel zur y-Achse, dann lautet die 
Ellipsengleichung 


(xx?  (v-ym)? 
a? b? 


Die Ellipse mit den Halbachsenlängen 
a,b und dem Mittelpunkt (a,0) hat 





=1. (2) 





Abb. 15: Näherungskonstruktion mit 
Krümmungskreisen 


Ellipse 


die Scheitelgleichung 
y?=2px—-(1-e?)x? 
mit dem Parameter 
b? 


p= 
a 


und der numerischen Exzentrizität & 


=° mit e=ya? —b? (Abb. 16). 
[0 





Abb. 16 


Sind die Achsen nicht parallel zu den 
Koordinatenachsen, dann hat sie eine 
Gleichung der Form 


411%? +2a12Xy+a22Y? 
+a1xX+ay+ao=0. 


Gleichungen dieser Form beschreiben 
!Kurven zweiter Ordnung, also neben 
Ellipsen auch die anderen 1Kegel- 
schnitte. Mit Hilfe der t Hauptachsen- 
transformation kann man feststellen, 
welche Kurve durch die Gleichung ge- 
geben ist. 

Tangenten an die Ellipse: Die Tangen- 
te an die Ellipse mit der Gleichung (1) 
im Punkt (x,, y,) hat die Gleichung 


%Xp yYyPr_ | 
tet 
Die Konstruktion ist in Abb. 6 ange- 
geben. Für die Ellipse mit der Glei- 


chung (2) lautet die Gleichung der 
Tangente im Ellipsenpunkt (xp, yp) 
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(= =), VYMOR-IM)_, 


a? b? 
Die Gerade mit der Gleichung 
y=mx+n ist genau dann Tangente 
an die Ellipse mit der Gleichung (1), 
wenn die Tangentenbedingung 


b?2+a?m?=n? 
erfüllt ist. Dies folgt aus der Bedin- 
gung, daß die ?Diskriminante der 
tquadratischen Gleichung 


2? (mx -+n)? 
sy 


= » 

gleich Null sein muß. 

Von einem Punkt (xo, yo) außerhalb 
der Ellipse gibt es zwei verschiedene 
Tangenten an die Ellipse. Die Gerade 
durch die beiden Berührpunkte heißt 
die tPolare der Ellipse zum Pol 
(Xo; Yo). Ihre Gleichung lautet 


0 0 4 
@ B 5 


wenn die Ellipse die Gleichung (1) hat. 
Mit ihrer Hilfe kann man die Berühr- 
punkte und damit die Tangentenglei- 
chungen bestimmen (Abb. 17). 





Abb. 17 


In Abb. 18 ist die Konstruktion der 
Polaren und der Tangenten von einem 
Punkt P aus durchgeführt; man be- 
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trachtet hier wieder die Ellipse als af- 
fines Bild eines Kreises. 
Ellipsen treten als Bahnkurven von 
Planeten auf: Die Erde (und jeder an- 
dere Planet) bewegt sich auf einer el- 
lipsenförmigen Bahn um die Sonne; 
die Sonne steht in einem Brennpunkt 
dieser Ellipse. 
Für den Flächeninhalt A der Ellipse 
gilt 

A=n-a-b. 
Mit Hilfe der t Parameterdarstellung 


x=a cost, 
<t<s2n) 


y=bsint 
ergibt sich für den Umfang u der EI- 
lipse (tBogenlänge) 


2x 
u=a | Yl-e?cos?tdt 
0 


; e 3 na 
mit e=- (numerische Exzentrizität). 
a 


Dieses Integral ist nur näherungsweise 
zu berechnen. Es ist 


Enveloppe 


1\2 1-3\2 4 

el] 
2 2:.4/ 3 
1 6 





e 1 2m © 
=2na (1 Yu) nor) 
= Lom n/ 2n-1 


ae ( ") _@ n)! 


n (n!)? 
zient). Man benutzt folgende Nähe- 
rungsformeln: 


uxzn($(a+b)—yYab), 
ux>(a+b+y 2a? +53) 


Enveloppe (Hüllkurve, Einhüllende): 
Kurve, die von jeder Kurve einer ge- 
gebenen TKurvenschar berührt wird 
und von der auch umgekehrt jeder 
Punkt der Berührpunkt mit einer 
Kurve der Schar ist. 

Beispiel 1: Die Ellipsen, bei denen das 
Produkt der Halbachsen a und b den 
festen Wert r hat, bilden eine Kurven- 





(t Binomialkoeffi- 





Abb. 18: Tangenten- und Polarenkonstruktion 


Enveloppe 


schar mit der Schargleichung 
2 42.2 





mit dem Parameter a. Als Enveloppen 

ergeben sich die Hyperbeln mit den 
Gleichungen 

r r 

=— d = —— 

xy=, und xy 3 


(Abb. 1). 





Abb. 1 


Abb. 2 
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Beispiel 2: Jede Kurve ist die Enve- 
loppe der Schar ihrer Tangenten. Die 
Normalparabel (y=x?) ist Enveloppe 
der Geradenschar mit 


y=2ax-a? (aeR) 


(Abb. 2). Denn die Gleichung der 
Tangente im Parabelpunkt (xo, x3) 
lautet 


y=2x0x-x2. 


Ist F(x, y,a)=0 die Schargleichung einer 
Kurvenschar mit dem Parameter a, so 
erhält man bei geeigneten Bedingun- 
gen über F (?Funktionen mehrerer 
Variabler) die Enveloppe durch Auflö- 
sen des Gleichungssystems 


F(x,y,a) =0 
öF 
—(%,y,a)=0 
da 


(T partielle Ableitung). 
Beispiel 3: Durch 
x y 


BEN 


sin 


cosa 


(xe[0,r]) 


wird eine Geradenschar beschrieben. 
Von jeder dieser Geraden wird durch 
die Koordinatenachsen ein Stück der 
Länge 1 ausgeschnitten. Löst man das 
Gleichungssystem 


x 
+ ei 
cos& 





sina 
sin& cos«& 
=(0 





cos? sinde 
nach x,y auf, so erhält man die Para- 
meterdarstellung der Enveloppe: 
x=cos°o, 
y=sin?«, 
aus welcher sich die Gleichung 
xt+yt=1 


ergibt. Dies ist die Gleichung einer 
TAstroide (Abb. 3). 
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Abb. 3 


Beispiel 4: Die Astroide mit der Glei- 
chung 


x+yi=1 


erscheint auch als Enveloppe der EI- 


lipsenschar 
x? yr 


a? (1-a)? 

diese Ellipsen sind dadurch gekenn- 
zeichnet, daß die Summe der Halb- 
achsen jeweils gleich 1 ist (Abb. 4). 





Abb. 4 


Ereignis 


Ereignis: Teilmenge der Menge Q der 
möglichen Ausfälle eines tZufalls- 
versuchs. Der Begriff des Ereignisses 
ist von grundlegender Bedeutung für 
die t Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die 
Menge aller Ereignisse, die zu einem 
Zufallsversuch gehören, bilden den Er- 
eignisraum des Zufallsversuchs. Der Er- 
eignisraum ist also eine Teilmenge 
der ? Potenzmenge P(2). Ist Q@ überab- 
zählbar (tabzählbar), so ist der Ereignis- 
raum stets eine echte Teilmenge von 
P(2), da sich auf P(Q2) in diesem Fall 
kein Wahrscheinlichkeitsmaß im Sinne 
der tAxiome der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung definieren läßt. Dies 
ist von H. Lebesgue (1875-1941) be- 
wiesen worden. 

Man nennt ® das unmögliche Ereignis 
und @ das sichere Ereignis. Gilt für 
die Ereignisse E,,E, die Beziehung 
E,<E,, so sagt man, E, impliziert E, 
oder E, hat E, zur Folge. Für E,, E, 
<Q bedeutet 


E,UE, das Eintreten 
von E, oder E,, 
E,ı NE, das Eintreten 


von E, und E,. 


Gilt EENE,=ß, dann nennt man die 
Ereignisse E, und E, unvereinbar. 
Sind E,,E;»,...,E,„ paarweise unver- 
einbare Ereignisse mit 


E,VE,V...VE,„=Q, 


E:+d für i=1,2..,M, 

ist also {Eı,E>,...,E„} eine Zerlegung 
(T Partition) von Q, dann kann man 
diese n Ereignisse als die Ausfälle ei- 
nes neuen Zufallsversuchs (mit endlich 
vielen Ausfällen) interpretieren. 

In einem Zufallsversuch mit endlich 
vielen Ausfällen, also 


2=1w,,@;, ur 


heißen die Ereignisse {o;} (i=1, 


ergänzungsgleich 


2,...,n) Elementarereignisse. Oft unter- 
scheidet man nicht zwischen einem 
Ausfall und einem Elementarereig- 
nis {o}. 

Für E,,E3=R bedeutet E,\E, das 
Ereignis, daß E, eintritt, nicht aber 
E,. Für E=Q heißt Q\E=:E das Ge- 
genereignis von E. 

Eine Teilmenge € der Potenzmenge 
PR) bezeichnet man als Ereignisal- 
grebra, wenn gilt: 


dee 
E),E,3,e&E>E,VEzeE 
E,,Eze&® >E,NnEze®& 
Ee& > EeE. 


Eine Ereignisalgebra ist 
t Boolesche Algebra. 
ergänzungsgleich: Eigenschaft zweier 
ebener Flächenstücke (Teilmengen der 
Ebene, z.B. Flächen von ? Polygonen), 
wenn sie durch Hinzufügen von tkon- 
gruenten Figuren in kongruente Figu- 
ren übergehen. Beispielsweise sind die 
beiden in Abb. I rot gefärbten Flä- 
chenstücke ergänzungsgleich. 


also eine 





Abb. 1: Ergänzungsgleiche Flächenstücke 


Zieht man in einem Parallelogramm 
durch einen beliebigen Punkt einer 
Diagonalen die Parallelen zu den Sei- 
ten des Parallelogramms, so sind die 
beiden nicht von den Diagonalen 
durchschnittenen Teilparallelogramme 
ergänzungsgleich (Satz von den Ergän- 
zungsparallelogrammen; Abb. 2). 

Zwei ebene Flächenstücke heißen zer- 
legungsgleich, wenn sie in endlich viele 
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zueinander paarweise kongruente Teil- 
flächen zerlegt werden können. Bei- 
spielsweise sind die beiden in Abb. 3 
rot gefärbten Flächenstücke zerle- 
gungsgleich. 


D 


A B 
Abb. 2: Ergänzungsparallelogramme 





Abb. 3: Zerlegungsgleiche Flächenstücke 


Ergänzungsgleiche oder zerlegungs- 
gleiche Flächenstücke haben den glei- 
chen Flächeninhalt. Ergänzungsgleiche 
Polygonflächen sind stets auch zerle- 
gungsgleich und umgekehrt. 
erwartungstreue Schätzgröße: Ist 
x(X) ein Parameter der 1 Zufallsgröße 
X (etwa der TErwartungswert E(X) 
oder die t Varianz V(X)), so besteht in 
der Statistik die Aufgabe, den Wert 
von «(X) anhand von n Beobachtun- 
gen zu schätzen. Dazu betrachtet man 
einen Zufallsversuch, der in der n-ma- 
ligen Beobachtung von X besteht. Auf 
diesem Zufallsversuch seien Zufalls- 
größen X,, X, ..., X, definiert durch 


X,:=beobachteter Wert von X bei 
der i-ten Beobachtung. 


Die Funktion S(X,, X,, ..., X,) heißt 

dann eine erwartungstreue Schätzgrö- 

Be für den Parameter «(X), wenn 
E(S(X,,X>, An) UN), 


wenn also der Erwartungswert der Zu- 
fallsgröße S gleich «(X) ist. 
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Beispiel1: Es ist E(X) zu schätzen. 
Dazu bildet man 


S(X,,X2,..,X DE 
d.h. man bildet das arithmetische Mit- 
tel der beobachteten Werte. Dann ist 


=, DEI 


i=1 


se 


E(S(X,,X3,..., X, 


si 


wegen E(X;)=E(X) also 
E(S(X1,X>,..., X„)=E(X). 


Daher ist 5 ),X; eine erwartungs- 
i=1 

treue Schätzgröße für den Erwartungs- 

wert von X. 

Beispiel 2: Esist V(X)zuschätzen. Bildet 

man (was naheliegend scheint) die 

Schätzgröße 


l 2 
S(X,X2,..,An):=- > (X;— X)? 
N: 


— . 1 
mit X:=- 2% j, so ergibt sich wegen 
N ;- 


ND:= 


(X X)? 


si- 


sie7 


1 


gun E(X))? (X — E(X))? 
die Beziehung 
IS a) _ 1 
E(- LA-R )- — iR). 


Die gewählte Schätzgröße ist also keine 
erwartungstreue Schätzgröße für die 
Varianz V(X). Eine erwartungstreue 
Schätzgröße für die Varianz ist dage- 
gen die Stichprobenvarianz 





K=i% 
n—1, > e 
Erwartungswert: Bei einem ?tZufalls- 
versuch mit endlich vielen Ausfällen 
sei Q={[w;,®>,...,@„} die Menge der 
möglichen Ausfälle und X:Q>R eine 


Erwartungswert 
1 Zufallsgröße. Dann heißt 


n 


EN:= IX 


(w;) P(w;) 


der Erwartungswert von X. Wieder- 
holt man das zugrundeliegende Zufalls- 
experiment sehr oft und stellt jedes- 
mal den Wert von X fest, so erwartet 
man als Mittelwert (Tarithmetisches 
Mittel) den Wert E(X). Deshalb nennt 
man E(X) auch den Mittelwert der 
Zufallsgröße X. Setzt man 


PX =x):=Piio;e2|X(w)=x}), 


so kann man den Erwartungswert 
auch in der Form 


E(X)= ), xP(X=x) 
xeX(R) 

angeben; dabei ist X(Q2) die Werte- 
menge der Funktion X. 
Beispiel 1: Beim zweimaligen Würfeln 
ordne man dem Ausfall (a,b) die Au- 
gensumme a+b zu, also X: (a,b) 
a+b. Die Wahrscheinlichkeitsvertei- 
lung von X entnehme man der folgen- 
den Tabelle: 


= 2ls[slsislr| 
Pur 


x [ss folulnl 
ZIBEEIEZEIEN 
Es ist also 


EX)=Bts+3 +3 +30 +% 








+42 438432 +32+42 
—252_7 
=g ml. 


Man erwartet somit „im Schnitt“ die 
Augensumme 7. 

Beispiel 2: Setzt man beim Roulette 
(TGlücksspiele) 100 DM auf die Zahl 
13, so ist der Erwartungswert des Ge- 
winns 


Erwartungswert 


3500.37 +(— 100):3$ 
ID 27: 

man wird also „im Schnitt“ 2,70 DM 
pro Spiel verlieren, wenn man sehr oft 
100 DM auf eine Zahl setzt. 
Der Erwartungswert ist eine tlineare 
Funktion auf der Menge der Zufalls- 
größen eines Zufallsversuchs, d.h. es 
gilt 

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y) 
(a,beR, X, Y Zufallsgrößen auf 2). 
Allgemeiner gilt 


E(D x = LE 
bzw. 


E( 


%)= 3 a;E(X 
i i=1 


(a1,...‚a,eR, X,,..., 
auf 2). 
Beispiel 3: Es sei X die Anzahl der 
„Richtigen“, die man mit einem Tip 
beim Zahlenlotto „6 aus 49“ trifft. Es 
gilt 

Kein st ut tK, 
wobei X; die Anzahl der „Richtigen“ 
(0 oder 1) ist, die man mit seiner i-ten 
Zahl trifft. Es gilt 


E(X,)=0-45+1-49=345 
für i=1, 2, 3, 4, 5, 6, also ist 
EIX)=6.6=38. 


DM + 
SQ 


1 


X, Zufallsgrößen 


Ist X eine Zufallsgröße mit tabzähl- 
bar-unendlich vielen Werten x1,X>, 
X3,..., dann ist ihr Erwartungswert 


E= x ‚P(X=x)) 


falls diese TReihe absolut konver- 
giert. 

Beispiel 4: Man würfle so oft, bis die 
erste Sechs erscheint. Die Menge Q 


144 


besteht aus allen k-Tupeln (k=1,2, 
3,...) aus {1,2,3,4,5,6}, bei denen das 
k-te Element eine Sechs ist, die k—1 
ersten Elemente aber von Sechs ver- 
schieden sind. Die Zufallsgröße X 
gebe die Zahl der Würfe, also die Län- 
ge des k-Tupels an (X(w)=k, falls & 
ein k-Tupel ist, bei dem erst das k-te 
Element eine Sechs ist). Dann gilt 


P(X=k)=()'.4 


(geometrische Verteilung), also 





E(X)=4- Z kg". 
k=1 
Wegen 
” l 
kt für |gl<1 
R1 (1-q) 


erhält man E(X)=6. Man erwartet die 
erste Sechs also „im Schnitt“ nach 
6 Würfen. 

Beispiel 5 (Petersburger Paradoxon): 
Eine Münze werde so oft geworfen, 
bis zum ersten Mal „Wappen“ er- 
scheint. Ist dies beim n-ten Wurf der 
Fall, dann werden 2" Rubel ausge- 
zahlt. Die Zufallsgröße X gebe 
den Gewinn des Spielers an. Es ist 
P(X =2")=(4)", also 


H=Y1"=o, 
n=1 


der mittlere Gewinn eines Spielers ist 
also unendlich. Dies erscheint recht 
paradox (TParadoxon), zumal der Er- 
wartungswert der Anzahl der Würfe 
bis zum ersten Eintreten von „Wap- 
pen“ 2 beträgt (vgl. Beispiel 4). 

Bei einer Zufallsgröße X mit überab- 
zählbar vielen Werten definiert man 
den Erwartungswert mit Hilfe ihrer 
Wahrscheinlichkeitsdichte d(x) (? Dich- 
te) durch das tuneigentliche Integral 


EX)= J2r. 


n=1 


E(X)= [ xd(x)dx 


oo 
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Beispiel 6: Die ? Exponentialverteilung 
mit dem Parameter A (4>0) hat die 
Dichte d(x)=Ae** für x>0 und d(x) 
=0 für x<0, also den Erwartungswert 


„- l 
Axe*dx=-. 
S xe ur; 


erzeugende Funktion: Ist (a,> eine 
tFolge von Zahlen (ao, aı,43,...), SO 
heißt die Funktion f mit 


SO=% Mt" 
n=0 
die erzeugende Funktion der Folge 
<a,2, wobei der Definitionsbereich 
von f durch den Konvergenzbereich 


0) 


der t Potenzreihe ), a„t" gegeben ist. 


Die erzeugende Funktion ermöglicht 
in manchen Fällen die Aufstellung ei- 
ner expliziten Formel („Bildungsge- 
setz“) für eine Trekursiv definierte 
Folge. 

Beispiel 1: Die Folge (E> der TFi- 
bonacci-Zahlen ist durch p=F,=1 
und B;2=H,ı+F (nz0) gegeben. Es 
gilt 

So:=% At" 


n=0 


=1+t+ ı FAR aa 


n=0 


=1+t+ & F+1t"*?+ > ne*: 


rel Sar)er Ir Fe 
also En a 
fO=1+1f(l)+t?f(e) 
und somit 
= ——. 
sw 1-t:-1? 
Die Gleichung 1-1-t?=0 hat die 
—1+y5 —1-y5 
Nullstellen ern und a 


erzeugende Funktion 


Nach einigen Umformungen erhält 
man 





a b 
‚W= 1 in 
mit 
1+y5 „_1=V5 
2 2° 


Mit Hilfe der geometrischen Reihe er- 
hält man dann 


S 0-2 5 


und damit die explizite Darstellung 
der Fibonacci-Zahlen: 


ll I (=2y") 
“5 2 2 j 
Ist X eine tZufallsgröße mit den Wer- 
ten 0,1,2,3,..., so heißt die erzeugen- 


de Funktion der Folge <P(X =n)), al- 
so 


(a art! —b"+ljen 





t> ), P(X =n)t", 
n=0 


die erzeugende Funktion von X (ge- 
nauer: erzeugende Funktion der Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung von X‘). 
Beispiel 2: Genügt die Zufallsgröße X 
mit den Werten 0,1,2,...,N der tBi- 
nomialverteilung, so gilt für die erzeu- 
gende Funktion f 


N 


10= 5 ("mu -me 


n=0 


> ( por (1-p)"* 


BEN 
=(pft-1)+1). 


Beispiel 3: Genügt die Zufallsgröße X 
mit den Werten 0, 1,2, 3,... der t Pois- 
sonverteilung, so gilt für die erzeu- 
gende Funktion f 


Erzeugendensystem 


oo n 


SOö=% er 


n=0 


= erlt-1) 


Die bisher betrachteten erzeugenden 
Funktionen bezüglich einer Potenzrei- 
he heißen genauer gewöhnliche erzeu- 
gende Funktionen. Man kann auch er- 
zeugende Funktion bezüglich anderer 
Reihenentwicklungen definieren: 

Die Funktion 


12 7 
bezeichnet man als Hurwitzsche expo- 
nentielle erzeugende Funktion der Fol- 
ge <a,» (nach A.Hurwitz, 1859 bis 
1919). 

Die Funktion 


je 0) A, 
a) — 
2 n' 
bezeichnet man als Dirichletsche erzeu- 
gende Funktion der Folge <a,„)> (nach 
P.G. Lejeune-Dirichlet, 1805-1859). 
Die Funktion 


n 


© t 
t> ), u —— 
n=1 1-# 


bezeichnet man als Lambertsche erzeu- 
gende Funktion der Folge <a„> (nach 
J.H. Lambert, 1728-1777). 
Erzeugendensystem: Ist U ein TUn- 
terraum des T Vektorraumes V und be- 
steht U genau aus allen ?Linearkom- 
binationen der Vektoren 4,,...,Un 
dann heißt die Menge {Üh,..., u, 
ein Erzeugendensystem von U. Man 
schreibt dann 


U=(H,, MEER 6. 


(t Erzeugnis). Ein Erzeugendensystem 
von V, welches aus flinear unabhängi- 
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gen Vektoren besteht, heißt eine 1 Ba- 
sis von V. 

Erzeugnis. Sind Ü', ..., u, Vektoren ei- 
nes tVektorraumes V, so heißt die 
Menge aller t Linearkombinationen 


KWdıt:.. + Undn 
(His :-.;WneR) das Erzeugnis der Vek- 


toren Dd}, ..., vo, und wird mit 
u —_ 
ver.) Un? 
bezeichnet. Man spricht auch von 


der linearen Hülle der Vektormenge 
{D1, ..., Du}. Das Erzeugnis einer Men- 
ge von Vektoren aus V ist ein tUn- 
terraum von V. Für Vektoren 
U, ..., 0) und Wı,...., W„ eines Vektor- 
raumes V gilt genau dann 


, del u Bin, 


wenn jedes vd; (i=1,...,n) eine Linear- 
kombination der Vektoren Wı,..., Wn 
und umgekehrt jedes w, (k=1, ....,m) 
eine Linearkombination der Vektoren 
Vs ..., 0, ist. Dies ist genau dann der 
Fall, wenn man durch telementare 
Umformungen von {Vi,...,0,} zu 
Wis... Wm} gelangen kann, wobei 
man den Nullvektor beliebig oft zufü- 
gen oder weglassen darf. Ist V das Er- 
zeugnis von n Tlinear unabhängigen 
Vektoren, dann bilden diese eine 
t Basis von V. 

euklidischer Algorithmus (nach Eu- 
klid um 300 v.Chr.): Rechenverfah- 
ren zur Bestimmung des größten ge- 
meinsamen Teilers (? Teilbarkeitslehre) 
zweier natürlicher Zahlen a und b. Ist 
a>b, so führe man folgende ?tDi- 
visionen mit Rest durch: 


a=gb+r; ((<r,<b), 
b=qır3+r3 (0<r3<r,), 
(O<r4<r3), 


r,=gar3 tra 


n-2=m-2fn-ıt tn (<r,<tn-i) 


Mn-1=4n-1 +0 
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Da die Reste r,,r;,.... immer kleiner 
werden, bricht das Verfahren schließ- 
lich mit dem Rest 0 ab. Der letzte von 
0 verschiedene Rest r,„ (oder b selbst, 
falls schon r,=0) ist dann der größte 
gemeinsame Teiler von a und b, also 
r„=ggT(a,b). In der Schule nennt 
man den euklidischen Algorithmus 
auch Wechselwegnahme. Mit Hilfe des 
euklidischen Algorithmus gewinnt man 
für ggT(a,b) eine Vielfachensummen- 
darstellung 


ggT(a,b)=u-a+v-b 


mit ganzen Zahlen u, v. 
Beispiel: Bestimmung von ggT (693, 147) 


693=4-147+105 
147=1-105+ 42 
105=2- 42+ 21 
42=2. 21l+ 0 


Es ist also ggT(693, 147)=21. 

Eine Vielfachensummendarstellung von 
ggl(693, 147) ergibt sich nun folgen- 
dermaßen: 


ggT (693, 147) 


=21=105-2-42 
=105—2-(147—1-105) 
=3.105—2-147 
=3.(693—4.147)— 2.147 
=3.693— 14-147; 
also ist 


ggT (693, 147)=3-693 + (— 14)- 147. 


Der euklidische Algorithmus läßt sich 
in analoger Weise auch zur Bestim- 
mung des größten gemeinsamen Tei- 
lers von ? Polynomen benutzen (? Po- 
Iynomdivision). 

Eulersche Zahl. Die Eulersche Zahl e 
(nach L. Euler, 1707-1783) ist definiert 


I\r 
als Grenzwert der TFolge (( +) j 
Es ist ” 


e=2,71828182845904523536... 


Eulersche Zahl 


Die Zahl e läßt sich auch durch eine 
t Reihe definieren: 





4.2 4 
BESTATTET 
=1+1l+3+8+25+.... 


Dabei steht n! (n Fakultät) für das 
Produkt der ersten n natürlichen Zah- 
len; ferner ist O!=1 gesetzt. 

Aus den folgenden Ausführungen er- 
gibt sich die Gleichwertigkeit der bei- 
den Definitionen: Aus dem tbino- 
mischen Lehrsatz erhält man 


Er 
1+) n(n— 1)\(n—2).. 


1 iln! 


le 


.(n-i+1) 


i 


(1) 


Da dies für jedes keN gilt, erhält man 


In = 
im (142% 


n> © n wol! 


(2) 


Eulersche Zahl 


Aus (1) und (2) ergibt sich die Gleich- 
wertigkeit der beiden Definitionen von 


oo 
e. Die Konvergenz der Reihe ), en 
i=0 F: 
erhält man aus dem Satz über tmono- 


» ] 
tone Folgen: Die Folge 2 1) ist 

i=0 1: 
monoton wachsend und nach oben 
beschränkt: 


n 1 n—1 . 
> mails y,.&<3. 
i=0 F: i=0 


]\n 
Die Folge ((+!)) ist monoton 
n 


wachsend und nach oben beschränkt; 


I\n+1 
die Folge ((1+}) ) ist monoton 
n 


fallend und nach unten beschränkt. 
Man erhält also mit 


Kerhe)) 


eine !Intervallschachtelung für e. 
Die Eulersche Zahl kann auch als 
Grenzwert einer Funktion definiert 
werden: 
1 x 
e:= lim ( +.) . 
x x 
Die Zahl e ist tirrational. p 
Beweis: Angenommen, es wäre e=- 


q 
| 
mit p,geN. Weil ($ 2) monoton 
wächst, gilt io}: 








p A 1 ud 
0<-— _— _ 
q 2% il 2, i! 
- 1 = 1 
(n+1)!, on (n+2) 
< 1 er 








(n+l)!n+1 nl 
Für n=q ergibt sich nach Multiplika- 
tion dieser Ungleichung mit q! 


n q! 
O<pa-NI-% <1. 


i=0 
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Dies ist ein Widerspruch zu der Tat- 
sache, daß zwischen 0 und 1 keine 
ganze Zahl liegt. 

Die Zahl e ist Ttranszendent; dies ist 
von Ch. Hermite (1822-1901) bewiesen 
worden. 

Die tExponentialfunktion zur Basis e, 
also 


exp: xı>eN, 


zeichnet sich dadurch aus, daß sie mit 


ihrer tAbleitungsfunktion überein- 
stimmt: 
te”) = e*; 


für jede andere Basis b>0 gilt 
(b* =Inb.b*, 


wobei In die Umkehrfunktion von exp 
ist (natürlicher tLogarithmus). Aus 
der Beziehung 

1 


(In x) =— 
x 


folgt 


| 
| - dt=Inx. 
ı 





Abb. 1 


Umgekehrt kann man diese Beziehung 
zur Definition der Funktion In und 
damit der Funktion exp (als Umkehr- 
funktion von In) benutzen. Damit er- 
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gibt sich auch folgende Möglichkeit 
zur Definition der Zahl e (Abb. 1): 


dt=1 


| 


B-—o 


Evolute. Zu jedem Punkt einer Kurve 
C denke man sich den Mittelpunkt 
des Krümmungskreises (t Krümmung) 
gezeichnet. Diese Punkte bilden (unter 
geeigneten Voraussetzungen über C) 
wieder eine Kurve, die Evolute von C 
genannt wird (Abb. 1). 





Abb. 1 


Die Kurve C sei der Graph der Funk- 
tion f: [a,b]J>R. In [a, b] sei f zwei- 
mal differenzierbar und es sei dort 
f'(x)+0. Dann hat der Mittelpunkt 
des Krümmungskreises von f an der 
Stelle x die Koordinaten 


nn HI 
gaxr— fr): gg 
REN), 
n =f(x) u. (x) = 


Damit hat man eine 1 Parameterdar- 
stellung der Evolute E in der Form 


See), nn). 


Beispiel 1: Die Evolute von f: xH>x? 
ist auf D(f)=R definiert, denn es gilt 
f'(x)=2#+0 für alle xeR. Ihre Para- 





Evolute 


meterdarstellung lautet 
E=-4x?, n=3+3x°. 

Daraus kann man eine Darstellung als 

Graph einer Funktion gewinnen, in- 

dem man den Parameter x eliminiert: 


(Abb. 2). 


xg 


Abb. 2 


Ist C in Parameterdarstellung gege- 
ben, also 


x=olt), y=Y(t) 


für te[a,b], sind ferner p und y auf 
[a, b] zweimal differenzierbar und gilt 
dort pt) y’(t)—Ww'(t) p'(t)+0, dann 
erhält man folgende Parameterdarstel- 
lung der Evolute: 


g= (o-w a) (2), 
= u+o en) (t). 


Beispiel 2: Die Evolute der Ellipse mit 
der Parameterdarstellung 


x=a.cost, y=b-sint 


Evolvente 


(te[0,2n[) soll berechnet werden 


(Abb. 3). Es ergibt sich 


2 2 

a”—b 

= cos” t, 
a 








oder nach Elimination des Parameters t 
(a8)? +(b)?=(a? - b?)*. 


Die Evolute der Ellipse ist also eine 
t Astroide. 





Abb. 3 


Es besteht folgender Zusammenhang 
zwischen Evolute und ?Evolvente: Je- 
de Kurve ist die Evolute jeder ihrer 
Evolventen. 

Evolvente: Kurve, die durch „Ab- 
wicklung“ einer gegebenen Kurve C 
entsteht. Man denke sich einen Punkt 
A aus C fest gewählt. Dem Punkt 
PeC ordne man denjenigen Punkt O 
zu, der auf der Tangente an C in P 
liegt und von P die Entfernung AP 
(T Bogenlänge) hat (Abb. 1). 

Ist C in Parameterdarstellung gege- 
ben, also 


x=ol), y=Yl) 


(te[a, b]), so ergibt sich die Parame- 
terdarstellung der Evolvente zu 
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&= Pr) () 
= Va) (t) 
mit 


st)= |yp?ke)+W (ed) dr, 


falls A=(plto), W(to)) ist. 


As, n) 





Abb. 1: Evolvente 

Beispiel: Wir wollen die Evolvente des 

Kreises mit der Parameterdarstellung 
x=cost, y=sint 


(te[0,2n[) berechnen. Der Anfangs- 
punkt sei (1,0), also tu=0. Dann ist 
t 
s()=[dr=1t, 
0 
also 
&=cost+t-sint, n=sint—t-cost. 
Die Kreisevolvente ist ein spiralförmi- 
ges Kurvenstück (Abb. 2). 


E 


Umfang 
des Kreises 


Abb. 2: Kreisevolvente 
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Es besteht folgender Zusammenhang 
zwischen Evolvente und tEvolute: Je- 
de Kurve ist die Evolute jeder ihrer 
Evolventen. Dies läßt sich an Abb. 3 
plausibel machen: Wird die Kurve ein 
kleines Stück weiter abgewickelt, geht 
also PA in einen „benachbarten“ Punkt 
P, über, so liegen die zugehörigen 
Evolventenpunkte O,, O, näherungs- 
weise auf einem Kreisbogen um P, mit 
dem Radius AO.. 





Abb. 3: Evolvente und Evolute 


exakte Differentialgleichung. Die 1 Dif- 
ferentialgleichung 


I y)+8(&, y)y=0 


heißt exakt oder total, wenn eine 
Funktion F(x, y) existiert, deren ?par- 
tielle Ableitungen den Bedingungen 


OF OF 

— d — 

m v.: (*) 
genügen. Dazu ist notwendig, daß 
of ög RT 
—=—, denn für obige Funktion F 
0y 0x 

@F ®©F \ 
muß —— = gelten. Lösungs- 
0x0y OyOx 


funktionen ergeben sich dann durch 


exakte Differentialgleichung 


Auflösen der F(x, y) 
=const. nach y. 

Sind die Bedingungen (x) nicht erfüllt, 
dann kann man mit Hilfe eines inte- 
grierenden Faktors (auch Eulerscher 
Multiplikator genannt, nach L. Euler, 
1707-1783) eine exakte Differential- 
gleichung gewinnen. Dies ist eine 
auf der betrachteten Definitionsmenge 
von f und g nicht verschwindende 
Funktion w(x, y) mit der Eigenschaft, 
daß 


uf+ugy=0 
eine exakte Differentialgleichung ist. 
Aus der Bedingung uf) _du8) er- 
Oy 0x 
hält man die Differentialgleichung 
du Ou of 0g 
a 
x y y 0x 
aus welcher man einen integrierenden 
Faktor u gewinnen kann (zumindest 
in einfachen Fällen). Die Lösungen 
von uf+ugy =O stimmen wegen u=+0 
mit denen von f+gy’=0 überein. 
Beispiel: Gegeben sei die Differential- 
gleichung 


Gleichungen 





y+xy? +(x-x?y)y=0. 


Sie ist nicht exakt, denn 


Ooly+xy? 
EN 1 2yHl- 20 
Y 
_ xx? y) 
ax 


Für einen integrierenden Faktor u 
= u(x, y) muß gelten: 


ö 
—E (y+xy?) 
Oy 
ou a 
- (xx y)+4uxy=0. 
0x 


Hier liegt der Ansatz u=h(xy) nahe; 
dies liefert für h die Differentialglei- 
chung 


(xy)? hW"+2xyh=0. 


Exponentialfunktion 

Eine Lösung dieser Differentialglei- 
1 \2 

chung ist h= (—): Mit diesem inte- 
xy 


grierenden Faktor erhält man aus der 
ursprünglich gegebenen Differentialglei- 
chung die exakte Differentialgleichung 


ı 1 ı NM _ 
5 +( > )y=0 
xy x \xy° y 





1 
Nun gilt für F(x, y)=In C—— 
y xy 


Fr I 1 
u 
a | 
Oy xy? y 


so daß die Lösungen der Differential- 
gleichung durch 


x 1 
In -—— —=const. 


y xy 

gegeben sind. Die Lösungsfunktionen 
sind also implizit gegeben, eine explizi- 
te Darstellung y= f(x) ist mit einfa- 
chen Termen nicht möglich. 
Exponentialfunktion: 1) Als reelle Ex- 
ponentialfunktion bezeichnet man die 
Funktion 


xma* 


(xeR) 


mit a>0 (t Potenz). Für a>1 ist diese 
Funktion Tmonoton wachsend und 
umkehrbar. Für O<a<]1 ist sie mono- 
ton fallend und ebenfalls umkehrbar. 
Für a=1 ist sie konstant (Abb. 1). 





Abb. 1: Exponentialfunktionen 
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Ist f eine Exponentialfunktion, so gilt 
das Additionstheorem 


Ski +txr2)=fı) FX2). 


Die tUmkehrfunktion der Exponen- 
tialfunktion xH>a* ist die ?Logarith- 
musfunktion x—>,logx (xeR*). We- 
gen 


= prloga'x 


(a,b>0) unterscheiden sich die Gra- 
phen zweier Exponentialfunktionen 
nur durch eine Streckung (axiale 
Streckung) längs der x-Achse. 

Die wichtigste Exponentialfunktion ist 
diejenige zur Basis e (tEulersche 
Zahl), also die Funktion 


exp: x>e* (xeR). 
Ihre Umkehrfunktion 
In: x>Inx (xeR*) 


heißt natürliche Logarithmusfunktion 
(Logarithmus naturalis). Oft bezeich- 
net man daher auch exp als die natür- 
liche Exponentialfunktion. Es gilt 


& x\ 
e*= lim (142). 
n> 0 n 
Die tTaylor-Reihe der Funktion exp 
ist 


x 


xi 
=) — 
i! 


Ms 


i=0 


(TFakultät). Durch diese Reihe kann 
man die Funktion exp auch definieren 
und daraus ihre Eigenschaften her- 
leiten. 

Die tAbleitungsfunktion von xtH>a* 
ist x>a*-Ina. Die Ableitungsfunktion 
von exp ist wieder exp, d.h. es gilt 
(e* =e*. Die Funktion exp ist die ein- 
zige Funktion, die mit ihrer Ablei- 
tungsfunktion übereinstimmt und an 
der Stelle O den Wert 1 hat. Man 
kann also exp auch als die Lösung 
der ?Differentialgleichung f’=f mit 
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f(0)=1 definieren. Man kann exp 
ferner auch als die Umkehrfunktion von 
x [ — 

1 


(xeR*) 


definieren, denn dies ist die Funktion 
In. 

2) Komplexe Exponentialfunktion heißt 
die in der komplexen Zahlenebene 
(Tkomplexe Zahlen) definierte Tana- 
lytische Funktion f mit 


> zk 


ok! 


8 


J@)= 


k 


In Analogie zur reellen Exponential- 
funktion schreibt man hier auch f(z) 
=e’”, denn für reelle z stimmt der 
Wert der komplexen Exponentialfunk- 
tion mit dem der reellen Exponential- 
funktion überein. Durch Multiplika- 
tion der entsprechenden Reihen bestä- 
tigt man auch hier das Additionstheo- 
rem 


z z z z 
erıt?2 _. efie?2, 


Aus dieser Beziehung folgt 


e&®+0 füralle ze. 


Trennt man in der Reihe für e'* Real- 
und Imaginärteil und vergleicht mit 
den Taylorentwicklungen der ttrigo- 
nometrischen Funktionen, so erhält 


man die Eulersche Formel (nach 
L. Euler, 1707-1783) 
e®=cos9+isind (JeR). 


Insbesondere lassen sich also die tEin- 
heitswurzeln mit der Exponential- 
funktion darstellen. Daraus ergeben 
sich die Formeln von de Moivre (nach 
A. de Moivre, 1667-1754) 


(cos 9-+1-sin 9)"=cosn9+i-sinnY 
(neN, JeR). 
Für z=|z|(cos 9+1 sin 9) ist 


je?]=el”! cos9 _ „Rez 


Exponentialgleichung 


und 
arge”’=|z| sin9=Imz. 


Darin erkennt man, daß die Exponen- 
tialfunktion außer O alle Werte aus € 
annimmt. Wegen 


z+2nri 


e =e?.e?ri-oe? 


ist die Exponentialfunktion periodisch 
mit der Periode 2ni. In einem zur 
reellen Achse parallelen Streifen der 
Breite 2r, wobei genau einer der bei- 
den Ränder zum Streifen gehören soll, 
ist die Exponentialfunktion umkehr- 
bar (T Logarithmusfunktion). 

Durch 


l . 
sin z:=— (e'’—e”"'* 
5; ( ) 
und 
cosz:=$(el?+e-'?) 


werden die komplexen trigonometri- 
schen Funktionen definiert. 

Auch die komplexe Exponentialfunk- 
tion ist dadurch gekennzeichnet, daß 
sie mit ihrer Ableitungsfunktion über- 
einstimmt ((e?)' = e?). 
Exponentialgleichung: Gleichung, bei 
der die Variable im Exponenten einer 
Potenz vorkommt. Einfache Exponen- 
tialgleichungen löst man durch Log- 
arithmieren (Benutzen des ?Logarith- 
mus zur Basis 10 oder zur Basis e, z.B. 


mit Hilfe eines tTaschenrechners). 
Kompliziertere Exponentialgleichun- 
gen löst man mit Hilfe von tNähe- 
rungsverfahren. 
Beispiele: 1) Die Gleichung 3*=85 
hat die Lösung 
BEL ER ie 
lg3 0,4771... 


2) Die Gleichung 2°+x?=5 besitzt 
eine positive und eine negative Lö- 
sung (Abb. I). Die positive Lösung 
liegt zwischen 1 und 2. Durch Ein- 


Exponentialverteilung 


schachteln findet man, daß sie zwi- 
schen 1,48 und 1,49 liegt. 








Abb. 1 


Exponentialverteilung. Eine stetige 
t Zufallsgröße X mit positiven Werten 
besitzt eine Exponentialverteilung mit 


dem Parameter A (A>0), wenn 
PIX <= 1-e-*" für t>0, 
-- 10 für 1<0. 


Man sagt dann, X ist exponentialver- 
teilt mit dem Parameter A (Abb. 1). 





Abb. 1: Exponentialverteilungen 
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Die TDichte der Exponentialvertei- 
lung ist 


J).e-* für t>0 
d(t)= nn 
( | 0 für 1<0. 


Der 1 Erwartungswert ist 


oo [0] 1 
E(X)= |td(t)dt= | Are"dı=-. 
0 


0 


Die t Varianz ist 


>= 1\2 1 
v(X)= | (1-5) d(t)dt=—. 
d A 

Die Exponentialverteilung tritt z.B. 
bei der Lebensdauer von mechani- 
schen oder elektrischen Geräten auf: 
Hat ein Gerät eine mittlere Lebens- 
dauer von 3 Jahren (also A=#), dann 
sind 


1-e-+1=28,3%, 


der Geräte schon nach einem Jahr de- 
fekt, 


1-e?=487% 
der Geräte nach zwei Jahren defekt, 
1-e!1=632% 


der Geräte nach drei Jahren defekt 
usw.; nach 10 Jahren sind 
10 


1-e3 =96,4% 


der Geräte defekt. 

Extrapolation. Wenn man eine Funk- 
tion oder eine Meßreihe über einem 
bestimmten Intervall I kennt, so kann 
man diese außerhalb des Intervalls auf 
verschiedene Arten fortsetzen. Geht 
man von einer bestimmten Art der 
Fortsetzung aus, dann kann man auch 
Funktionswerte außerhalb des Inter- 
valls / berechnen. Dieses Verfahren 
nennt man Extrapolation. Am häufig- 
sten benutzt man die lineare Extrapo- 
lation (Abb. 1; tauch Interpolation). 
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extrapolierter 
Wert an der 
J Stelle x, 


Meßpunkte 





) 





Intervall / 





Abb. 1: Extrapolation 


Extremwert: Die Funktion f hat an 
der Stelle x, ein relatives Extremum 
oder lokales Extremum, wenn eine 
TUmgebung U(x,)=D(f) derart exi- 
stiert, daß 


SR)<f(Xo) 


(dann liegt ein relatives Maximum vor) 
oder 


SR)>f(xo) 


(dann liegt ein relatives Minimum vor). 
Man nennt dann 


für alle xeU(xo)\{Xo} 


für alle xeU(xo)\ {xo} 


x Extremalstelle, 
yo=f(xo) Extremalwert 

(Extremwert, Extremum), 
(Xo, Yo) Extremalpunkt. 








absolutes 
| Maximum 







I 


Randminimum 


absolutes N 
Minimum 





Abb. 1: Extremwerte 


y=f(X) 


relative Maxima 


Extremwert 


Gilt f(x)< f(xo) für alle xeD(f)\Ixo} 
oder f(x)> f(xo) für alle xeD(f)\ {xo}, 
dann spricht man von einem absoluten 
Extremum auf D(f) (absolutes Maxi- 
mum, absolutes Minimum). Dies ist das 
größte der relativen Maxima oder ein 
Randmaximum bzw. das kleinste der 
relativen Minima oder ein Rand- 
minimum (Abb. 1). 

Ist f an der Stelle xo ?differenzierbar 
und liegt dort ein relatives Extremum 
vor, so gilt f’(xo)=0; an der Stelle 
eines relativen Extremums hat die 
Kurve also eine horizontale Tangente. 
Aus der Bedingung f’(x)=0 erhält 
man also die möglichen Extremalstel- 
len, nicht jede Lösung dieser Glei- 
chung muß aber Extremalstelle sein. 
Wir wollen dies für beliebig oft diffe- 
renzierbare Funktionen mit Hilfe der 
thöheren Ableitungen genauer be- 
schreiben: 

1. Fall: f'(xo)=0, f"'(xo)+0: 

x. Ist Extremalstelle; 

a) f'(xo)<0: x. ist Maximalstelle, da 
die tAbleitungsfunktion f’(x) in einer 
Umgebung von x, streng monoton fal- 
lend ist (Abb. 2). 

b) f”(xo)>0: xo ist Minimalstelle, da 
die Ableitungsfunktion f’(x) in einer 





m . 
Randmaximum 





relative 
Minima 


— Di) T— 


Extremwert 


Umgebung von x, streng monoton 
wachsend ist (Abb. 3). 





Abb. 2: Maximalstelle 





Abb. 3: Minimalstelle 


2. Fall: f(x)=f"(xo)=0, f"(Xo)#+0: 
in xo liegt ein Sattelpunkt (t Wende- 
punkt mit horizontaler Tangente) vor, 
denn f’(x) und damit die tKrüm- 
mung der Kurve ändert an der Stelle 
Xo Ihr Vorzeichen (Abb. 4). 


S&o)=0 
Fx0)=0 
FXo)+0 


Abb. 4: Sattelpunkt 


3. Fall:  (xo)=f"Xo)=f"(Xo)=0, 
&o)+0: 


xo Ist Extremalstelle, und zwar 


eine Maximalstelle, falls f‘(x,)<O, 
eine Minimalstelle, falls f'*(x,)>0. 


Allgemein gilt: Ist 

fR)=f"(&Xo)= ...=f"Xo)=0 
und f”(x.)+0, dann befindet sich an 
der Stelle xo 


ein Extremum, falls n gerade ist, 
ein Sattelpunkt, falls n ungerade ist. 
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Das folgt aus der Taylor-Entwicklung 
(TTaylor-Reihe) von f an der Stelle 
xo. Diese lautet im vorliegenden Fall 





(n) 
1-10) e- zo 
+r.(X,Xo) 
mit 
[e.) (i) 
= az 
i=n+l z 
Wegen 
f r(X,Xo) 
lim =0 





x-x0 (X Xo)" 


folgt daraus 


f X) -f(Xo) fx) 
im ——= . 
x>xo (X -Xo)" n! 





Es gibt also eine Umgebung von xo, 
in der f(x)— f(x.) das gleiche Vorzei- 
chen hat wie f"”(xo), falls n gerade ist. 
Für f"(x,)<O gilt für alle x+x, aus 
dieser Umgebung von x, also 
I) < f(x), 
für f(xo)>O gilt für alle x+xo aus 
dieser Umgebung 
SRI> Fo). 
Ist dagegen n ungerade, so ist in einer 
Umgebung von x. im Falle f"(x,)<O 
SR)< X) 
FSR)> Flo) 
Entsprechendes gilt für f”(xo)>0. 
Beispiel 1: Auf ]0, 4[ sei die Funktion 
f: xx -1)’+2(x-1)* 
gegeben. Es gilt 
S)=&x-1°65x+3). 
Als Extremalstelle in ]0, 4[ kommt al- 
so nur xo=1 in Frage. Es gilt 
f")=20(x - 1)? +24x—1)2, 
Sf" (&)=60(x-1)?+48(x—1), 
f"x)=120(x —1)+48. 


für x>xo, 
für Xx<Xo. 
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Es ist f"1)=f”(l)=0 und f*) 
=48>0. Also liegt an der Stelle I ein 
relatives Minimum vor. 

Beispiel 2: 


Xi 


4 
—— ll R\{-1 
fx x+1’ a 


0, falls x= —1. 


An der Stelle —1 ist f nicht stetig und 
daher auch nicht differenzierbar. Für 
x+-—1 gilt 


x?+2x+4 

a 

Weil die quadratische Gleichung 
x?+2x+4=0 

keine reellen Lösungen besitzt, ist 
f()+0 für alle xeR\{-1}. 


Die Funktion f besitzt kein Extre- 
mum (Abb. 5). 








a 
el srı für x# —1 
0 für x=-—1 


Abb. 5 


Beispiel 3: Die Extremwerte der auf 
R* definierten Funktion 


Extremwert 


f: xx” 
sind zu bestimmen. Es gilt 
FR)=R) =(er"*) 
=e*""*(] +nx)=x*(l+1nx). 
Wegen x*>0 für x>0O erhält man als 


einzige Lösung von f’(x)=0 die Lö- 
sung von I+Inx=(, also 


1 
x%o=-=0,3678794.... 
e 
Es ist 
f')=x"(ll+Inx)?+x°!, 


also 
1 


f" (.)=e'*>0 


e 


1 
An der Stelle — liegt also ein Mini- 
e 


mum vor. Der Minimalwert ist 


F (.) =0,3678794...0:367894... 
e 


=0,6922006.... 


In Abb. 6 beachte man lim f(x)=1, 
x>0+ 

wie man mit Hilfe der tL’Hospital- 
schen Regeln feststellt. Ferner ist 


f(l)=1und lim f(x)=-©. 


x>0+ 





Abb. 6 


Extremwertaufgabe 
Beispiel 4: Die Funktion 


fx» . bi(x—-a,) 


stellt eine Parabel dar, falls ), b;+0, 
i=1 

hat also auf IR genau einen Extrem- 

wert. Wegen 


f)=2 » b.(x-a;) 
i=1 


-2(x-2 b;— = ab) 


1 i=1 


erhält man für die Extremalstelle 


y a;b; 
i=1 


= 





xXo= s 
bi 


1 


n 


ı 


Ist ), b;>0, dann liegt ein Minimum 
i=1 

vor, andernfalls ein Maximum. 

Beispiel 5: Die Funktion 


1 
ER ex fürx+0, 

x 
0 für x=0 


hat an der Stelle 0 ein Minimum 
(Abb. 7). 





Abb. 7 


Für jedes neN gilt aber f"(0)=0. In 
diesem Fall kann man also nicht mit 
Hilfe der Ableitungen sehen, daß ein 
Extremum vorliegt. 

Die Bestimmung der Extremalstellen 
einer Funktion ist Bestandteil der 
TKurvendiskussion. 
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Extremwertaufgabe: Aufgabe, bei der 
extremale (minimale oder maximale) 
Werte einer Funktion (d.h. einer von 
einer oder mehreren Variablen ab- 
hängigen Größe) berechnet werden 
sollen. 

l) In der Analysis behandelt man Ex- 
tremwertprobleme, welche mit Hilfe 
der Differentialrechnung zu lösen sind 
(tExtremwert, TExtremwerte mit Ne- 
benbedingungen). 


Abb. I 


Beispiel: Welche quadratische Pyrami- 
de, deren Seitenkante die Länge a hat, 
besitzt den größten Rauminhalt? Be- 
zeichnet x die Seitenlänge des Grund- 
quadrats, dann ist das Volumen 
j 
V(x)=$x?h=—— 
3Y2 
(Abb. 1). Man sucht also ein Maxi- 
mum der Funktion 


fı x>x?y2a?—x? 


für 0<x<ay2. Aus 


.x2V2a?—x? 


3 


<=, x 
f(x)=2xy 2a? —-x? - ——= 
v V2a?-x? 
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2 
folgt x=—- a. Für diesen Wert von x 


f ein 
2 

f’ (= a)<o gilt. Das Maximum des 
3 


nimmt Maximum an, da 


Volumens beträgt 
2 4 3 
V vs =#V3-a . 
3 


2) Extremwertaufgaben, die auf die 
Berechnung des Extremums einer qua- 
dratischen Funktion x>ax’+bx+c 
hinauslaufen, kann man mit Hilfe der 
quadratischen Ergänzung (Tquadrati- 
sche Gleichung) lösen: 


ax’+bx+c 
rt) 
=4a1x +-xX+- 
acda 
le 
a 2a 2a a 
b\? e b \2 
=.) tal) ) 
Hieraus folgt, daß der Term ax?+bx 


+c sein Maximum (falls a<0) bzw. 
sein Minimum (falls a>0) an der 





b 
Stelle u” annimmt. Der Punkt 
a 


(2) 
Sl, de — 
2a da 


ist der Scheitelpunkt der Parabel mit 
der Gleichung y=ax?’+bx+.c. 


3) In der Geometrie lassen sich Ex- 
tremwertaufgaben zuweilen mit Hilfe 
von ?tgeometrischen Abbildungen lö- 
sen. 


Beispiele: a) Der kürzeste Weg von 
A nach B über einen Punkt P der 
Geraden g ergibt sich mit Hilfe der 
Verbindungsstrecke AB’, wobei B’ das 
Bild von B bei Spiegelung an g ist 
(Abb. 2). 


Extremwerte mit Nebenbedingungen 





Abb. 2 


b) Der Punkt P in Abb. 3 soll mit 
zwei geeigneten Punkten A und B auf 
den Schenkeln des Winkels so verbun- 
den werden, daß das entstehende 
Dreieck einen minimalen Umfang hat. 
Dazu spiegele man P an den Schen- 
keln des Winkels und verbinde die 
Bildpunkte P’ und P” miteinander 
(Abb. 3). 





Abb. 3 b 


4) Bei der linearen Optimierung be- 
stimmt man ein Extremum („Opti- 
mum“) einer linearen Funktion meh- 
rerer Variabler, wobei für diese Va- 
riablen Nebenbedingungen in Form 
von linearen Gleichungen oder Un- 
gleichungen gegeben sind (? Optimie- 
rung). 

Extremwerte mit Nebenbedingungen: 
Es seien f und $,,6>,...,dm Funk- 
tionen von n reellen Variablen 
X1,X23...,X, (m<n). Gesucht ist ein 
tExtremwert (Minimum oder Maxi- 
mum) von f unter den Nebenbedingun- 
gen 


Pı=0, d2=0, el, 


exzentrisch 


Dazu benutzt man die Multiplikato- 
renregel von Lagrange (nach J.L. La- 
grange, 1736-1813): Man führt m wei- 
tere reelle Variable A},A>2, ...,Am (La- 
grangesche Multiplikatoren) ein und 
bildet die Funktion 


F=f+Adı+A2P2+...+AmÖm- 


Dann bildet man die Gleichungen 
(tpartielle Ableitung) 


OF OF OF 


yo, 


0x1 u dx, 0x, 


Diese stellen zusammen mit den Ne- 
benbedingungen ein System von m+n 
Gleichungen für die m+n Variablen 
Kiss Xp Alser Am dar. Jede Extre- 
malstelle von f muß notwendig diesen 
Gleichungen genügen, falls nicht der 
Ausnahmefall eintritt, daß an dieser 
Stelle sämtliche Funktionaldetermi- 
nanten (?differenzierbar) 


d1, 823 +, Ön) 


0(x;,, Kins .... X.) 


verschwinden. 

Ob an einer so gefundenen Extremal- 
stelle tatsächlich ein Extremum vor- 
liegt, bedarf weiterer Untersuchun- 
gen. 


Beispiele: 1) Gesucht ist ein Maxi- 
mum von f(x,y,2)=x?y’z? mit der 
Nebenbedingung x?+y?+2z?=c?, also 
ein Maximum von f auf einer Kugel- 
oberfläche. Setzt man die partiellen 


Ableitungen von 

F=x?yP?2?+AMx?+y?+2?—-c}) 
nach x,y und z gleich Null, dann er- 
gibt sich 

2xy?z?+2Ix=0, 

2x?yz?+2Iy=0, 

2x?y?z+2Xz=0. 


Lösungen mit xyz=0 kann man aus- 
schließen, da f an solchen Stellen ein 
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Minimum annimmt. Es folgt 


x=y?=z? und A=-x“. 


Zusammen mit den Nebenbedingun- 
gen ergibt sich 


c 
Z2= +—. 
v3 
An diesen (insgesamt 8) Stellen nimmt 
6 
f den Maximalwert _ an. Daraus 
folgt a 


= ers 





VaRZ et 
a 3 

Dies ist ein Sonderfall der Unglei- 
chung zwischen dem tarithmetischen 
und tgeometrischen Mittel. 

2) Es soll das Dreieck bestimmt wer- 
den, welches bei gegebenem Umfang 
2s=x+y+z (x,y,z Seitenlängen) den 
größten Flächeninhalt besitzt. Das 
Quadrat des Flächeninhalts ist nach 
der tHeronschen Formel durch 


S&,y,2)=s(s-x)(s-y)(s-2) 
gegeben. Gesucht ist also ein Maxi- 
mum von f unter der Nebenbedin- 
gung 

x+y+z—-2s=0 
mit x,y,z>0 und 


x+ty>z, x+tz>y, y+tz>x 


(T Dreieck). Die Lagrangesche Multi- 
plikatorenregel liefert 


_2s 
= 


Das Dreieck mit maximalem Flächen- 
inhalt ist also gleichseitig. 

exzentrisch nennt man die Lage zwei- 
er Kreise in einer Ebene, wenn sie ver- 
schiedene Mittelpunkte haben. Besit- 
zen sie den gleichen Mittelpunkt, so 
bezeichnet man ihre Lage als konzen- 
trisch. 


x=y=z 
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Faktorzerlegung: Die Darstellung ei- 
ner natürlichen Zahl oder eines t Terms 
als Produkt von Faktoren nennt 
man Faktorzerlegung. Bei natürlichen 
Zahlen ist vor allem die Primfaktor- 
zerlegung (1 Primzahl) von Bedeutung. 
Bei Termen interessiert man sich vor- 
wiegend für die Zerlegung von ?Poly- 
nomen in Faktoren. Ein Faktor eines 
Polynoms, der vom Grad I ist, heißt 
ein Linearfaktor des Polynoms. 

Mit Hilfe der tbinomischen Formeln 
erhält man z.B. die Faktorzerlegungen 


242 + 1=(k+ DH), 
y*-6y°+9=(y?-3)(y? 3), 
x*y? -u?v*=(x?y—uv?)(x?y+uv?). 


Hat die Tquadratische Gleichung 
x?+px+qg=0 die Lösungen x, und 
X, So Ist 


x? +px+g=(x—-xı)(x —-x;). 


Hat die tTalgebraische Gleichung f(x) 
=() die Lösung x;, so ist 


SI=R-X)8R), 


wobei man g(x) aus f(x) durch ? Poly- 
nomdivision f(x):(x—x,) erhält. Ist 
f(x) ein Polynom vom Grad n, dann 
besitzt die Gleichung f(x)=0 genau n 
treelle oder ?tkomplexe Lösungen 
X1,X23...,X, (unter Berücksichtigung 
der Vielfachheit). Dann ist 


FR)= ax xx -X2).. (X Xu), 
wobei a der Koeffizient von x" in dem 
Polynom f(x) ist. Man sagt, f(x) sei in 
Linearfaktoren zerlegt. 

Häufig kann man Polynome vereinfa- 


chen, indem man gemeinsame Fakto- 
ren der Summanden ausklammert: 


35a?x+15bx?-28a?-12abx 


6 DRM 





Fakultät 
SE Ee 
=(5x—-4a)(Ta?+3bx). 


Fakultät: Bezeichnung für das Pro- 
dukt der natürlichen Zahlen bis zu ei- 
ner bestimmten Stelle (Formelzei- 
chen „!“). Man definiert für neN 


n!:=1:.2-.3.....n 


(lies „n Fakultät“). Ferner setzt man 
0!:=1, damit die Formel 


K)-Em 


für die t Binomialkoeffizienten auch in 
den Fällen k=0 und k=n gilt. 


5040 
40320 


362880 
3628800 
39916800 
479001600 


Sind N, und N, Mengen mit jeweils 
genau n Elementen, so gibt es n! bi- 
jektive tAbbildungen von N, auf N;. 
Insbesondere ist die Anzahl der bijek- 
tiven Abbildungen einer n-elementigen 
Menge auf sich (? Permutation) gleich 
n!. Es gibt also genau n! verschiede- 
ne Anordnungen einer n-elementigen 
Menge. 

Anwendungen: 1) Für die Reihenfolge 
der Ziehung der 6 Gewinnzahlen beim 
Zahlenlotto „6 aus 49“ gibt es genau 
6!=720 Möglichkeiten. 

2) Für eine Schulklasse mit 19 Schü- 
lern gibt es 19!*1,2-1017 verschiede- 
ne Sitzordnungen. 

Zur näherungsweisen Berechnung von 
n! für große n benutzt man die ?Stir- 
lingsche Formel: 


—— /N 
!xy2 - 
i v2rn (*) 


Färbungen 


wobei n die Kreiszahl (n=3,14...) und 
e die tEulersche Zahl (e=2,72...) ist. 

Färbungen. Färbt man eine Landkar- 
te (tNetz) so, daß Nachbargebiete 
verschiedene Farben erhalten, dann 
spricht man von einer regulären Fär- 
bung. Abbildung 1 zeigt eine Landkar- 
te (in der Ebene), zu deren regulärer 
Färbung vier Farben erforderlich sind. 





Abb. I 


Welches ist die kleinste Anzahl von 
Farben, mit der man jede ebene Land- 
karte regulär färben kann? Man ver- 
mutete schon vor über hundert Jah- 
ren, daß man stets mit vier Farben 
auskommt (Vierfarbenvermutung, Vier- 
farbenproblem). Es gelang zunächst 
aber nur der Beweis, daß fünf Farben 
genügen (Fünffarbensatz). Bei den 
zahlreichen Versuchen zum Beweis 
der Vierfarbenvermutung entwickelten 
sich wesentliche Methoden der tGra- 
phentheorie. Erst 1976 wurde das 
Problem von den amerikanischen Ma- 
thematikern K. Appel (geb. 1921) und 
W. Haken (geb. 1928) durch den Ein- 
satz von Computern gelöst. Es gilt al- 
so der Vierfarbensatz: Jede ebene 
Landkarte läßt sich mit vier Farben 
regulär färben. 

Der folgende Zweifarbensatz läßt sich 
leicht mit ?vollständiger Induktion 
(über die Anzahl der Geraden bzw. 
geschlossenen Kurven) beweisen: Jede 
ebene Landkarte, die durch Geraden 
und geschlossenen Kurven gebildet 
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wird, läßt sich mit zwei Farben regu- 
lär färben (Abb. 2). 


> 





In einer solchen Landkarte haben alle 
Ecken gerade Ordnung (d.h. in den 
Ecken stößt jeweils eine gerade An- 
zahl von Kanten zusammen). Der 
Zweifarbensatz läßt sich folgenderma- 
ßen verallgemeinern: Eine Landkarte 
kann dann und nur dann mit zwei 
Farben regulär gefärbt werden, wenn 
ihre Ecken alle von gerader Ordnung 
sind. 

Das Färbungsproblem läßt sich auch 
auf nicht-ebene Flächen übertragen. 
Jede Landkarte auf der Kugeloberflä- 
che ist gleichwertig mit einer Land- 
karte in der Ebene. Also gilt der Satz: 
Jede Landkarte auf der Kugel läßt 
sich mit vier Farben regulär färben. 
Auf dem tTorus gilt der Siebenfar- 
bensatz (welcher lange vor dem Vier- 
farbensatz bewiesen war): Jede Land- 
karte auf dem Torus läßt sich mit sie- 
ben Farben regulär färben, und es gibt 
Landkarten, für die man tatsächlich 
sieben Farben benötigt. Landkarten 
auf dem ?Möbiusband lassen sich mit 
höchstens sechs Farben regulär fär- 
ben. 

Die minimale Anzahl von Farben, die 
man zur regulären Färbung jeder 
Landkarte auf einer geschlossenen Flä- 
che (Kugel, Torus usw.) benötigt, be- 
zeichnet man als die chromatische 
Zahl der Fläche. 
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Die Frage nach der Färbung der Län- 
der einer Landkarte läßt sich in ein 
Färbungsproblem der Ecken eines Net- 
zes überführen: Überträgt man die 
Farben der Länder auf die Ecken des 
entsprechenden dualen Netzes (1 Netz), 
so erhält man ein Netz, in dem 
benachbarte (also durch eine Kante 
miteinander verbundene) Ecken ver- 
schieden gefärbt sind. Die minimale 
Anzahl der Farben, die man benötigt, 
um benachbarte Ecken eines Netzes 
verschieden zu färben, nennt man die 
chromatische Zahl des Netzes. 

Fehler: Verwendet man tDezimal- 
zahlen anstelle von treellen Zahlen 
(z.B. beim Rechnen mit dem t Taschen- 
rechner), so macht man zwangsläufig 
Fehler, wenn die Dezimalzahlen nicht- 
abbrechend sind oder gerundet wer- 
den müssen (TRunden). Beim Rech- 
nen mit dem TRechenstab oder mit 
tFunktionstafeln erhält man meist 
nur einen Näherungswert für die ge- 
suchte Zahl. Ebenso verhält es sich 
beim Messen von Größen. Eine Zahl 
a ist dann also mit einem Fehler be- 
haftet, dessen Betrag man durch Au 
(lies „Delta a“) abschätzen kann, d.h. 
der wahre Wert liegt im Intervall 
[a—Aa, a+Aa]. Dafür schreibt man 
oft a+ Aa. Man nennt Aa den absoluten 


A 
Fehler und ses den relativen Fehler, 
a 


obwohl es sich nur um eine Fehlerab- 
schätzung handelt. 

Das Rechnen mit fehlerbehafteten 
Zahlen und Größen, insbesondere die 
Fehlerfortpflanzung, ist Gegenstand 
der t Fehlerrechnung. 

Bei Messungen (etwa in der Physik) 
treten zufällige Fehler auf. Hat man 
für die Größe a der Reihe nach die 
Meßwerte X1,Xa,...,X, erhalten, so 
berechnet man aus ihnen den „wahr- 
scheinlichsten“ Wert, etwa in Gestalt 
des tarithmetischen Mittels x. Dann 


6* 


Fehlerrechnung 


nennt man 
a—x; die wahren Fehler, 
x—x; die scheinbaren Fehler 


der Meßwerte x; (i=1,2,...,n). Unter 
dem durchschnittlichen Fehler (mittle- 
rer quadratischer Fehler) der Meßreihe 
versteht man 


1% & 
u, 2u- x). 


Da man in den meisten Fällen nur x, 
nicht aber a kennt, verwendet man als 
Schätzgröße für o die Zahl 


=, biLzE 


1 l 
Der Faktor —— z -) bewirkt, 
n—| n 








daß die durch 5 beschriebene Zufalls- 
größe eine Terwartungstreue Schätz- 
größe für a ist. Stellt man am Häufig- 
keitsdiagramm fest, daß die Meßwerte 
näherungsweise normalverteilt sind 
(tNormalverteilung), so liegen etwa 
65 % der Meßwerte im Intervall [X -6, 
x+6)]. 

Fehlerrechnung. Sind zwei Zahlen 
oder Größen a,b mit absoluten Feh- 
lern (tFehler) Aa bzw. Ab behaftet, 
dann gilt 


A(a+b)=Aa+Ab. 


Der absolute Fehler einer Summe ist 
also gleich der Summe der absoluten 
Fehler der Summanden. Aus 
(a+Aa)(b+ Ab) 
=ab+aAb+bAa+AaAb 
ergibt sich unter Vernachlässigung der 
(kleinen) Größe AaAb, daß der relati- 
ve Fehler eines Produkts gleich der 
Summe der relativen Fehler der Fak- 
toren ist: 
A(a-b) Aa Ab 
= + a 
a-b a b 





Fermat, Satz von 


Beim Rechnen mit gerundeten Zahlen 
(z.B. Wurzeln, Logarithmen, Werte 
der trigonometrischen Funktionen) 
muß man auf die Fortpflanzung der 
Fehler achten. 

Beispiel 1: Es gilt 


De | ) -970Y.2. 


Setzt man für Y2 den Näherungswert 
1,4 ein, so ergibt sich die (falsche) 
Gleichung !7=1. Setzt man für Y2 
den Näherungswert 1,41 ein, so ergibt 
sich die (falsche) Gleichung 0,0049 
=(,3. Daran erkennt man, wie sich 
ein zunächst kleiner relativer Fehler 
von 1% bzw. 0,3% bei Ersetzen von 
v2 durch einen Näherungswert durch 
Fehlerfortpflanzung so auswirken kann, 
daß sich sehr große Fehler erge- 
ben. 

Beispiel 2: Die Zahlen a, b, c seien bis 
auf 10°* genau gegeben, also bis auf 
einen möglichen Fehler von 0,0001. Es 
soll der mögliche Fehler in dem Aus- 
druck 


(a+b+c)(a?+b?+c2) 





abgeschätzt werden. Es gilt 
A(a+b+c)=3-10-*=0,0003. 

Weiterhin ist 
A(a?)=(a+Aa)?—a?=2aAa, 


wenn man die (kleine) Größe (Aa)? 
vernachlässigt. Entsprechendes gilt für 
b und c, also ist 


A(a?+b?+c?)=0,0002(a+b+.c). 


Wegen A(xy)=xAy+yAx erhält man 
schließlich als absoluten Fehler des 
gegebenen Ausdrucks 


0,0001 -(2(a+b+c)?+3(a?+b?+.c?)). 


Sind a, b, c etwa gleich 1, so ergibt 
dies 0,0027. Ein relativer Fehler von 
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0,01% bei a, b, c erzeugt also einen 
relativen Fehler von etwa 0,3 %. 

Ist f(x) eine von der Größe x abhän- 
gige Größe, und hat man x mit einem 
Fehler Ax gemessen, so gilt für den 
Fehler der Größe f(x) 


Afz f(x)Ax 


dabei ist f als tdifferenzierbar voraus- 
gesetzt und f’(x) ist die TAbleitung 
von f an der Stelle x (Abb. 1). 

















(On nn m m mn 
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oo ar; I 
u 7 | | 
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| | | 
0) 0) .— 
0 x—-Ax x x+Ax x 
Abb. I 


Ist f(x1,%2,...,%,) eine von x,, 
X2, ...,X„ abhängige Größe, deren t par- 


0 
tielle Ableitungen = existieren, und 
hat man x; mit einem Fehler Ax; ge- 
messen, so gilt für den Fehler der 
Größe f 


0 
PIE Fan 


Fermat, Satz von (nach P. de Fermat, 
1601-1665). Ist p eine ? Primzahl und 
a eine natürliche Zahl, die nicht durch 
p teilbar ist, so ist aP-!-1 durch 
p teilbar. Beispielsweise ist 4° —1 
(=4095) durch 7 teilbar. Dieser Satz 
gilt auch für Tganze Zahlen a, wenn 
man die Teilbarkeitsrelation auf Z 
ausdehnt. Meistens schreibt man die 
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Aussage des Satzes von Fermat als 
1 Kongruenz: 


ar-!=1] (modp), 


falls p eine Primzahl und a nicht 
durch p teilbar ist. 

Von L. Euler (1707-1783) stammt fol- 
gende Verallgemeinerung: Es sei m ei- 
ne natürliche Zahl, o(m) die Anzahl 
der zu m teilerfremden Zahlen, die 
kleiner als m sind, und a eine zu m 
teilerfremde ganze Zahl. Dann gilt 


ar" =1] (modm). 


Beispiel: Es ist @(9)=6, denn die Zah- 
len 1, 2, 4, 5, 7, 8 sind zu 9 teiler- 
fremd. Dann gilt z.B. 


56=] (mod9). 


In der Tat ist 5°—- 1(=15624) durch 9 
teilbar. 
Die Funktion p heißt Eulersche Funk- 
tion. Die Eulersche Verallgemeinerung 
des Satzes von Fermat heißt Satz von 
Fermat-Euler. 
Der Satz von Fermat-Euler ist ein 
Sonderfall eines allgemeineren Satzes 
über endliche ?TGruppen: Ist (G,*) 
eine Gruppe der Ordnung n, so gilt 
x"=e für alle xeG, wobei e das neutrale 
Element ist und x” eine Abkürzung 
für x*xx...*xx (n „Faktoren”) bedeu- 
tet. In der Gruppe der primen TRest- 
klassen modm gilt also x’"=]1 für 
jede prime Restklasse x, wobei I die 
Einsklasse ist. Dies ist genau die Aus- 
sage des Satzes von Fermat-Euler. 
Der Satz von Fermat-Euler ist einer 
der wichtigsten Sätze der elementaren 
t Zahlentheorie. 
Fermatsche Vermutung (nach P. de 
Fermat, 1601-1655). Die Gleichung 
x2+y2=z2 
hat unendlich viele Lösungen in N, 
der Menge der natürlichen Zahlen 
(tdiophantische Gleichung); dies sind 
die tpythagoreischen Zahlentripel. 


Fermatsche Vermutung 


Fermat vermutete im Jahr 1637, daß 
die entsprechende diophantische Glei- 
chung 

x"’+ y" = z" 
für kein n23 natürliche Zahlen als 
Lösungen besitzt. Fermat bewies die 
Unlösbarkeit dieser Gleichung für 
n=4, L. Euler (1707-1783) für n=3. 
Bis 1993 war die Unlösbarkeit dieser 
Gleichung für alle n< 125000 bewiesen, 
darüber hinaus noch für unendlich viele 
weitere Exponenten. Erst im Juni 1993 
stellte A. Wiles in Cambridge einen Be- 
weis der Fermatschen Vermutung vor. 
Man kann also von einem „Satz“ (Gro- 
Ber Satz von Fermat) sprechen, falls der 
Beweis von Wiles korrekt ist. 
Bei der Bemühung, die Fermatsche Ver- 
mutung zu beweisen, entwickelte E. 
Kummer (1810-1893) die Methoden 
der algebraischen ?Zahlentheorie, in 
neuerer Zeit entstanden bei diesen Be- 
mühungen wesentliche Teile der alge- 
braischen Geometrie. 
Die obenstehende Fermat-Gleichung 
kann man durch Einführung der Varia- 
blen 


x y 
us—, V=- 
zZ 


in die Gleichung 
u"+v"=1 

umformen, welche eine Kurve im uv- 
Koordinatensystem beschreibt. Die 
Fermatsche Vermutung lautet nun, 
daß für nz3 auf diesen Fermat-Kur- 
ven keine Punkte mit rationalen Ko- 
ordinaten liegen, mit Ausnahme von 
Punkten der Gestalt (0, +1) und 
(+1,0). Abbildung 1 zeigt die Fermat- 
Kurve für n=4; für gerades n haben 
die Fermat-Kurven alle etwa diese 
Gestalt, mit wachsendem n nähern sie 
sich immer mehr einem Quadrat. Ab- 
bildung 2 zeigt die Fermat-Kurve für 
n=5; für ungerades n haben die Fer- 


Fibonacci-Zahlen 


mat-Kurven alle etwa diese Gestalt, 
sie werden mit wachsendem n aber 
„eckiger“. Der englische Mathemati- 
ker L.J. Mordell (1888-1972) vermute- 
te 1922, daß auf gewissen algebraischen 
Kurven, zu denen die Fermat-Kurven 
für n24 gehören, nur endlich viele „ra- 
tionale“ Punkte liegen können. Diese 
Vermutung wurde im Jahr 1983 von 
dem deutschen Mathematiker G. Fal- 
tings bewiesen. 





Abb. 1: Fermat-Kurve für n=4 





Abb. 2: Fermat-Kurve für n=5 
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Fibonacci-Zahlen: Zahlen einer Zah- 
lenfolge, in der jedes Folgenglied (außer 
den ersten beiden) gleich der Summe 
der beiden jeweils vorangehenden 
Glieder ist, also Zahlen Fo, Fı, Fı.,... 
mit o=F,=1 und 


F+2=hHıtH für n20. 


Sie gehen auf den italienischen Mathe- 
matiker Leonardo von Pisa (genannt 
Fibonacci, etwa 1170-1240) zurück. 
In dessen Rechenbuch „liber abbaci“ 
(1202) befindet sich nämlich folgende 
Aufgabe: „Das Weibchen eines jeden 
Kaninchenpaares gebiert von Vollen- 
dung des zweiten Lebensmonats an 
allmonatlich ein neues Kaninchenpaar. 
Man berechne die Anzahl F, der Ka- 
ninchenpaare im Monat n, wenn im 
Monat 0 ein neugeborenes Kanin- 
chenpaar vorhanden ist.“ Tabelle I 
zeigt die ersten Fibonacci-Zahlen. 


= Won WDND m — 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 


DD — 


Tab. 1: Fibonacci-Zahlen 


Mit Hilfe von Terzeugenden Funktio- 
nen findet man die explizite Formel 


ho, (( 2" u ( >") 


(Bei Ausmultiplizieren mit Hilfe des 
tbinomischen Lehrsatzes kürzen sich 
alle Terme mit Y5 heraus, und es 
bleibt eine natürliche Zahl übrig.) 
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An vielen Stellen der Mathematik 
stößt man auf diese Zahlen. Der be- 
sonders einfache ? Kettenbruch 


1 . 
1 =[0; 1], 
1+ 





ia 
1+ 


welcher die tirrationale Zahl 4(Y5-1) 
darstellt, besitzt die Näherungsbrüche 





F, 
(n=0,1,2,....). 


n+1 


Teilbarkeitseigenschaften der Fibonac- 
ci-Zahlen (tTeilbarkeitslehre) kann 
man leichter betrachten, wenn man 
den Index um 1 verschiebt, d.h. die 
Zahlen a,:=F,_, betrachtet (eventuell 
mit ao:=0). Es gilt dann für alle neN 
bzw. für allem,neN: 

1) ggI(a,, An+ ı)= 1 

2) Am |Amn 

3) ggT(a,, 4,) =1l> Am Ay | Ann; 

4) ggT(m, n)=d> ggT(a,, a,)= a4; 

5) a_ı +07 =a,-ı 

6) a —-4_2=4n_2 


7) m-1 41-0 =(—1)" 


8) > 4=A42—1 
i=1 


n 
% Yaatyärri 
i=1 


oo 





Abb. 1 


Fixpunkt 


Eigenschaft 9) wird durch die Figur in 
Abb. 1 veranschaulicht. 
Zwischen den Fibonacci-Zahlen und 
den t Binomialkoeffizienten besteht fol- 
gender Zusammenhang: 


y ("")=F, 


i 
m 
wobei man (7) =( für k>m beachte. 


Fixpunkt: 1) Als Fixpunkt einer tgeo- 
metrischen Abbildung bezeichnet man 
einen Punkt, der mit seinem Bild- 
punkt übereinstimmt. Eine Fixgerade 
ist eine Gerade, welche auf sich abge- 
bildet wird. Wird jeder Punkt einer 
Geraden auf sich abgebildet, dann ist 
die Gerade eine Fixpunktgerade. Bei 
räumlichen geometrischen Abbildun- 
gen muß man entsprechend zwischen 
Fixebenen und Fixpunktebenen unter- 
scheiden. 

2) Fixpunkt einer Abbildung f: A>B 
mit BZA heißt allgemein ein Element 
aeA mit f(a)=a. Fixpunkte ?tlinearer 
Abbildungen kann man durch Lösen 
eines linearen Gleichungssystems be- 
stimmen, falls es sich um eine lineare 
Abbildung eines endlichdimensionalen 
t Vektorraums in sich handelt. 

3) Fixpunkte einer TFunktion f mit 
D(f), B(f)ER sind besonders für tIte- 
rationsverfahren von Bedeutung (tauch 


"Näherungsverfahren): Bringt man eine 


Gleichung F(x)=0 in die Form f(x) 
=x, so löst man die Gleichung, indem 
man einen Fixpunkt von f bestimmt. 
Dies kann mit einem Iterationsverfah- 
ren geschehen: Man definiert eine 
trekursive Folge <a,» durch 


dı:’=C, 
An+1 :=f(q,) 
Ist diese Folge konvergent (was vom 
Startwert c und von der Funktion f 


abhängt), dann ist ihr Grenzwert eine 
Lösung der Gleichung f(a)= a. 


für neN. 


Fläche 
Beispiel 1: Es sei a,:=5 und 
a,,.1:=V5+a, für neN. 


Die Folge <a,» ist konvergent, denn 
sie ist nach unten beschränkt und mo- 
noton fallend (Hauptsatz über ?mo- 
notone Folgen). Ihr Grenzwert a ge- 
nügt der Gleichung Y5+a=a, welche 
die Lösungen 3-$y21 und $+$y21 
besitzt. Als Grenzwert kommt nur die 
zweite Lösung in Frage, da alle Glie- 
der der Folge positiv sind. 
Beispiel 2: Zur Nullstellenbestimmung 
einer Funktion F eignet sich unter ge- 
wissen Voraussetzungen über F das 
tNewtonsche Verfahren, das durch 
die Rekursionsformel 

F(x) 

F(x) 


gegeben ist. Im Falle der Konvergenz 
genügt ein Fixpunkt von f der Glei- 
chung F(x)=0. 

Die Funktion f besitzt genau einen 
Fixpunkt im Intervall /<D(f), wenn 
die Bildmenge f(I) in I liegt und eine 
Zahl q mit O<q<l1 existiert, für wel- 
che 


FR)-fo)sqalx-yl 


für alle x, yeI gilt. Man sagt dann 
auch, die Funktion f sei kontrahierend 
auf /. Dieser Satz heißt (in seiner 
Verallgemeinerung auf vollständige 
tmetrische Räume) Banachscher Fix- 
punktsatz (nach S. Banach, 1892-1945). 
Fläche: Die graphischen Darstellun- 
gen von Funktionen zweier Variabler 
sind Flächen: Ist 


f: A>B mit ACR?, B<R 


mit f(x)=x- 





Xn+1 =f(x,) 


eine Funktion, dann bildet die Menge 
aller Punkte (x,y,z) mit z=f(x, y) 
und (x, yJ)eA im kartesischen Koordi- 
natensystem eine Fläche (Abb. 1). 
Eine begrenzte Fläche nennt 
auch ein Flächenstück. 


man 


In der 
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x 


Abb. 1 
Beispiel 1: Die Funktion f:R’>R 
mit 


z=f(x,y)=-3x+y—-7 


beschreibt eine ? Ebene. 
Beispiel 2: Auf A={(x, y)|x?+y?<9} 
beschreibt die Funktion f mit 


z=f(x, )=V9-x’-y? 
die Oberfläche einer Halbkugel mit 
dem Mittelpunkt (0,0,0) und dem 
Radius 3. 
Flächen lassen sich auch als Lösungs- 
mengen von Gleichungen der Form 
F(x,y,z)=0 beschreiben (fauch Flä- 
chen zweiter Ordnung). 
Beispiel 3: Durch 


x?+y?+z2?-9=0 


wird die Oberfläche der Kugel mit 
dem Mittelpunkt (0, 0,0) und dem Ra- 
dius 3 beschrieben. 
Parameterdarstellung lassen 
sich auch Flächen beschreiben, die 
nicht als Graph einer Funktion gedeu- 
tet werden können, z.B. geschlossene 
Flächen: Sind u, v,w drei Funktionen 
von zwei Variablen r, s („Parameter“), 
dann ist 


x=uflr, s), 
y=v(r, s), 
z=w(r, s) 


die Darstellung einer Fläche, wenn 
(r,s) eine Teilmenge von R? durch- 
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läuft. Dies schreibt man auch in Vek- 
torform (t Vektor) 

x u(r, s) 

y|=|vW 5) |. 

2 w(r, 5) 
Beispiel 4: Die Ebene in Beispiel 2 hat 
die Parameterdarstellung 


x r 
yı= N (r,seR). 
z -3r+s-7 


Beispiel 5: Die Halbkugelfläche in 
Beispiel2 hat die Parameterdarstel- 
lung 


x 3 cos cosY 
y |=| 3 sin p cos 9 
z 3sin d 


mit pe[0,2n[ und Ye[0,%]. Durch- 
läuft 9 das Intervall [3,5], dann er- 
hält man die gesamte Kugeloberfläche 
(vgl. Beispiel 3). 

Beispiel 6: Ist durch 


x u(t) 
yI|=|v ld) | (el 
2 w(t) 


eine Kurve mit dem Parameterinter- 
vall / gegeben, dann wird durch 


n4 u(t) cosp—v(t) sin p 
y |= | uft) sin + v(t) cos 
2 w()+pp 


(tel, pe[0,2n[) eine Umdrehung ei- 
ner Schraubenfläche definiert, welche 
von der Kurve erzeugt wird. Der Wert 
p bestimmt dabei die Ganghöhe der 
Schraubenfläche. 

Flächeninhalt. Flächeninhalte mißt 
man in m? (Quadratmeter) und daraus 
abgeleitete Einheiten (?Maßsysteme). 
Bei der Angabe von Grundstücksgrö- 
Ben benutzt man auch die Einheiten 
Ar (a) und Hektar (ha). 


Flächeninhalt 


Ikm? =1 Quadratkilometer =100ha = 10° m? 
Iha =1 Hektar =100a =10*m? 
la =I1Ar =100m? =10?m? 
Im? =1 Quadratmeter =100 dm? = 10° m? 
I dm? = Quadratdezimeter =100 cm? =10-? m? 
1 cm? = | Quadratzentimeter = 100 mm?=10-* m? 


I mm?=1 Quadratmillimeter =10-° m? 


Statt km?, m?, dm?,.... schreibt man 
manchmal auch qkm, qm, qdm, .... 
Den Flächeninhalt eines Flächen- 
stücks bezeichnet man allgemein mit 
A (lat. area=Fläche), früher war aber 
auch der Buchstabe F hierfür ge- 
bräuchlich. 
Der Flächeninhalt eines Rechtecks mit 
den Seitenlängen a und b ist 

A=a-b. 
Der Flächeninhalt eines Quadrats der 
Seitenlänge a ist a’(=a-a). Mit dem 
tKathetensatz kann man jedes Recht- 


eck in ein flächeninhaltsgleiches Qua- 
drat verwandeln (Abb. 1). 


neseie 


— 





Abb. 1: Rechteck und flächeninhaltsgleiches 
Quadrat 





(Grundseite) 


Abb. 2: Flächeninhalt eines Parallelo- 
gramms 


Flächeninhalt 


Aus Abbildung 2 ergibt sich die For- 
mel für den Flächeninhalt eines Paral- 
lelogramms: 


A=g-h. 
Aus Abbildung 3 erhält man die For- 


mel für den Flächeninhalt eines Drei- 
ecks: 


A=}%:g-h. 


Die Abbildungen 2 und 3 zeigen auch, 
wie man jedes Parallelogramm und je- 
des Dreieck in ein flächeninhaltsglei- 
ches Rechteck verwandeln kann (fter- 
gänzungsgleich). 





a — — 
(Grundseite) 


Abb. 3: Flächeninhalt eines Dreiecks 





V[— zz __— 
A g B 


Abb. 4: Flächeninhaltsgleiche Dreiecke 


Dreiecke gleicher Grundseite und glei- 
cher Höhe haben den gleichen Flä- 
cheninhalt (Abb. 4). Mit Hilfe dieser 
Tatsache kann man ein Vieleck (1 Po- 
lygon) in ein flächeninhaltsgleiches 
Dreieck verwandeln (Abb. 5). In Abbil- 
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dung 6 ist ein Fünfeck in ein flächen- 
inhaltsgleiches Quadrat verwandelt 
worden. 





Abb. 5: Aus dem Sechseck ABCDEF wird 
das flächengleiche Fünfeck BCDEG. 





Abb. 6: Verwandlung eines Fünfecks in ein 

flächeninhaltsgleiches Quadrat: 

l. Ecke A „wegscheren“, 

2. Ecke B „wegscheren“, 

3. Dreieck in Rechteck verwandeln, 

4. Rechteck mit Kathetensatz in Quadrat 
verwandeln. 
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Die Verwandlung einer ebenen Figur 
in ein flächeninhaltsgleiches Quadrat 
nennt man Quadratur (genauer geome- 
trische Quadratur). Im Jahr 1882 wur- 
de von F. von Lindemann (1852-1939) 
bewiesen, daß die geometrische Qua- 
dratur des Kreises nicht möglich ist. 
Die rechnerische (arithmetische) Qua- 
dratur des Kreises ist nur näherungs- 
weise möglich (? Kreis). 

Jedes n-Eck kann man auf verschiede- 
ne Arten in Dreiecke zerlegen (Abb. 7) 
und so seinen Flächeninhalt als Sum- 
me von Dreiecksflächeninhalten ge- 
winnen. 





Abb. 8 


Hat ein Vieleck einen Inkreis und sind 
a,b,c, .... die Längen seiner Seiten, ist 
ferner o der Inkreisradius, so gilt 


Flächeninhalt 


A=$ao+3bo+3co+... 
=3o(a+b+c+...)=$ou, 


wobei u der Umfang des Vielecks ist 
(Abb. 8). 

Ist ein Dreieck im Koordinatensystem 
durch die Eckpunkte (x, yı), (X2, Y2) 
und (x3, y3) gegeben, dann gilt für sei- 
nen Flächeninhalt 








A=3|D|; 
dabei ist D die t Determinante 
l x Yı 
D=|l x ya 
l x%3 y3 
„KT Yımya 
2 X27X%3 273 
=Xı YJ2at+X2Y3+X%3 yı 
-(Xı Yy3t+X2yı+X3 Ja). 


Ist ein ?Polygon im Koordinatensy- 
stem gegeben, dann kann man seinen 
Flächeninhalt als Differenz zweier 
Summen von Trapezinhalten bestim- 
men (Abb. 9). 





(0) 

ABCDE=APOE+EORD+DRTC 
— APSB-BSTC 

APOE:(xg—X)3VE+ Ya) 

EORD:(xp —x;)-3(yo+ Vz) 

usw. 


Abb. 9: Flächeninhalt eines Fünfecks im 
Koordinatensystem 


Flächenverwandlung 


In den Abbildungen 10 bis 12 sind 
die Flächeninhaltsformeln für einige 
krummlinig begrenzte Flächen ange- 
geben. 


2 


A=Rr:r 





Abb. 10: Kreis 


A=n-a:b 





Abb. 11: Ellipse 


A=%:g-h 


e—$ß 





Abb. 12: Parabel 


172 


Bei kompliziert begrenzten Flächen 
kann man den Inhalt z.B. durch Aus- 
zählen von Kästchen in einem Quadrat- 
gitter näherungsweise bestimmen. 

In der Ingenieurpraxis werden soge- 
nannte Planimeter zum Messen von 
Flächen verwendet. Dabei wird die 
Randkurve einer ebenen Fläche mit ei- 
nem Fahrstift abgefahren, und das Ge- 
rät zeigt eine zum Flächeninhalt pro- 
portionale Zahl an. 

Die Berechnung des Flächeninhalts 
krummlinig begrenzter Figuren ist der 
Ausgangspunkt der tIntegralrech- 
nung. Dort ergibt sich der Flächenin- 
halt stets mit einem Vorzeichen, d.h. es 
wird ein orientierter Flächeninhalt be- 
stimmt. Die wichtigsten Flächenin- 
haltsformeln der Integralrechnung 
sind auf Seite 173 zusammengestellt. 
Flächenverwandlung: Konstruktion 
einer ebenen Figur (in der Regel mit 
Zirkel und Lineal), welche zu einer 
vorgelegten ebenen Figur flächenin- 
haltsgleich ist. Ziel der Flächenver- 
wandlung ist es meistens, den tFlä- 
cheninhalt einer Figur möglichst einfach 
bestimmen zu können. Zur Flächen- 
verwandlung dienen verschiedene Me- 
thoden: 


1) Affine Abbildungen (t geometrische 
Abbildungen): Eine affine Abbildung 
heißt flächentreu, wenn sie den Flä- 
cheninhalt einer ebenen Figur nicht 
verändert (z.B. Scherungen). 


2) f Ergänzungsgleiche und zerlegungs- 
gleiche Figuren sind flächeninhalts- 
gleich. 


3) Flächensätze am rechtwinkligen 
Dreieck (Satz des ? Pythagoras, f Hö- 
hensatz, ?Kathetensatz) dienen zur 
Verwandlung von Rechtecken und aus 
Quadraten zusammengesetzten Flä- 
chen in flächeninhaltsgleiche Quadrate. 
4) Sätze am TKreis (TSehnensatz, Se- 
kantensatz, Tangentensatz). 


Flächeninhaltsformeln der Integralrechnung 





b b 
A=lfl)dx A=|(f(x)-g(x)) dx 


2 


© 





92 
A=3[|r’dp 
p1 


Mantel des Rotationskörpers: 


Pe + (f(x)? dx 


Inhalt eines gekrümmten Flächenstücks bei 
verschiedenen Gleichungen der Fläche: 


a) z=f(x, y): 
A=|[VI+ß2+f? dxdy 
G 


KR ZZ b) F(%, y,2)=0: 


A=|[VFFHRFHRE  dxdy 
G z 


X (u, v) 
c) (8 v)), (u,v)eB 
z x(u, v) 


A=||YEG-F?dudv 
B 











D 









(E, F,G tGaußsche Fundamentalgrößen) 


Flächen zweiter Ordnung 


Flächen zweiter Ordnung. Eine Glei- 
chung zweiten Grades mit den drei 
Variablen x, y und z hat die Form 


41% +02? +33 2° 
+2a,2xy+2a,3Xxz+2433 yZ 
+2a14x+2a34 + 2a342 
+a44 =. 


Dabei sind die Koeffizienten a;, reelle 
Zahlen. Durch eine solche Gleichung 
wird bezüglich eines kartesischen Ko- 
ordinatensystems (O;x;y;z) eine 
Punktmenge beschrieben, die man ei- 
ne Fläche 2. Ordnung oder Quadrik 
nennt. Durch eine ?1Hauptachsen- 
transformation läßt sich jede Glei- 
chung zweiten Grades in eine Glei- 
chung der Form 


b, x?+b,y?+b32?+b4=0 
oder der Form 
b,x?+b,y°+z=0 


(Normalform) überführen. Mit Hilfe 
der verschiedenen Normalformen kann 
man die Flächen 2. Ordnung klassi- 
fizieren: 

l. Ellipsoid (Abb. 1) 


x“ ,, 


2 2 „2 
++ 


2 


N 


Spezialfälle: 

a) 2=b?=c?=R°; 

es wird eine Kugel mit Radius R darge- 
stellt. 

b) Für a°=b? folgt 


x? 


a? 
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2 


zZ 
rat 


S |< 


Dieses Ellipsoid entsteht durch Rota- 
tion der Ellipse 
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um die z-Achse und heißt deshalb Ro- 
tationsellipsoid. 





Abb. 1: Ellipsoid 


2. Zweischaliges Hyperboloid (Abb. 2) 


Spezialfall: Für b?=c? erhält man das 
zweischalige Rotationshyperboloid. Es 
entsteht durch Rotation der Hyperbel 
xy? 
a m 
um die x-Achse. 





Abb. 2: Zweischaliges Hyperboloid 
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3. Einschaliges Hyperboloid (Abb. 3) 2 





Abb. 4: Elliptischer Doppelkegel 


5. Elliptisches Paraboloid (Abb. 5) 
x? y2 


sale ARE 
u 





Spezialfall: Wenn a=b ist, liegt ein 
Rotationsparaboloid vor, das durch 
Rotation der Parabel y’=2b?-z um 
die z-Achse entsteht. 


Abb. 3: Einschaliges Hyperboloid 


Spezialfall: Für a=b? bekommt man 
das einschalige Rotationshyperboloid. 
Es entsteht durch Rotation der Hy- 
perbel 





a z? 


Bo 
um die z-Achse. 
4. Elliptischer Doppelkegel (Abb. 4) 






DL 
>> 

















x? y2 22 i 
eb oa 


Die Spitze des Kegels liegt im Koor- 


dinatenursprung, der Kegel schneidet x y 
in der Ebene z=c eine Ellipse aus. Abb. 5: Elliptisches Paraboloid 
Spezialfall: Der gerade Kreiskegel hat 
die Gleichung 6. Hyperbolisches Paraboloid (Abb. 6) 
x? y% x? y? 
Par a en 


Flächen zweiter Ordnung 


(manchmal auch als Sattelfläche be- 
zeichnet). 





Abb. 6: Hyperbolisches Paraboloid 


7. Elliptischer Zylinder (Abb. 7): 


ze 32 
a 
Durch die Punkte der in der x-y- 
Ebene liegenden Ellipse denkt man 
sich zur z-Achse parallele Geraden ge- 
zeichnet. Diese Geraden heißen Man- 
tellinien oder Erzeugende des Zylin- 
ders. 
Spezialfall: Für a=b ergibt sich ein 
Kreiszylinder. 


1=0. 
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8. Hyperbolischer Zylinder (Abb. 8): 
2 2 
EEE | 
a? b? 


Die Mantellinien dieses Zylinders sind 
parallel zur z-Achse und gehen durch 
die in der x-y-Ebene liegende Hyper- 
bel 


x? y? 


a? b? 





Abb. 8: Hyperbolischer Zylinder 





Abb. 7: Elliptischer Zylinder 


Abb. 9: Parabolischer Zylinder 
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9. Parabolischer Zylinder (Abb. 9): 
y?—-2px=0. 


Die Mantellinien dieses Zylinders ge- 
hen durch die in der xy-Ebene liegen- 
de Parabel y„’—2px=0 und sind par- 
allel zur z-Achse. 

Daneben gibt es noch weitere Nor- 
malformen der Gleichung zweiten 
Grades. Beispielsweise wird durch 


(x+a)-(x-a)=0 


ein Paar paralleler Ebenen dargestellt. 
Die Gleichung 
2 


+. = 
@ B 


stellt die z-Achse dar, die Gleichung 


 y 
2 


x? yp2 22 
r,3r7= 


nur den Koordinatenursprung O. Der 
Gleichung 


- 0 
a? 


genügt kein Punkt aus R°. 
Flußdiagramm (auch Ablaufdiagramm, 
Ablaufplan, Operationsplan): Schemati- 
sche Anweisung an den Rechner 
(Mensch oder Maschine), bei der ein 
Rechenverfahren (t Algorithmus) durch 
Angabe der auszuführenden Schritte 
beschrieben wird. Dabei benutzt man 
folgende Symbole: 


START 


zeigt den Beginn der Rechnung an. 
Die Verzweigung 


Flußdiagramm 
| 
© 

nein ja 


vertausche 
a und b 


ersetze b 
durch b-a 





setze 
ggT=b 


STOP 


Abb. 1: Euklidischer Algorithmus 


enthält immer eine Entscheidungsfra- 
ge. Heißt die Antwort „ja“, dann muß 
man rechts weitergehen, bei „nein“ 
muß man links weitergehen. Bei An- 
ordnungsschwierigkeiten kann man 
auch von dieser Regel abweichen, 
man schreibt dann „ja“ und „nein“ an 
die entsprechenden Wege. 


Folge 
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START 
Wähle b>0 


® 
b 
Berechne a 


Ist 
|b-a| klein 
genug? 












Ersetze b 


durch er 














a+b 


Schreibe Ypx = 


Abb. 2: Heronsches Verfahren 


START 






Berechne 
2 

_p-4a 
d= 2a 











Ersetze a 
durch a+d 














Ist 
|d| klein 
genug? 











Schreibe 
Vpza+td 





STOP 


Abb. 3: Newtonsches Verfahren 


Das Operationssymbol 


U 


gibt einen Befehl zum Rechnen, Schrei- 
ben oder Ersetzen an. Dabei bedeutet 
Ersetzen z.B., daß man ab jetzt für 
einen gewissen Buchstaben eine ande- 
re Zahl einsetzt als bisher. 


STOP 


zeigt das Ende der Rechnung an. 

Zur Umsetzung eines Algorithmus in 
ein Computerprogramm benutzt man 
auch 1 Struktogramme. 

Abb. 1 zeigt das Flußdiagramm zum 
Teuklidischen Algorithmus. Abb. 2 
zeigt ein Flußdiagramm für das THe- 
ronsche Verfahren zur Berechnung von 


Vr, Abb. 3 ein solches für das T New- 
tonsche Verfahren zur Berechnung von 
Vr. 

Folge: Eine Folge von Elementen aus 
einer Menge M ist eine ?Abbildung 
der Menge N der natürlichen Zahlen 
in die Menge M. Jeder natürlichen 
Zahl ist also ein Element aus M zuge- 
ordnet. Man spricht dann auch von 
einer unendlichen Folge, da man zu- 
weilen auch endliche Folgen unter- 
sucht. Eine endliche Folge ist eine Ab- 
bildung eines Abschnitts {1,2,...,n} 
von N in die Menge M. In der Regel 
versteht man in der Mathematik unter 
einer Folge aber eine unendliche Fol- 
ge. Die Folge heißt Zahlenfolge, 
Punktfolge, Intervallfolge, ..., wenn die 
Elemente von M Zahlen, Punkte, 
Intervalle, .... sind. Die Elemente von 
M, die in der Folge auftreten, heißen 
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die Glieder der Folge. Ist in einer Fol- 
ge der natürlichen Zahl n das Element 
a, zugeordnet, dann bezeichnet man 
diese Folge kurz mit <a,)>. Die Glie- 
der einer Folge unterscheidet man al- 
so durch ihren Index: a,,a>,43,... ist 
das erste, das zweite, das dritte, 
... Glied der Folge <a,>. Häufig be- 
ginnt man die Indizierung auch mit 
dem Index 0, so daß also a, das erste 
Glied der Folge ist. Folgen können 
auf verschiedene Arten definiert wer- 
den. 


a) Besonders übersichtlich sind Fol- 
gen, für welche ein Bildungsgesetz vor- 
liegt, d.h. für welche die Zuordnungs- 
vorschrift n>a, durch einen tTerm 
gegeben ist: 


<n?> ist die Folge der Quadratzahlen; 
1 

() ist die Folge der Stammbrüche; 
n 


<3+(n—1)5) ist eine tTarithmetische 
Folge; 
<2.7") ist eine Tgeometrische Folge. 


b) Bei einer rekursiven Bildungsvor- 
schrift (Trekursive Folge) kann ein 
Glied der Folge erst berechnet wer- 
den, wenn die vorhergehenden Glieder 
schon bekannt sind: 

Durch a,:=3 und a,,ı:=a,„+5 wird 
die arithmetische Folge unter a) defi- 
niert. 

Durch ao:=2 und a„,ı:=7a, wird 
die geometrische Folge unter a) defi- 
niert. 

Durch A,=FR:=1 und F,2:=Hrı 
+F, wird die Folge der tFibonacci- 
Zahlen definiert. 

c) Viele wichtige Folgen können we- 
der durch einen algebraischen Term 
noch durch eine Rekursionsvorschrift 
definiert werden, etwa 


a„ =n-te 1 Primzahl; 
a, =n-te Ziffer in der  Dezimal- 
bruchentwicklung von V2. 


Folge 


d) Aus gegebenen Folgen kann man 
durch Addition und Multiplikation 
neue Folgen gewinnen: 


Can? + <bn2:= kan + bu), 
(ay2 i <bn2:= <a, z by2. 


e) Ist <a,» eine Folge, so bezeichnet 
man die Folge <(d,> mit 


d,:=4,+ ı An 


als die (erste) Differenzenfolge von 
<a,» und schreibt (d,>=A<ca,>. Die 
Differenzenfolge von A<a,> ist dann 
die zweite Differenzenfolge von <a,) 
und wird mit A?<a,)> bezeichnet. All- 
gemein ist A*<a,> die Differenzenfolge 
von A*=!Xa,> (k=2,3,...) und heißt 
die k-te Differenzenfolge von <a,). Ei- 
ne tarithmetische Folge ist eine Fol- 
ge, deren (erste) Differenzenfolge kon- 
stant ist. 

f) Ist <a,» eine Folge, so bezeichnet 
man die Folge (s,> mit 


s,=dı t4d2+...+4, 


als die (erste) Summenfolge von <a,» 
und schreibt <s>=),<a,). Diese 
Schreibweise ist wegen 


n 
Sn= L d; 
i=1 


naheliegend. Ähnlich wie bei den 
Differenzenfolgen kann man auch hier 
die k-te Summenfolge )*<a,> einer 
Folge definieren. Wegen 


AN Kan) = (a4 1) 


sind die Operatoren A und ), reziprok 
zueinander, d.h. sie heben sich gegen- 
seitig auf. Die Summenfolge einer Fol- 
ge nennt man auch fReihe. 
Eigenschaften von Folgen: 

l) Eine Folge <a,» heißt nach oben 
beschränkt, wenn eine Zahl S derart 
existiert, daß a„<S für alle neN gilt. 
Entsprechend heißt <a,> nach unten 
beschränkt, wenn eine Zahl T mit 


Folge 


T<a, für alle neN existiert. Ist <a,» 
nach oben und nach unten beschränkt, 
dann heißt <a,» beschränkt. In diesem 
Fall existiert eine positive Zahl M mit 
la, <M für alle neN; die Glieder der 
Folge liegen dann alle in dem Inter- 
vall [-M; M]. Die Summe und das 
Produkt zweier beschränkter Folgen 
sind beschränkt. 

2) Eine Folge <a,> heißt monoton 
wachsend (monoton fallend), wenn 


Sri (.20,+1) 


für alle neN gilt. Sie heißt streng mo- 
noton wachsend (streng monoton fal- 
lend), wenn dabei stets das echte 
Ungleichheitszeichen <(>) geschrie- 
ben werden kann. 

3) Eine Folge <a,> heißt konvergent 
zum Grenzwert a, wenn für jede posi- 
tive Zahl &e eine natürliche Zahl N, 
derart existiert, daß gilt: 


la„-al<e füralle n>N,. 


Man schreibt dafür 


lim a„=a 

(lies: „Limes von a, für n gegen un- 
endlich ist a“). Hat dabei der Grenz- 
wert a den Wert 0, dann nennt man 
<a,» eine Nullfolge. Eine nicht- 
konvergente Folge heißt divergent. Die 
Konvergenz einer Folge <a,> kann 
man auf der Zahlengeraden veran- 
schaulichen: Für jedes beliebig (klein) 
gewählte Intervall [a-e, a+e] liegen 
von einem genügend großen Index n 
ab alle Folgenglieder a, in diesem In- 
tervall (Abb. 1). 


a, Ay a, 


| 


a, 4; 


1 


Anyıt 


In 


a 
a—E& a+E 


Abb. 1: Konvergenz einer Folge 
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Daran erkennt man auch, daß eine 
Folge höchstens einen Grenzwert ha- 
ben kann, denn für a+b haben die 
Intervalle 


[a-&,a+te] und [b-e,b+e] 


kein gemeinsames Element, falls 


a—b 


e< gewählt wird. Jede konver- 








gente Folge ist beschränkt (aber nicht 
umgekehrt). 

4) Es gelten die folgenden Grenzwert- 
sätze für Folgen: Ist <a,)> konvergent 
zum Grenzwert a und <b,„> konver- 
gent zum Grenzwert b, dann ist 
<a„2 + <b„» konvergent zum Grenzwert 
a+b und <a,>-<b„> konvergent zum 
Grenzwert a-b. Es gilt also 


lim (a„+b,)= lim a,+ lim b, 


und 
lim (a,-b,)= (lim a,)-(lim b,). 


Ferner gilt: Das Produkt aus einer be- 
schränkten Folge und einer Nullfolge 
ist eine Nullfolge. 

5) Es gelten die folgenden Konver- 
genzkriterien für reelle Zahlenfolgen: 
Eine Folge treeller Zahlen <a,> ist 
genau dann konvergent, wenn sie eine 
tCauchy-Folge ist. Dieses auch als 
Cauchy-Kriterium (nach A.L. Cauchy, 
1789-1857) bezeichnete Konvergenz- 
kriterium ist notwendig und hinreichend. 
Da man zur Feststellung der Kon- 
vergenz den Grenzwert nicht benötigt, 
spricht man auch von einem inneren 
Konvergenzkriterium. 

Eine Folge ist konvergent, wenn sie 
monoton wachsend (fallend) und nach 
oben (nach unten) beschränkt ist. Die- 
ses hinreichende Konvergenzkriterium 
bezeichnet man auch als den Haupt- 
satz über monotone Folgen. 

Sind <a,„>, <b>, <c„n> Folgen mit 


a„<b,„<c„ für alle neN, 
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und sind <a,» und <c„> konvergent 
zum gleichen Grenzwert a, dann ist 
auch <b„> konvergent zum Grenzwert 
a (Einschließungskriterium). 

Beispiell: Die Folge (n?> der Qua- 
dratzahlen ist streng monoton wach- 
send und nicht nach oben beschränkt, 
also auch nicht konvergent. 

Beispiel2: Eine arithmetische Folge 
<a+(n—1)d> ist nur konvergent, 
wenn d=0; in diesem Fall behandelt 
es sich um eine konstante Folge. 


Folge 


konvergent, falls |g]|<1. Für |g]J<1 ist 
sie eine Nullfolge. 
Beispiel 4: Die Folge 
[2n?-3n+1 ) 
i\ 5n’+2 
ist konvergent zum Grenzwert %, denn 


der Folgenterm läßt sich umformen 
zu 


i 4% 
2-3. +(.) 
n \n 


Beispiel 3: Eine geometrische Folge 542. () 
<ag"') ist divergent, falls |g|>1, und n 
Folgen 


Folgenglied a, 


Grenzwert lim a, 
n>% 


k<I 0 
kl by/ck 
k>| divergent 


mi=i ı 0 
q=1 1 
q=-1| divergent 
lgl>1 divergent 


(p>1,q>0) 0 


(alogn)? 

nd 
(a>1,p>0,q>|1) 
n*q" (keN, |ql<1) 


»/a (a>0) 
»/n 


( +2) (aeR) 


1 
„Vn! 


Folgenglied a, 


Grenzwert lim a, 
no 


| (14>+ +) 
Inn a, 


l 
—(l+2+...+n) 
n 


l 


n 
et 
el 


(peN) 


n? 


"l 

y--on y=0,5712... 

je (Eulersche 
Konstante) 


n (aeR) 0 


V2r 


(Stirlingsche Formel) 


Vr 


(Wallissche Formel) 





formale Logik 


/ 
und oe ist eine Nullfolge. Hier wen- 
n 


det man also die unter 4) behandelten 
Grenzwertsätze für Folgen an. 
Beispiel 5: Die Folge <n*g"> mit keN 
und 0<qg<1 ist eine Nullfolge, denn 
es gibt eine Konstante C mit 


O<n*g"<C-- füralle neN, 


sim 


was man z.B. mit ?vollständiger In- 
duktion beweisen kann. Hier wird das 
Einschließungskriterium angewendet. 
Beispiel 6: Die trekursive Folge <a, 
mit 


a4:=5 und An+1:=VIta, 


ist nach unten beschränkt (durch 0) 
und monoton fallend (Beweis z.B. 
durch vollständige Induktion), nach 
dem Hauptsatz über monotone Fol- 
gen also konvergent. Der Grenzwert a 
ist ein TFixpunkt von f(x)=Y5+x, 
er genügt also der Gleichung 
a=yY5+a; es ergibt sich a=4+4 21. 
formale Logik (mathematische Logik): 
Teilgebiet der Mathematik, in dem 
grundlegende mathematische Frage- 
stellungen, z.B. die Widerspruchsfrei- 
heit mathematischer Theorien, und 
mathematische Begriffe, z.B. „Beweis“, 
„Definition“, präzisiert und behandelt 
werden. Daher spricht man auch von 
Metamathematik. Dabei wird eine 
Sprache geschaffen (Symbolisierung), in 
der man logische Zusammenhänge 
besser und übersichtlicher darstellen 
kann. Außerdem führt man Regeln 
ein, mit denen man von gegebenen 
Formeln und Zeichenreihen zu ande- 
ren Formeln bzw. Zeichenreihen über- 
geht (Formalisierung). Dadurch wird 
das logische Schließen präzisiert. Sehr 
wichtig ist hierbei der Teil der forma- 
len Logik, der sich mit Aussagen, 
Aussageformen und deren Verknüp- 
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fungen beschäftigt; diesen Teil nennt 


man Aussagenlogik. 
Eine Aussage ist ein Satz, der entwe- 
der wahr (w) oder falsch (f) ist. Der 
Wahrheitswert muß also feststehen, 
auch wenn kein Mensch darüber ent- 
scheiden kann. 
Beispiele für Aussagen sind: 

Köln liegt am Rhein. 

Hamburg liegt an der Donau. 

1 ist eine Primzahl. 

17 ist durch 3 teilbar. 
Eine wahre Aussage ist 


2132049 _] jst eine Primzahl, 


obwohl vor kurzem niemand in der 
Lage war, sich hiervon zu überzeugen 
(diese Zahl hat nämlich 39751 
Dezimalstellen). 

Keine Aussagen sind z.B. Fragen, Be- 
fehle oder sinnlose „sprachliche Gebil- 
de“ (Regnet es? Komm her! Abra ka 
dabra). 

In einer Aussage müssen die benutz- 
ten Begriffe so klar definiert sein, daß 
die Aussage einen Wahrheitswert be- 
sitzt, auch wenn die Entscheidung 
darüber keinem Menschen möglich 
sein sollte. Wir benutzen im folgenden 
große Buchstaben A, B, C,... als 
tVariable für Aussagen. Ist A eine 
Aussage (genauer: eine Aussagen- 
variable), so bezeichnen wir ihre Ne- 
gation (Verneinung) mit —1A (gelesen 
„non A“). Es bedeutet also 


—1(Mainz liegt am Rhein) 
das gleiche wie 


Mainz liegt nicht am Rhein. 





Ist A wahr, so ist A falsch; ist A 
falsch, so ist 7A wahr. Man kann 
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daher die Negation durch eine Wahr- 
heitstafel festlegen. 

Sind A, B Aussagen, so bezeichnen wir 
ihre Konjunktion („und“-Verknüpfung) 
mit AnB (gelesen „A und B“). Es be- 
deutet also 


3 teilt 17 A 17 teilt 51 
das gleiche wie 
3 teilt 17 und 17 teilt 51. 


Die Aussage AnB ist genau dann 
wahr, wenn A und B wahr sind. 

Die Disjunktion („oder“-Verknüpfung) 
der Aussagen A, B bezeichnen wir mit 
AvB (gelesen „A oder B“). Es bedeu- 
tet also 


392>1500 v Y39<7 


das gleiche wie 


392 > 1500 oder Y 39 <7. 


Das „oder“ ist dabei nicht-ausschlie- 
Bend gemeint, d.h, AvB ist auch 
wahr, wenn sowohl A als auch B wahr 
sind. 





Tafel 1 
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Man kann die Konjunktion und die 
Disjunktion anhand einer Wahrheits- 
tafel definieren. 

Z.B. besagt die 3. Zeile dieser Tafel: 
Ist A falsch und B wahr, so ist AAB 
falsch und A vB wahr. 

Man beachte, daß in den Spalten 
für A und B alle möglichen Kombina- 
tionen von w und f stehen. 

Den Ausdruck (7A)vB kürzt man 
auch mit A>B ab und liest dies 
„wenn A, dann B“ bzw. „A Pfeil B“. 
Diesen Ausdruck nennt man Implika- 
tion. Man liest A>B auch „aus A 
folgt B“, obwohl dies oft nicht sinn- 
voll ist: 


3 teilt 6>17 ist eine Primzahl 


ist eine wahre Aussage, obwohl „17 ist 
Primzahl“ im allgemeinen Sprachge- 
brauch keine Folgerung aus „3 teilt 6“ 
ist. 

Den Ausdruck (A>B)A(B=>A) kürzt 
man mit A>B ab (gelesen „A äquiva- 
lent zu B“). Die Aussage AB (logi- 
sche Äquivalenz) ist genau dann wahr, 
wenn A und B den gleichen Wahr- 
heitswert haben. Denn AB ist ja 
nur eine Abkürzung für 


(MA)vB)ra(mB)vA); 


die Wahrheitswerte für diesen Aus- 
druck ergeben sich anhand der Ta- 
fel 1. Man kann sich die Definitionen 
von A>B und A=B anhand der 
Wahrheitstafel auf Seite 185 merken: 


PER ALT ITZERTEN FR 
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Die Tatsache, daß A=B stets wahr 
ist, wenn A falsch ist, widerspricht et- 
was unserem logischen Empfinden; es 
ist nämlich 


6 ist Primzahl = 5 teilt 17 


eine wahre Aussage. Die Definition ist 
jedoch sinnvoll, da A>B eine nützli- 
che Abkürzung für (TA)vB ist. 

Die Aussage Av(1A) ist stets wahr, 
die Aussage An(1A) ist stets falsch, 
welche Aussage man auch für A ein- 
setzt. Eine Verbindung von Aussage- 
variablen A,B,C,... heißt eine Tauto- 
logie, wenn sie bei jeder Einsetzung 
für A,B,C,... eine wahre Aussage lie- 
fert. Diese Tautologien stellen die 
„Rechenregeln“ für Aussagen dar. Ei- 
nige wichtige Tautologien sind 


AvV(MA), 
—AATA)), 
—(TA)>A, 
AnAB>BNA, 
AvB=>BvA, 
(AAB)AC»>Anr(BrC), 
(AvB)vC>Av(BvC), 
Anr(AvB)>A, 
Av(ArnB)>A, 
AN(BvVC)>(AAB)v(ArC), 
Av(BrC)>(AvB)r(AVC). 


Zur Einsparung von Klammern wurde 
dabei von folgender Vereinbarung Ge- 
brauch gemacht: Die Zeichen A und 
v binden stärker als > und =. 

Man beweist Regeln dieser Art mit 
Hilfe von Wahrheitstafeln. Als Bei- 
spiel für das Rechnen mit Wahrheits- 
tafeln untersuchen wir den Ausdruck 
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(A>BvC)>(BA C>(A)) (*) 


(Tafel 2, S. 186). Beim Aufstellen der 
Tafel sind alle möglichen Kombinatio- 
nen für die Wahrheitswerte von 
A,B,C zu berücksichtigen. Es ergibt 
sich, daß (x) keine Tautologie ist, denn 
es gibt Einsetzungen für A,B,C so, 
daß (x) den Wahrheitswert f erhält. 
Beim Beweisen mathematischer Sätze 
sind die folgenden tFormeln von de 
Morgan (nach A. de Morgan 1806 bis 
1876) manchmal nützlich: 


—(AAB)»$(MA)v(nB), 
—(AvB)>(TMA)AlTB). 


Die Methode des indirekten Beweises 
(Beweis durch Widerspruch) kann 
man mit aussagenlogischen Mitteln 
beschreiben: Möchte man A=>B be- 
weisen (A=Voraussetzung, B=Be- 
hauptung), so kann man statt dessen 
auch (1B)>(74A) beweisen; denn 


(A>B)>(MB)>(MA) 


ist eine Tautologie. 
Die Aussagen 


l teilt 30 (w), 
2 teilt 30 (w), 
3 teilt 30 (w), 
4 teilt 30 (N), 

5 teilt 30 (w), 


haben alle die gleiche Form, nämlich 
x teilt 30. 


Dies ist eine Aussageform mit einer 
Leerstelle, eine sog. einstellige Aussa- 
geform. Dagegen ist 


x teilt y 


eine zweistellige Aussageform. Eine 
Aussageform geht in eine Aussage 
über, wenn man für die Variablen 
(Leerstellen, Platzhalter) Elemente ge- 
eigneter Grundmengen einsetzt. Die 
Grundmengen müssen zur Aussage- 
form „passen“; in der Aussageform „x 
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teilt 30“ kann die Grundmenge aus 
natürlichen Zahlen bestehen, nicht et- 
wa aus Punkten oder Geraden. In der 
Aussageform 


x liegt an der Donau 


darf man Städte (Städtenamen) einset- 
zen, nicht aber Zahlen. In 


x liegt am/an der y 


darf man für x Städte und für y Flüs- 
se einsetzen; die Grundmenge besteht 
also aus Paaren der Art (Hamburg, 
Mosel). 

Ist A(x1,X2, ...,x,) eine n-stellige Aus- 
sageform, und darf man für x; die Ele- 
mente der Menge M, einsetzen (i=1, 
2,...,n), so ist die Grundmenge der 
Aussageform das ?kartesische Produkt 


M,x M,x...xM,. 


Diejenigen Elemente der Grundmen- 
ge, die bei Einsetzen in eine Aussage- 
form aus dieser eine wahre Aussage 
machen, bilden die Lösungsmenge 
(auch Erfüllungsmenge) der Aussage- 
form. Die Lösungsmenge von 


x teilt 30 


Tafel 2 
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über der Grundmenge N der natürli- 
chen Zahlen ist 


{1,2,3,5, 6, 10, 15, 30}. 
Die Lösungsmenge von 
x+y?=1 


über der Grundmenge RxR (R 
=Menge der reellen Zahlen) ist die 
Menge der Koordinatenpaare, durch 
die im kartesischen Koordinatensy- 
stem der Einheitskreis dargestellt 
wird. Die Lösungsmenge von 


x?+2xy+y?+1=0 


über RxR ist leer, denn für jedes 
(x, yJ)ERxR gilt 


x?+2xy+y°+1#0. 


Da man eine n-stellige Aussageform 
A(X1,X2, ...,X,) als eine einstellige 
Aussageform A((X1,X2,...,X,)) über 
einer Menge von n-Tupeln ansehen 
kann, werden im folgenden nur ein- 
stellige Aussageformen behandelt. 

Ist A(x) eine einstellige Aussageform 
über der Grundmenge G, so bezeich- 
net man mit L, ihre Lösungsmenge 
(also Lyum=G) Die Aussageform 
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—1A(x) liefert bei Einsetzen jeweils die 
Negation der Aussage, die bei der 
gleichen Einsetzung aus A(x) entsteht. 
Es ist also 

L- A(x) — G\Law 


(vgl. 1Mengen). Ebenso kann man die 
Aussagenverbindungen A und v auf 
Aussageformen übertragen: Ist B(x) 
eine weitere Aussageform mit der glei- 
chen Grundmenge wie A(x), so gilt: 
Law as = Lam Lew» 
Law ve = Law U Lew: 
Es ist ferner (vgl. Abb. 1) 


Lio=Bix) =L-4o0 UV La) 
> (G\L4o) U Lg): 


VAR 
(-O % 
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Abb. I 








NN 


II 






Ist (G\ Li) U Lg) = G, also 
Law = Lew)» 


so ist B(x) für jedes xeG wahr, für 
welches A(x) wahr ist. In diesem Sinne 
impliziert A(x) die Aussageform B(x); 
diesen Sachverhalt beschreibt man 
dann auch oft mit 


A(x)>B(x) (auf G). 


Der Zusatz „auf G“ kann weggelassen 
werden, wenn aufgrund des Zusam- 
menhangs Klarheit darüber besteht; 
man schreibt dann 


A(x)>Bi(x). 


Beispielsweise bedeutet auf der 


Grundmenge R 


x>22>|x|>1, 
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daß jede reelle Zahl, deren Quadrat 
mindestens 2 ist, dem Betrag nach 
größer als 1 ist. 

Analog benutzt man 


A(x)>Bi(x) (auf G) 
häufig als Abkürzung für L4u= Law; 
genau dann schreibt man also 


A(x)>B(x), wenn die beiden Aussa- 
geformen die gleiche Lösungsmenge 
haben. Die Aussageformen A(x) und 
B(x) nennt man dann äquivalent. Man 
beachte dabei, daß A(x) und Bix) 
Aussageformen über der gleichen 
Grundmenge G sind. Ist L,u*+P, so 
heißt A(x) erfüllbar. Ist z.B. G= 
1x1, X042:. X, 80 Ist 


A(xı) v A(x2)v ...v A(x,) 
wahr, falls A(x) erfüllbar ist. Man 
schreibt dafür 

V A(x) 


xeG 
und liest dies: „Es existiert ein xeG 
so, daß A(x) gilt.“ Die gleiche Schreib- 
und Sprechweise benutzt man auch 
bei unendlichen Grundmengen G. 
Beispiele: 


Vx’=2 ist falsch, 
xeN 
\Vx?=9 ist wahr. 
xeN 


Man nennt \ den Existenzquantor. 
Entsprechend definiert man den All- 
quantor \: 

N AX) 

xeG 
bedeutet: „Für alle xeG gilt A(x).“ 
Beispiele: 


A x”>0 ist wahr, 
xeR\{0} 
A x’>1 ist falsch. 
xeR\{1} 
Ist A A(x) wahr, so heißt A(x) allge- 


xeG 
meingültig auf G. 
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Die Verwendung von Quantoren ist 
besonders nützlich bei mehrstelligen 
Aussageformen. Die Aussage 


„Jede natürliche Zahl läßt sich 
als Summe von höchstens zwei 
Quadratzahlen darstellen“ 


kann man folgendermaßen schreiben: 
AV Vn=sr’+ 
neN xeNo yeNo 


Diese Aussage ist falsch, ihre Nega- 
tion ist wahr; diese lautet 


VA 


neN xeNo yeNo 


n+x?+y. 


Die Zahl 3 ist nicht als Summe von 
höchstens zwei Quadratzahlen zu 
schreiben; es gibt also ein neN, so 
daß für alle xeN, und alle yeN. gilt: 


n+x?+y”. 


Formel: Gleichung oder allgemein ei- 
ne tAussageform, welche den Inhalt 
eines mathematischen Satzes wieder- 
gibt. Eine Formel enthält in der Regel 
verschiedene t Variable, bei deren Er- 
setzung durch Elemente gewisser 
Grundmengen eine wahre Aussage 
entsteht. Beispiele für Formeln sind 
die tbinomischen Formeln, die For- 
meln zur Berechnung von ?tFlächenin- 
halten und die t Formeln von de Mor- 
gan. 

Formeln von de Morgan (de Morgan- 
sche Regeln; nach A. de Morgan, 
1806-1876): 1) Sind A,B Teilmengen 
einer TMenge M, und bezeichnet man 
mit X die Ergänzungsmenge (Komple- 
ment) M\X von X bezüglich M, so 
gilt 

AMB=AUB, 
AUB=AnB. 

Dies sind die Formeln von de Morgan 
für Mengen. 

2) Sind A,B Aussagen oder tAus- 
sageformen, und bezeichnet X die 


Fourier-Reihe 


Negation von X, so gilt 
—(AAB)=HAvnB, 
—(AvB)=m1ArmB 


(formale Logik). Dies sind die For- 
meln von de Morgan für Aussagen 
bzw. für Aussageformen. 
Fourier-Reihe (nach J.B.J. Fourier, 
1768-1830; trigonometrische Reihe): 
Reihe der Form 


C+ ) (a„cosnx+b,sinnx). 

n=1 
Die Bildung solcher Reihen hat die 
Bedeutung, daß der Geraden y=C Si- 
nuswellen überlagert werden, deren 
Wellenlängen von Schritt zu Schritt 
abnehmen, aber sämtlich ganzzahlige 
Bruchteile von 2r sind. Durch solche 
Überlagerungen erhält man Wellenli- 
nien verschiedenster Formen. Die 
Auflösung einer gegebenen Wellenli- 
nie in Sinuswellen (z.B. die Zerlegung 
eines Tons in Grundton und Ober- 
töne) nennt man harmonische Analyse. 
Ist im Intervall [—n,n] die Funktion 
f stückweise glatt, d.h. ist die Ablei- 
tungsfunktion f’ stückweise stetig, so 
ist die mit 


ft) cosnt dt, 


rn 


An= 


bb, fit) sinnt dt 


r 


| 
n 
n 


ia la 


gebildete Fourier-Reihe (mir c=®) 


im ganzen Intervall absolut konver- 
gent und stellt dort die Funktion f 
dar: 

un) 


f(x) =, + Y, ancosnx+b,sinnx. 


n=1 


Man spricht daher auch von der 
Fourierentwicklung der Funktion f 
über [—n,n]. Besitzt f endlich viele 
Sprungstellen (t Unstetigkeitsstellen), 


Fourier-Reihe 


während f’ abgesehen von diesen 
Stellen stückweise stetig ist, so kon- 
vergiert die Reihe gleichmäßig in 
jedem abgeschlossenen Teilintervall, 
welches keine Unstetigkeitsstelle von 
f enthält. In jedem Punkt, in dem f 
stetig ist, stellt die Reihe den Funk- 
tionswert dar. An jeder Unstetigkeits- 
stelle stellt die Reihe das arithmetische 
Mittel der beiden feinseitigen Grenz- 
werte von f. 

Für die Fourier-Koeffizienten a,,b, 
von f gilt die Beziehung 


|) dı 


SE FE 
5 +%( a? +b)=7 
Wegen der Periodizität der trigono- 
metrischen Funktionen kann man 
auch Funktionen auf R durch eine 
Fourier-Reihe darstellen, falls sie pe- 
riodisch mit der Periode 2r sind. Eine 
solche Funktion kann man aus einer 
auf ]—n,n] definierten Funktion stets 
durch periodische Fortsetzung gewin- 
nen: f*(x+2nz)=f(x) für jede | ganze 
Zahl z und alle xe]—n, n]. 

Ist f eine gerade Funktion, d.h. gilt 
St-x)= f(x) für alle xe[ —n, n], dann 
ist b„=0 für alle neN. Ist dagegen f 
eine ungerade Funktion, d.h. gilt 
ft-x)=-f(x) für alle xel—n,n], 
dann ist insbesondere au„=0 und a,=0 
für alleneN. 

Beispiele (vgl. auch Seite 189): 

1) Für die Funktion f mit 


x s. 
— für -n<x<n, 


a)=1 2 
0 für x=+n 


erhält man die Fourier-K.oeffizienten 
4,=0 (n=0,1,2,...) und 


1 
=>” | tsinnt dt=(-1)""! 


—nr 


n 


(n=1,2,3,....). Es ergibt sich also 
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= ‚sinnx nXx 


2. (1 


n=1 


x 
7 für -n<x<n, 


0 für x=+n. 
Setzt man hier x=5, dann erhält man 


das interessante Ergebnis 


ll n 
1-3+4-3+ -...=-—. 
0? Peeng iz 4 





2) Es sei f die Betragsfunktion auf 
[-n,n] (also f(x)=|x|). Man erhält 
hier b,=0 (n=1,2,3,...) und a=n 
sowie a„=0, falls n gerade ist, a„= 


4 
———, falls n ungerade ist. Somit er- 
nn? 


gibt sich 
n 42 cos2n+l)x _ 


2 nn, (2n+1) 


für alle xe[—n,n]. 
man insbesondere 


Für x=0O erhält 


0 1 n? 


PRGTFSTrn 


Hieraus läßt sich auch der Reihenwert 


[e) 2 


1 sn 
s:= — bestimmen: Wegen —+— 
2 n? s 4 8 


=s ergibt sich die von L. Euler (1707 
bis 1783) gefundene Formel 
2 
ui 


© 1] 
Pr 


Mit Hilfe einer geeigneten linearen 
Transformation läßt sich die Fourier- 
Entwicklung einer Funktion auch auf 
einem beliebigen Intervall statt auf 
[—r, rn] definieren; man betrachte dazu 
die Funktion f* mit 


2n 
10=f* (- —-6-»), 
—d 
Häufig betrachtet man das Intervall 


von O bis 2r; Beispiele hierfür finden 
sich auf Seite 189. 
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 Fourier-Reihen 


1 
-——X 


4 für -n<x<O0 


O<x<rn 


_N<x<n 
0<x<2n 
O<x<2n 


0<xZ£2n 


aryır)ı 


 ya=sinx+ 


Yı=sinx 


sin 3x 
3 
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int 
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fraktale Geometrie: In der fraktalen 
Geometrie betrachtet man Punktmen- 
gen, die sich als „Grenzmengen“ von ge- 
eignet definierten Folgen von Punkt- 
mengen ergeben. 

Beispiel 1: Abb.1 zeigt die ersten bei- 
den Glieder einer Folge, die dadurch 
entsteht, daß man von Schritt zu Schritt 
das mittlere Drittel einer Strecke durch 
zwei Schenkel eines gleichseitigen 
Dreiecks ersetzt. Die Grenzkurve dieser 
Folge ist „unendlich lang“, obwohl sie 
in einem beschränkten Flächenstück 
liegt. Diese Kurve nennt man von Koch- 
sche Kurve nach dem norwegischen 
Mathematiker H. von Koch. 


IL AITA 


Abb. 1: Von Kochsche Kurve 


Beispiel 2: Die in Abb. 2 angedeutete 
Folge entsteht, indem man in den ver- 
bliebenen (abgeschlossenen) Strecken 
stets das mittlere Drittel (als offene 
Strecke) wegwischt. Die Grenzmenge ist 
die Cantorsche Wischmenge bzw. das 
Cantorsche Diskontinuum (nach G. Can- 
tor, 1845-1918). Die Gesamtlänge der 
weggewischten Strecken ist die Länge 
der Ausgangsstrecke. Paradoxerweise 





Abb. 3: Peano-Kontinuum 
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ist die Grenzmenge aber immer noch 
überabzählbar, also von derselben 
Mächtigkeit wie die Ausgangsstrecke. 


| Sa are HI 
PH me ee 
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Abb. 2: Cantorsche Wischmenge 


Beispiel 3: Die Grenzkurve der Folge, 
die in Abb. 3 dargestellt ist, nennt man 
ein Peano-Kontinuum (nach G. Peano, 
1858-1932). Man kann zeigen, daß die 
Grenzkurve durch jeden Punkt des ein- 
gezeichneten Quadrats geht, daß es sich 
also um eine „flächenfüllende“ Kurve 
handelt. Es ergibt sich hier also parado- 
xerweise als Grenzmenge einer Folge 
von Kurven eine Fläche. 

Beispiel 4: Die Grenzmenge der Folge, 
die in Abb. 4 angedeutet ist, nennt man 
einen Sierpinskischen Flickenteppich 
(nach W. Sierpinski, 1882-1969). Die 
Grenzmenge enthält kein Flächenstück 
mehr, so daß man hier eher von einer 
Kurve als von einer Fläche reden 
würde. 

Beispiel 5: Bohrt man aus einem Wür- 
fel die mittleren Drittel heraus (vgl. 
Abb. 5) und verfährt ebenso mit den 
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Abb. 4: Sierpinskischer Flickenteppich 


verbliebenen 20 Würfeln usw., dann 
entsteht als Grenzmenge ein schwamm- 
artiges Gebilde, welches weder Raum- 
noch Flächenstücke enthält. 


Abb. 5 


In diesen Beispielen ist schwer zu sagen, 
ob die Grenzmenge eine Linie, eine Flä- 
che oder ein Körper ist, ob es sich also 


AL 





N N 
N ER 
AR AA 


um ein ein-, zwei- oder dreidimensiona- 
les Gebilde handelt. Daher muß man 
im Zusammenhang mit diesen Betrach- 
tungen den Begriff der Dimension einer 
Punktmenge neu überdenken. 

In allen Beispielen liegt folgende Situa- 
tion vor: Die (n+ 1)-te Punktmenge in 
der Folge läßt sich so in a Teile zerle- 
gen, daß jeder Teil bei Streckung mit 
einem Faktor k kongruent zur n-ten- 
Punktmenge wird. In Abb. 6 ist dies für 
die Folge aus Beispiel 4 gezeigt. 
Punktmengen, die als Grenzmengen 
von Folgen mit dieser Eigenschaft ent- 
stehen, nennt man selbstähnlich. Um 
mit Hilfe der Zahlen a und k einen Di- 
mensionsbegriff für selbstähnliche Men- 
gen zu definieren, betrachten wir eine 
Strecke (Dimension 1), ein Rechteck 
(Dimension 2) und einen Quader (Di- 
mension 3), welche in naheliegender 
Weise als selbstähnliche Punktmengen 
aufzufassen sind (Abb. 7). 


Abb. 6 


fraktale Geometrie 
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m 


a=n, k=n 





Setzen wir hier a=n und k=n‘“, dann 
ergibt sich d als die übliche Dimension 
dieser Gebilde. Daher definiert man 
nun für eine selbstähnliche Punktmenge 
die Dimension bzw. genauer die Selbst- 
ähnlichkeitsdimension d durch k=a® 


bzw. 





Abb. 8: Farnblatt-Fraktal 


Als Dimension ergibt sich 














in Beispiel 1: d ml rs 1,262; 
log 3 

in Beispiel 2: d= log2 0,631; 
log 3 

in Beispiel 3: d= a =2; 
log2 

i 2 log 3 

in Beispiel 4: d= & 1,585; 
log2 

in Beispiel 5: d= 28 = x 2,727. 


Als Dimension ergibt sich also in vielen 
Fällen eine nicht-ganze Zahl, weshalb 
man von fraktaler Geometrie redet und 
die betrachteten Punktmengen auch 
Fraktale nennt. Das Wort „fraktal“ be- 
deutet soviel wie „gebrochen“. Mit Hilfe 
eines Computers kann man eine sehr 
schöne Vorstellung von Fraktalen ge- 
winnen, wobei man natürlich nicht die 
Grenzmenge selbst darstellen kann, 
sondern nur ein Glied der definieren- 
den Folge mit hinreichend großem In- 
dex. Abb. 8 zeigt ein Beispiel, wobei der 
Begriff der Selbstähnlichkeit aber leicht 
verallgemeinert ist. 
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Fresnelsche Integrale (nach A.)J. 
Fresnel, 1788-1827): Bezeichnung für 
die tuneigentlichen Integrale 

[sin(x?)dx und | cos(x?) dx. 

0 0 
Diese existieren, obwohl die Integran- 
den mit wachsendem x nicht den 
Grenzwert 0 haben. Sie spielen eine 
Rolle in der Theorie der Lichtbeu- 
gung, treten aber auch im Straßenbau 
im Zusammenhang mit dem Problem 
der optimalen Kurvenführung auf. 
Ferner erhält man mit Hilfe der ent- 
sprechenden eigentlichen Integrale ei- 
ne Parameterdarstellung der Klothoide 
(Abb. 1). 


Abb. 1: Klothoide 


Diese Kurve ist durch die Bedingung 
o-s=a? (a Konstante) definiert, wobei 
s die tBogenlänge von einem festen 
Punkt aus und oe der Krümmungs- 
radius (Krümmung) ist. Die Para- 


meterdarstellung lautet 
z n 
x=ayr| cos (>) du, 
ö 2 
: n 
y=ayr [sin (5 ) du. 
0 


7 DRM 


Funktion 


Funktion: Wenn die Definitions- und 
Bildmenge einer tAbbildung aus Zah- 
len oder Zahlen-n-Tupeln bestehen, 
dann spricht man meistens von einer 
Funktion. Ist f eine Funktion, dann 
bezeichnet man ihre tDefinitions- 
menge mit D(f), ihre tBildmenge mit 
Bf). 

1) Gilt D(f), B(fJ)ER (Menge der 
Treellen Zahlen), dann spricht man 
von einer rellen Funktion einer reellen 
Variablen. 

2) Gilt D(fJ)=N, dann spricht man 
von einer 1 Folge. 

3) Gilt D(fJ)=R" und B(f)<R, dann 
spricht man von einer reellen Funktion 
von n reellen Variablen (t Funktionen 
mehrerer Variabler). 

4) Gilt D(fJ)ER" und B(fJ)=ER” mit 
m22, dann spricht man von einer 
vektorwertigen reellen Funktion von n 
reellen Variablen (1 Vektor). 

5) Gilt D(f), B(f)ET (Menge der 
tkomplexen Zahlen), dann spricht 
man von einer komplexen Funktion ei- 
ner komplexen Variablen. Funktionen 
dieser Art werden in der 1Funktio- 
nentheorie untersucht. 

Im folgenden werden nur reelle Funk- 
tionen einer reellen Variablen betrach- 
tet. Eine solche Funktion f ordnet je- 
der Zahl aus ihrer Definitionsmenge 
eine Zahl aus ihrer Bildmenge (Werte- 
menge) zu. Man benutzt folgende 
Schreibweisen: 


f: DIN>B() 
RAS). 


Man nennt f(x) den Funktionsterm; 
Einsetzen eines Wertes XeD(f) liefert 
sein Bild, also den Funktionswert f(x). 
Die Gleichung y=/f(x) heißt Funk- 
tionsgleichung von f. Die Darstellung 
einer Funktion im ?Koordinatensy- 
stem nennt man ihr Schaubild oder 
ihren Graph (Funktionsgraph). Der 
Graph besteht also aus allen Punkten 


Funktionenfolge 


(x,y) mit xeD(f) und y=/f(x). Zum 
genauen Zeichnen des Funktionsgra- 
phen stellt man häufig eine Werteta- 
belle auf: 


EIENEIEIEZE 


Sehr umfangreiche Wertetabellen be- 
zeichnet man als ? Funktionstafeln. 
Funktionen kann man auf verschiede- 
ne Arten miteinander verknüpfen: Die 
Summe (Überlagerung) f+g ist auf 
D(f)nD(g) durch 


FH9R:=FRÄ)+ER) 


definiert. Das Produkt f-g ist auf 
D(f)nDig) durch 


ER):= FR) ER) 


definiert; für das n-fache Produkt von 
f mit sich selbst schreibt man f”, also 
ist f"(x)=(f(x))"”. Die 1Verkettung 
feog ist durch 


(fee) (X):= F(glx)) 
definiert. Dabei ist 


D(fog)= txeD(g)| gd)ED(N): 


Ist f: A>B eine Funktion, bei wel- 
cher zu jedem beB genau ein aeA mit 
fta)=b existiert, dann ist f umkehr- 
bar; die t Umkehrfunktion f"!:B>A 
ist dann definiert durch 


f-b)=a: > f(a)=b. 


Je nach Art des Funktionsterms un- 
terscheidet man verschiedene Klassen 
von Funktionen: 

a) Eine Funktion f mit dem Funk- 
tionsterm 





)=a,x"+a,_ı x" !+.. 
+4, x? +a1X+0o 


(neN; ao, aı, a2, ....eR) ist eine ? Poly- 
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nomfunktion. Für n=0 erhält man ei- 
ne konstante Funktion, für n=1 eine 
affine Funktion bzw. im Fall ao=0 ei- 
ne lineare Funktion, für n=2 erhält 
man eine quadratische Funktion usw. 
Ist f(x)=x”, dann handelt es sich um 
eine 1 Potenzfunktion. 

b) Eine Funktion f mit 


ha) 


mit zwei tPolynomen g und h heißt 
rationale Funktion. Ist der Grad von h 
gleich 0, dann ist f eine Polynom- 
funktion und heißt dann auch ganz- 
rationale Funktion; andernfalls nennt 
man f gebrochen-rational. 

c) tWurzelfunktionen sind Funktio- 
nen mit Termen der Form 


Sx)=Y/x (neN). 


Rationale Funktionen und Wurzel- 
funktionen sind Sonderfälle talgebrai- 
scher Funktionen. 

d) Eine Funktion f mit 


S)=b* 


ist eine ?tExponentialfunktion. Ihre 
Umkehrfunktion ist eine tLogarith- 
musfunktion. 

f} Die Funktionen mit den Termen 


(b>0) 


sin x, cosx, tanx, cotx 


sind die Ttrigonometrischen Funktio- 
nen; ihre Umkehrfunktionen (auf be- 
stimmten Intervallen) sind die tArkus- 
funktionen. 

g) Mit Hilfe der natürlichen Exponen- 
tialfunktion xt+>e* definiert man die 
t Hyperbelfunktionen; deren Umkehr- 
funktionen sind die f Areafunktionen. 
Funktionenfolge: Folge <(f,> von 
t Funktionen fi, f>, fa, -.-, welche eine 
gemeinsame Definitionsmenge D besit- 
zen. Wenn für jedes xeD der 1 Grenz- 
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wert 


9): = lim f1(&x) 

existiert, dann heißt ( f„> auf D punkt- 
weise konvergent; die Funktion f be- 
zeichnet man als die Grenzfunktion 
von (fn2. Die (punktweise) Konver- 
genz von (f„> zur Grenzfunktion f 
bedeutet, daß für jedes xeD und jedes 
e>0 eine natürliche Zahl n, (abhängig 
von & und von x) existiert, so daß 


IR) -FRl<e 


für alle nzn.. 


Existiert eine solche Zahl n,, die nur 
von &, aber nicht von der Stelle x ab- 
hängt, so daß obige Beziehung gilt, 
dann heißt <f,> auf D gleichmäßig 
konvergent gegen die Grenzfunktion f. 
Konvergiert die Funktionenfolge < f,) 
gleichmäßig auf D, und sind die Funk- 
tionen f, stetig auf D (? Stetigkeit), 
dann ist auch die Grenzfunktion f 
stetig auf D. 

Beispiele: 1) Auf D=[-1,1] sei 


l 


ger 


Fu%) 


Die Folge < f„> ist punktweise konver- 
gent auf D, für die Grenzfunktion f 
gilt 


fi)= 1 für -1<x<Il, 
=, für x= +1. 


Die Konvergenz ist aber nicht gleich- 
mäßig: Für -1<x<[1 ist 


A&)-f)l<e 
los—ief1— 
N ge-Ig(l-.) 
21gIx| 
und bei festem &e (0<e<}#) übersteigt 


lgs-Ig(1- 
deze a 
21gx| 
wenn sich |x| dem Wert 1 nähert. In 
der Abbildung I sind die Funktionen 


jede Schranke, 


7* 


Funktionenfolge 


Sı,f2, fa und die Grenzfunktion f ge- 
zeichnet. 





—1 
Abb. I 


2) Auf D=R sei 


n 2 


x 
er} 





Die Folge ( f„> ist punktweise konver- 
gent auf D gegen die Grenzfunktion f 
mit f(x)=1+x? (Abb. 2), wie man mit 
Hilfe der Summenformel für die ?geo- 
metrische Folge feststellt. 





Abb. 2 


Die Konvergenz ist aber nicht gleich- 
mäßig: Es gilt 


I -101= (5), 


Funktionen mehrerer Variablen 


also 1 
lg - 
& 
RR Tee N 
Bei festem & (0<e&<l1) wächst die Zahl 
1 
lg - 
& 
— —— über jede Schranke, wenn x 
lg(1+x“) 
sich der Stelle O nähert. 
Funktionen mehrerer Variabler: Eine 
tFunktion f mit der Definitionsmen- 
ge D(f) und der Bildmenge B(f) heißt 
eine reelle Funktion von n reellen Va- 
riablen, wenn 


DIf)ER" und B(f)ER" 


(n,meN). Ist m>1, so heißt die Funk- 
tion f auch vektorwertig (1 Vektor). 
Sie besteht dann aus m Koordinaten- 
funktionen fi, fa, ---, /m, welche jeweils 
von n Variablen abhängen: 

fi 
[% 


f mit fi: D(f)>R. 


Im 


Es genügt daher den Fall m=1 zu 
betrachten. Im folgenden sei also 


S: D(f)>R mit D(F)ER". 


Die Grundbegriffe der Analysis von 
reellen Funktionen einer reellen Va- 
riablen (Stetigkeit, Differenzierbarkeit 
usw.) kann man auf reelle Funktionen 
von n reellen Variablen übertragen, 
wenn man R” als Tmetrischen Raum 


interpretiert. Als Abstand zweier 
Punkte 
P=(P1,...,Pn); O=(g1,-:-,Qn) 


versteht man dabei die Zahl 


PO:=Y(pı-q)” +... +pn-m)°. 


Am Fall n=2 (Funktionen von zwei 
Variablen) kann man die wesentlichen 
Begriffsbildungen der Analysis von 
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Funktionen mehrerer Variabler be- 
handeln. Im folgenden sei stets ange- 
nommen, daß D(f) ein ?Gebiet aus 
R? ist. 

l) Die Funktion f heißt stetig an der 
Stelle (xo, Yo)eD( f) (1 Stetigkeit), wenn 
zu jedem &>0 ein ö>O existiert, so 
daß gilt: Ist (x, yJeD(f) und ist 


V(x-x0) + yo)? <6. 
dann ist auch 


If »-f(Xo, Yo)l<e. 
2) Die Funktion f heißt partiell diffe- 
renzierbar nach x an der Stelle 
(Xo, Vo)eD(f), wenn der t Grenzwert 

li S(xo +h, yo)—f(Xo, Yo) 

im 

h-0 h 





existiert; man bezeichnet diesen 


Grenzwert dann mit 


Jx(Xo, yo) oder N (x,90) 

0x 

(partielle Ableitung). Analog _defi- 
niert man die partielle Differenzierbar- 
keit nach y und die Symbole f, und 
of 

oy 

3) Die Funktion f heißt total differen- 
zierbar oder kurz differenzierbar an 
der Stelle (xo, yo)eD(f), wenn reelle 
Zahlen a,b existieren, so daß der 
Quotient 


Sy) -S(X0, yo) —alx —xo) —b(y—yo) 
VIx-xo)?+W-yo)? 


für (x,y)—(Xo,)yo) den Grenzwert 0 
hat; dabei bedeutet der Grenzüber- 
gang (x, y)>(Xo, Yo), daß der Punkt 
(x, y) sich auf einem beliebigen Weg 
dem Punkt (xo, yo) nähert. Es stellt 
sich heraus, daß a=f,(xo, yo) und 
b= f,(Xo, Yo) ist. Eine total differenzier- 
bare Funktion ist auch partiell nach 
allen Variablen differenzierbar, die 
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Umkehrung gilt aber nur, wenn die 
partiellen Ableitungen stetig sind. 

4) Man nennt z=/f(x,y) die Funk- 
tionsgleichung von f; sie beschreibt im 
xyz-Koordinatensystem eine t Fläche. 
Ist f total differenzierbar an der Stelle 
(Xo, yo), dann besitzt die Fläche an 
dieser Stelle eine 1 Tangentialebene. 
Ihre Gleichung ist 


z=f(Xo, Yo)+ alx—xXo)+b(y yo) 


mit a=fx(Xo, yo) und b=f,(Xo, yo). 

5) Ist f an der Stelle (xo, yo) total 
differenzierbar und besitzt f an dieser 
Stelle ein relatives Extremum (TEx- 
tremwert), dann gilt 


x (%os yo)=f(Xo, yo). 


Aus diesen Gleichungen folgt aber 
noch nicht, daß tatsächlich ein Extre- 
mum an der Stelle (xo, yo) vorliegt. 
Dazu betrachtet man den Wert von 


des Jys -f2, 


an der Stelle (xo, yo) wobei fx; 
fyy; fx, höhere tpartielle Ableitungen 
sind. Ist dieser Wert positiv, dann 
liegt ein Extremum vor, und zwar ein 
Maximum, falls fxx(Xo, Yo)<0, und 
ein Minimum, falls fxx(Xo, Yo)>0. Ist 
dieser Wert negativ, dann liegt kein 
Extremum vor. Ist dieser Wert 0, 
dann muß man weitere Untersuchun- 
gen anstellen. 

6) Der Begriff des tlIntegrals für 
Funktionen einer reellen Variablen 
läßt sich auf zwei verschiedene Arten 
für Funktionen von zwei reellen Va- 
riablen verallgemeinern: 

a) Tritt an die Stelle des Integrations- 
intervalls eine Kurve (Integrations- 
kurve) des R?, dann erhält man ein 


t Kurvenintegral. 
b) Tritt an die Stelle des Integrations- 
intervalls ein Gebiet (Integrations- 


gebiet) des R?, dann erhält man ein 
1 Gebietsintegral. 


Gammafunktion 


Funktionentafeln: Tafeln (Tabellen), in 
denen für das praktische Rechnen mit 
tFunktionen für genügend viele Wer- 
te der Variablen x die Funktionswerte 
f(x) angegeben sind. Tafeln für 
Quadratwurzeln, Kubikwurzeln, Log- 
arithmen, Sinuswerte usw. sind heute 
von geringer Bedeutung, da selbst ein- 
fachste ? Taschenrechner über entspre- 
chende Funktionstasten verfügen. Für 
kompliziertere Funktionen wie z.B. 
die Gaußsche Funktion (t Normalver- 
teilung) und die y?-Funktionen (tChi- 
Quadrat-Verteilung) benutzt man aber 
auch heute noch Funktionentafeln. 
Zur Berechnung von Zwischenwerten, 
die in der Tafel nicht enthalten sind, 
verwendet man die lineare ?Interpola- 
tion. 

Funktionentheorie: Theorie der kom- 
plexen Funktionen einer oder mehre- 
rer komplexer Variabler (? Funktion, 
tkomplexe Zahlen). Mit Hilfe des Be- 
trags einer komplexen Zahl werden 
Begriffe wie Stetigkeit und Differen- 
zierbarkeit einer Funktion einer kom- 
plexen Variablen ähnlich wie bei einer 
Funktion einer reellen Variablen defi- 
niert. Wesentlicher Teil der Funktio- 
nentheorie ist die Theorie der fanaly- 
tischen Funktionen. 


G 


Gammafunktion (I'-Funktion): Die für 
x>0 durch das tuneigentliche Inte- 
gral 


Pix):= | tle"tdı 
0 
definierte Funktion I heißt (reelle) 
Gammafunktion. Für alle x>O gilt die 


Gammafunktion 


Funktionalgleichung 
I(x+1)=x!(x). 

Wegen T'(1)=1 ist daher 
I(n+1l)=n! 


Die Gammafunktion interpoliert also 
die f Fakultäten. 

Die Gammafunktion ist beliebig oft 
differenzierbar; es gilt 


für alle neN. 


T®(x = | rle!(Int*dt 


für k=1,2,3, .... 
Es gelten ferner die beiden Funktio- 
nalgleichungen 


F(x)T(1-x)= 





sinnx 
für O<x<1 und 


Ta+)T4-x)=— 





COSTTX 
für O<x<#. 
Aus beiden Funktionalgleichungen er- 
gibt sich P4)=Yr 
Weitere Darstellungen der Gammafunk- 
tion: 


T(x)= = (eie- 'dt+ = we 
1 


vo n\(x+n)' 
1 x—1 
ATMEN 
0} 


ee ee 


1 = X x 
——=xe* 142er 
I(x) I | n 
(tunendliche Produkte), wobei C die 
Eulersche Konstante ist (nach L. Euler, 
1707-1783), also 


m 1 
C= lim (3 „Inm) 


m>@ \k=1 
=0,577215664901532.... 


Die Gammafunktion läßt sich zu einer 
in € tmeromorphen Funktion fortset- 


n!-n* 





‚(x+n)' 
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zen, welche einfache Pole an den Stel- 
len 0, —1, —2, —3,... hat. Das tRe- 
siduum an der Polstelle —n beträgt 


(1 
> 





ist durch folgende Forderungen ein- 

deutig charakteristiert: 

(1) T(z+1)=zT(z); 

(2) T(z) ist reell und positiv, wenn z 
reell und positiv ist; 

(3) (T’(z)) <I(z) T”(z) für z>0 

(4 F)=1. 

Für reelle x#0, —1, —2,... berechnet 

man /'(x) mit Hilfe der Beziehung 

P(x+1)=xI‘(x) aus den Werten der T- 

Funktion im Intervall [1, 2]. Mit Hilfe 

der Tabelle I findet man z.B. 


T(4,7)=3,7.2,7-1,7:T(1,7) 
= 16,983 .0,909 = 15,44 
(gerundete Werte). 






1 


1,1 0,894 
1,2 0,909 
1,3 0,931 
1,4 0,962 
Tab. I 
Die durch 
I(x)T(y) 
B(x, y): = ——— 
T(x+y) 


definierte Funktion von zwei Variablen 
heißt Betafunktion. Es ist 


1 
B(x,y)= | (1-19! de. 
10) 


Dieses Integral heißt auch Eulersches 
Integral erster Gattung, während das 
Integral in der Definition der [-Funk- 
tion Eulersches Integral zweiter Gat- 
tung heißt. 
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ganze Zahlen: Die Zahlen 
.,—3,—2,—1,0,+1,+2,+3,... 


heißen ganze Zahlen. Die Menge der 
ganzen Zahlen bezeichnet man mit Z. 
Man unterscheidet die ganze Zahl 0, 
die positiven ganzen Zahlen +1, +2, 
+3,... und die negativen ganzen Zah- 
len —1, —2, —3,.... Man deutet die 
ganzen Zahlen als Punkte auf der 
Zahlengeraden (Abb. I) oder als Ver- 
schiebungen auf einer Skala (Abb. 2). 


-—3-2-1 0 +1 +2 +3 +4 
— negativ — 0 —— positiv 





Abb. I 


Abb. 2 


Die Addition ganzer Zahlen erklärt 
man durch Hintereinanderausführen 
von Verschiebungen (Abb. 3 bis 6). 


ganze Zahlen 


Man schreibt dies in der Form 


(+3)+(+2)=(+5) (Abb. 3), 
(+5)+(-2)=(+3) (Abb. 4), 
(-6)+(+2)=(-4) (Abb. 5), 
(-4)+(-2)=(-6) (Abb. 6). 


Dabei bedeutet das Pluszeichen + 
zwischen zwei ganzen Zahlen die Ad- 
dition, ist also von dem Vorzeichen + 
zu unterscheiden. 

Sind a,b t Variable für natürliche Zah- 
len, so gelten für die Addition ganzer 
Zahlen folgende Regeln: 


(+a)+(+b)=+(a+b), 
(-a)+(-b)=-(a+b), 


(+a)+(-b) 
+(a-b), falls b<a, 
= 0, falls b=a, 
—(b-a), falls a<b. 


Ist x eine Variable für eine ganze 
Zahl, so bezeichnet man mit —x 
die Gegenzahl von x, welche durch 
x+(-x)=0 definiert ist. Es ist z.B. 


—(+5)=-5 und -(-5)=+5. 
Das Subtrahieren einer ganzen Zahl 
bedeutet das Addieren ihrer Gegen- 
zahl. Für ganze Zahlen x, y ist also 


x—-y:=X+(-)) 


Die Addition ganzer Zahlen ist Tasso- 
ziativ und Tkommutativ, es gibt ein 
neutrales Element (die Zahl 0) und zu 
jeder Zahl existiert ein inverses Ele- 
ment (die Gegenzahl). Die talge- 
braische Struktur (Z, +) ist also eine 
kommutative ? Gruppe. 

Die Multiplikation ganzer Zahlen 
kann man als mehrfache Addition 
verstehen, wobei man bei positivem 
Multiplikator das Vorzeichen des 
Multiplikanden beibehält, bei negati- 
vem Multiplikator aber ändert. Sind 


ganzrational 


a,b Variable für natürliche Zahlen, 
dann gelten für die Multiplikation fol- 
gende Regeln: 


(+a)-(+b)= +(a-b), 
(+a)-(-b)= -(a-b), 
(-a)-(+b)= -(a-b), 
(-a)-(-b)= +(a-b). 


Die Multiplikation ganzer Zahlen ist 
assoziativ und kommutativ, es gibt ein 
neutrales Element (die Zahl +1), aber 
nur die Zahlen +1 und -—1 besitzen 
ein inverses Element. Ferner ist die 
Multiplikation tdistributiv bezüglich 
der Addition, d.h. es gilt 


x-(y+z)=x-y+x-z 


für alle ganzen Zahlen x,y,z. Ferner 
gilt 0-x=0 für alle xeZ, und aus x-y 
=0 folgt x=0 oder y=0. Die alge- 
braische Struktur (Z,+,-) ist ein 
kommutativer nullteilerfreier TRing 
mit Einselement. 

Für ganze Zahlen x, y gilt x<y („x ist 
kleiner als y“), wenn x auf der Zahlen- 
geraden links von y liegt. 

Genau dann ist x<y, wenn eine posi- 
tive ganze Zahl p mit x+p=y exi- 
stiert. Es gelten folgende Monotoniege- 
setze: 


x<y»>x+tz<y+tz 

für alle zeZ, 
x<y>x-z<y-z 

für alle positiven zeZ. 


Unterscheidet man nicht zwischen | 
und +1, zwischen 2 und +2 usw., 
dann sind die ?natürlichen Zahlen 
spezielle ganze Zahlen, es gilt also 
N<Z. Unterscheidet man nicht zwi- 


n 

schen +n und +7 bzw. zwischen —n 
n 

und pP dann sind die ganzen Zahlen 


spezielle trationale Zahlen, es gilt also 
ZEN. 
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Sind a,b ganze Zahlen, dann besitzt 
die tGleichung a+x=b stets eine Lö- 
sung in Z; die Gleichung a-x=b 
besitzt aber nur dann eine Lösung in 
Z, wenn a ein Teiler von b ist 
(t Teilbarkeitslehre). 

Eine talgebraische Zahl heißt ganz 
oder ganzalgebraisch, wenn sie einer 
Gleichung der Form 


X"+a_ 1X" 14... +01X+0o 


mit a0,41,42,...,A„_,eZ genügt. Zur 
Unterscheidung von den ganzalgebrai- 
schen Zahlen nennt man die Zahlen 
aus Z auch manchmal ganzrational. 
ganzrational: 1) Eine ?Tganze Zahl 
(Element aus Z) nennt man auch 
ganzrational, wenn man sie gegen ganz- 
algebraische Zahlen (talgebraische 
Zahl) abgrenzen möchte. Eine Tratio- 
nale Zahl, welche keine ganze Zahl 
ist, heißt auch gebrochen-rational. 

2) Eine trationale Funktion heißt 
ganzrational, wenn das Nennerpoly- 
nom im Funktionsterm den Grad 0 
hat. Es handelt sich dann um eine ? Po- 
Iynomfunktion. Eine rationale Funk- 
tion, welche nicht ganzrational ist, 
heißt gebrochen-rational. 
Ganzteilfunktion(Gauß-Funktion,Gauß- 
Klammer, Gaußsche Klammerfunk- 
tion; nach C.F. Gauß, 1777-1855): 
Funktion, welche jeder reellen Zahl x 


y=[x] 





Abb. 1: Ganzteilfunktion 
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die größte ganze Zahl <x zuordnet. 
Zur Schreibung des Funktionsterms 
verwendet man eckige Klammern, al- 
so [x] (lies „x in eckigen Klammern“). 
Beispielsweise ist [3,14]=3 und 
[-1, 3] = —2. Die Ganzteilfunktion ist 
eine T Treppenfunktion (Abb. 1). 

Für zwei natürliche Zahlen m und n 


m 
ist [7] der ganzzahlige Quotient, der 
n 


sich bei t Division von m durch n mit 
Rest ergibt. 
Es gelten folgende Beziehungen: 


0<s[x+yJ-Ix]J-[y]si 
für alle x, yeR; 


0, falls xeZ, 
1 sonst. 


2]-gj< 


für alle xeRR und alle neN. 
Gaußsche Fundamentalgrößen (nach 
C.F. Gauß, 1777-1855): Es sei eine 


DI+t-1=|_ 


tFläche in ihrer 1 Parameterdar- 
stellung 

x x(u, vd) 

y|=| yW, v) (u, v)EG) 

z z(u, v) 


gegeben, wobei der Definitionsbereich 
G ein t Gebiet sei. Weiterhin sei durch 


u u(t) 

=) (en 

v v(t) 
eine Kurve in G gegeben, wobei I 
ein Intervall aus R sei. Die Punkte 
der Fläche, die den Punkten der Kur- 
ve zugeordnet sind, bilden eine Raum- 
kurve, welche auf der gegebenen Flä- 


che verläuft. Für ihre ?Bogenlänge 
gilt 


Flag 70 77 


Gebiet 


Nun ist 
dx 0x du 0x dv 
dt du dt dv dr’ 


dt du dt Oo de’ 
dz 0z du O0z dv 
dt Du de Do di 
(T partielle Ableitung). Setzt man dies 


dy 0y du Oy dv 





ds\2 
in den Ausdruck für (2) ein, so er- 
hält man dt 


(E) =e-(E) +2r 
di dt 
dv\2 
+ (7) 
mit 


Ox\2 (öy\2 [0z\2 
E( 
du * ou = ou 
_08x 0x 0y Oy Oz Oz 
ou dv du Ov Hu 9v' 


Ox\2 (/öy\2 /0z\2 

. (6) +) +6.) 
Die Funktionen E, F, G der Variablen 
u, v sind die Gaußschen Fundamental- 
größen der gegebenen Fläche. Sie tre- 
ten in verschiedenen Zusammenhän- 
gen der ? Differentialgeometrie auf. 
Gebiet: Eine Teilmenge G von R? 
(„Zahlenebene“) heißt ein Gebiet, 
wenn sie offen und zusammenhängend 
ist, wenn sie also die beiden folgenden 
Eigenschaften besitzt: 
(I) Zu jedem Punkt (xo, yo)eG eXi- 
stiert ein e>0O derart, daß die Kreis- 
scheibe 


{%, y)Ix x)’ +Wy- Yo)? <e} 
ganz zu G gehört. 
(II) Zu je zwei Punkten aus G gibt 
es eine ganz in G verlaufende Kur- 


ve, welche diese Punkte verbindet 
(Abb. 1). 


du dv 
dt dt 





Gebiet 






/ /, 
A ih 





Abb. 1 


In gleicher Weise kann man Gebiete 
in R” definieren (n=1,2,3,...). Ein 
Gebiet in R(=R') ist ein offenes 
(endliches oder unendliches) ?tInter- 
vall. Allgemeiner läßt sich der Begriff 
des Gebietes in einem topologischen 
Raum definieren (? Topologie). Ein 
Gebiet in der Menge der tkomplexen 
Zahlen (komplexe Zahlenebene) ist 
analog zum Gebiet in R? definiert. 
Bei t Gebietsintegralen betrachtet man 
meist Gebiete einschließlich ihres 
Randes und spricht dann von abge- 
schlossenen Gebieten. 

Gebiete in der Ebene kann man mit 
Hilfe von geschlossenen t Kurven defi- 
nieren, welche eine Gebietseinteilung 
der Ebene liefern. Es gilt nämlich 
der Jordansche Kurvensatz (nach C. Jor- 
dan, 1838-1922): Eine einfach ge- 
schlossene Kurve teilt die Ebene in 
zwei Gebiete auf, das Innere und das 
Äußere der Kurve. 

Eine geschlossene Kurve heißt dabei 
einfach geschlossen, wenn sie sich nicht 
selbst überschneidet (Abb. 2). 





Abb. 2 
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Eine nicht-einfach geschlossene Kurve 
mit n Doppelpunkten erzeugt in der 
Ebene n+2 Gebiete (Abb. 3). 





Abb. 3:2 Doppelpunkte, 4 Gebiete 





Abb. 4 


Statt geschlossener Kurven in der 
Ebene und der von ihnen erzeugten 
Gebietseinteilungen kann man auch 
Kurven und Gebietseinteilungen auf 
anderen Flächen betrachten. Auf der 
Kugel herrschen gleiche Verhältnisse 
wie in der Ebene: Eine einfach ge- 
schlossene Kurve zerlegt die Kugel- 
oberfläche in zwei Gebiete. Es ist aber 
nicht mehr sinnvoll, von einem äuße- 
ren und einem inneren Gebiet zu spre- 
chen. Anders ist es beim tTorus, auf 
dessen Oberfläche man sogar zwei ein- 
fach geschlossene Kurven zeichnen 
kann, ohne eine Gebietseinteilung zu 
erzeugen. In Abbildung 4 kann man je 
zwei Punkte auf der Torusoberfläche 
verbinden, ohne die Kurven zu schnei- 
den. 

Auf dem Doppeltorus (Brezel) lassen 
sich vier einfach geschlossene Kurven 
zeichnen, ohne daß die Fläche zerlegt 
wird. 
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Denkt man sich die Körper (Kugel, 
Torus, Doppeltorus) aus einer Knet- 
masse gefertigt, so kann man durch 
Verformung andere, gleichwertige Mo- 
delle herstellen, falls dabei nichts zer- 
rissen oder zusammengefügt wird. Für 
Fragen der Gebietseinteilung der 
Oberfläche durch geschlossene Kur- 
ven spielt es keine Rolle, ob wir auf 
der Oberfläche eines Torus oder auf 
einer Kaffeetasse zeichnen. Als Reprä- 
sentant für eine Klasse äquivalenter 
Oberflächen wählt man eine Kugel mit 
p Henkeln (Abb. 5). 

Auf einer Kugel mit p Henkeln kön- 
nen (höchstens) 2p einfach geschlos- 
sene Kurven gezeichnet werden, ohne 
eine Gebietseinteilung zu erzeugen. 
Die Anzahl p der Henkel nennt man 
das Geschlecht der Fläche. Die Kugel 
hat das Geschlecht 0, der Torus das 
Geschlecht I und der Doppeltorus das 
Geschlecht 2. Die chromatische Zahl 
(t Färbungen) einer Fläche hängt von 
ihrem Geschlecht ab. 

Zwei Gebiete auf einer Fläche heißen 
benachbart oder Nachbargebiete, wenn 
sie eine gemeinsame Grenzlinie besit- 
zen. In der Ebene (auf der Kugel) gibt 


Abb. 5 


Gebietsintegral 


es höchstens vier Gebiete, die paar- 
weise zueinander benachbart sind 
(t Färbungen). Auf dem Torus können 
bis zu sieben Gebiete paarweise be- 
nachbart sein (Abb. 6). 


\ 
> 


Betrachtet man dagegen Gebietseintei- 
lungen des Raumes, so können belie- 
big viele Gebiete zueinander benach- 
bart sein; Nachbarschaft ist hier 
durch eine gemeinsame Grenzfläche 
definiert. — tauch Graphentheorie. 

Gebietsintegral (Bereichsintegral): In- 
tegral einer Funktion zweier Va- 
riabler, wobei der Integrationsbereich 
in der Regel ein (abgeschlossenes) Ge- 


Abb. 6 





Gebietsintegral 


biet G ist. Analog zur Definition des 
Integrals einer Funktion einer reellen 
Variablen über ein Intervall deutet 
man das Gebietsintegral als das Volu- 
men, das von der xy-Ebene bzw. dem 
Gebiet G und der durch die Funktion 
dargestellten Fläche im Koordinaten- 
system begrenzt wird (Abb. 1). 


z z= f(x, y) 








y 


v-|f y)(dx dy) 


Abb. I 


Das Gebietsintegral von f(x,y) über 
das Gebiet schreibt man allgemein 


If, »dxdy). 
G 


Ist G tkonvex, dann kann man dieses 
Integral auf zwei verschiedene Arten 
als Doppelintegral darstellen und dann 
mit den Methoden der Integralrech- 
nung von Funktionen einer reellen 
Variablen berechnen. Mit den Be- 
zeichnungen aus Abbildung? gilt 
nämlich 


N f(x, »)(dxdy) 
G 


=| (1 /@,»ay)ax 


a 'p(x) 


= (ir fe »ax)ayı 


a .u(y) 


Die Integrale sind hier also übliche 
Integrale für Funktionen einer reellen 
„Inne- 


Veränderlichen, wobei in den 
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ren“ Integralen jeweils noch ein Para- 
meter (x bzw. y) auftritt. 






x=v())® 


2 


| 
I 
| 
| 
b 





Abb. 2 


Beispiel: Auf dem (abgeschlossenen) 
Gebiet G={(x,yJ|0sx<s2, 0<y<sx?} 
sei die Funktion f durch f(x,y)= 
x? +y? definiert. Dann ist 


| S Nidxdy) 


(1 (x?+y?) Jay) dx 


[57 


= (xt +4 dx. 
[0] 





Abb. 3 
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Das Integrationsgebiet ist hier zwar 
nicht konvex (Abb. 3), es ist aber auf 
beide Koordinatenachsen projizierbar, 
d.h. bezüglich beider Achsen durch 
zwei Funktionsgraphen einschließbar. 

Es gilt auch 


(f(x, »)(dxdy) 
G 


Br (je +P)dr) dy 


$+2y?-3y?-yY)dy=Ior. 


sS— RO 


Mit Hilfe von Gebietsintegralen läßt 
sich auch der tFlächeninhalt ge- 
krümmter tFlächen berechnen. Ist ei- 


ne solche in der tParameterdar- 
stellung 

X x(u, d) 

y I= | y(u, v) ((u, v)eS) 

z z(u, v) 


gegeben, dann ist ihr Flächeninhalt 


[VEG-F?(dudv), 
Ss 


wobei E, F, G die tGaußschen Fun- 
damentalgrößen sind. Ist die Fläche 
durch die Gleichung F(x, y,z)=0 gege- 
ben, dann ist ihr Flächeninhalt 


VFR+F?+F? 


dxdy), 
u Te 


wobei S die Projektion des betrachte- 
ten Flächenstücks auf die xy-Ebene 
ist. Wenn schließlich die Fläche als 
Graph der Funktion mit der Glei- 
chung z= f(x,y) über dem Gebiet G 
gegeben ist, dann ist ihr Flächeninhalt 


(v SE+S? +1 (dxdy). 
G 


Die Substitutionsregel für Gebietsinte- 
grale lautet: Wird das (abgeschlosse- 


Gebietsintegral 


ne) Gebiet G durch die Transforma- 
tion (Substitution) 

x=olu,v), 

y=Ylu,v) 


mit stetigen partiellen Ableitungen 
und überall positiver Funktionaldeter- 
minante 


D:=9,%,-WuP, 


umkehrbar eindeutig (bijektiv) auf ei- 
nen Bereich G* der uv-Ebene abgebil- 
det, so ist 


[ f(x, »)(dxdy) 

G 

= | f(p(u, v), blu, v))-D (dudv). 
Gr 


Ein häufig auftretender Fall ist die 
Einführung von ? Polarkoordinaten 


x=rcost, 
yersint; 
Hier ist D=tr. 


Auch der Begriff des Tuneigentlichen 
Integrals läßt sich für Gebietsintegrale 
definieren. 

Beispiel: Es soll das uneigentliche In- 
tegral 


I= |e””"""(dxdy) 
R2 


berechnet werden. Nach Einführung 
von Polarkoordinaten ist 


I= | e””.r (drdi) 


=2n[-4e"]o =n. 


Gebietsintegrale kann man auch für 
Funktionen von n>2 Variablen defi- 
nieren; der Integrationsbereich ist 
dann ein Gebiet aus IR". Bei geeigne- 


Geburtstagsproblem 


ter Form des Gebiets kann man ein 
Gebietsintegral in ein Mehrfachinte- 
gral verwandeln, das dann mit den 
Regeln der Integralrechnung für 
Funktionen einer reellen Variablen be- 
rechnet werden kann. 

Geburtstagsproblem: Aufgabe aus 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit PR, 
daß in einer Klasse mit n Schülern 
mindestens zwei Schüler am gleichen 
Tag Geburtstag haben? Es ergibt sich 


365-364 ....(365—_n+1) 
365" 





A=1- 


(tKombinatorik). Einige Werte von PR, 


enthält folgende Tabelle: 


0,11695 


0,70632 
0,89123 
0,97037 
0,99412 


0,41144 
0,47570 
0,50730 


Für die Wahrscheinlichkeit 
folgende Näherung: 


P, gibt es 





Genetik. In der Genetik (Vererbungs- 
lehre) spielen Begriffe aus der 1 Kom- 
binatorik und der tWahrscheinlich- 
keitsrechnung eine Rolle. Grundlage 
der Genetik sind die Mendelschen Re- 
geln (nach J.G. Mendel, 1822-1884): 

l. Uniformitätsregel (Erste Mendel- 
sche Regel): Bei der Kreuzung ver- 
schiedener reinerbiger Genotypen ent- 
steht immer der gemischterbige Geno- 
typ: 

AAx BB liefert AB. 


2. Spaltungsregel (Zweite Mendelsche 
Regel): Bei der Kreuzung gemischt- 
erbiger Genotypen entstehen rein- 
erbige und gemischterbige Genotypen 
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im Verhältnis 1:2:1: 


ABx AB liefert AA, AB, BB 

im Verhältnis 1:2:1. 
3. Freie Kombinierbarkeit der Gene 
(Dritte Mendelsche Regel): Die Kom- 
bination von Genotypen bezüglich 
verschiedener Genarten erfolgt unab- 
hängig voneinander. Beispielsweise lie- 
fert 


AB12x AB12 
die 9 Genotypen 


AA1l, AA1l2, AA22, 
AB11l, AB12, AB22, 
BB il, BB 12, BB22 


im Verhältnis 
1:2:1:2:4:2:1:2:1. 


Diese Regeln wurden von Mendel ex- 
perimentell bestätigt, er bewies also 
die Annahme, daß die Kombinationen 
der Chromosome zufällig zustande- 
kommen. 

Auf den Mendelschen Regeln basiert 
das Hardy-Weinberg-Gesetz (nach 
G. Hardy und W. Weinberg, 1908): 


Man betrachte eine biologische Popu- 
lation bezüglich 
Gens: 
Generation 0: 


eines bestimmten 


mitx+y+z=1. 
Bei zufälliger 
(Abb. 1): 





Paarung ergibt sich 


——) —-—2—— 


: Em 





AH 


Abb. 1 
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Generation 1: 


Genotyp 





v y 

mit p=x+-,q=<-+2z. 
RZWEe 5 

Das Hardy-Weinberg-Gesetz besagt 
nun, daß sich die in Generation 1 er- 
reichte Verteilung in den folgenden 
Generationen nicht mehr ändert (vgl. 
Abb. 2 auf Seite 205). Es gelten näm- 
lich die Beziehungen 

(p’+pq)’=p’(p+q’=p?, 

2(p?+pg)(pg+q?)=2pq, 

(pg+g’’=(p+q)’g’=q”. 
geodätische Linie: Kurve einer TFlä- 
che, welche für je zwei ihrer Punkte 
die kürzeste Verbindungslinie dar- 
stellt. In jedem Punkt einer geodäti- 
schen Linie fallen die Flächennormale 
(tNormale) und die Hauptnormale 
der Kurve zusammen. Dabei ist die 
Hauptnormale einer Raumkurve in ei- 
nem Kurvenpunkt P die Normale in 
Richtung MP, wenn M der Krüm- 
mungsmittelpunkt (Krümmung) der 
Kurve an der Stelle P ist. Abbildung 1 
verdeutlicht die Situation am Fall ei- 


Flächennormale 


Hauptnormale 


Abb. 1: Kugelfläche 


Geodreieck 


nes Kreises auf einer Kugel. Die geo- 
dätischen Linien der Kugelfläche sind 
die Großkreise, also die von den Ebe- 
nen durch den Kugelmittelpunkt aus- 
geschnittenen Kreise. 

Geodreieck: Zeichengerät zum Zeich- 
nen von parallelen und rechtwinkligen 
Geraden (Abb. I bis 3) und zum An- 
tragen von Winkeln (Abb. 4). 





Abb. 2: h ist die Parallele zu g im Abstand 
2,lcm 





Geometrie 





durch P 





Abb. 4: Winkelmessung 


Geometrie: Das Wort „Geometrie“ 
stammt aus dem Griechischen und be- 
deutet „Erdmessung“. Dies deutet dar- 
auf hin, daß geometrische Probleme 
ursprünglich im Zusammenhang mit 
Aufgaben der Landvermessung auftra- 
ten, aber auch in der Astronomie 
(Zeitmessung) und in der Architektur 
(z.B. bei der Errichtung der Pyrami- 
den in Ägypten). Arithmetische (also 
rechnerische) Aufgaben traten oft zu- 
sammen mit einer geometrischen Fra- 
ge auf, so daß „Geometrie“ lange Zeit 
die Bedeutung von „Mathematik“ hat- 
te. Eine erste zusammenfassende Dar- 
stellung der geometrischen Kenntnisse 
der Völker der Antike stammt von 
Euklid von Alexandria (um 300 
v. Chr.). Sein Buch „Die Elemente der 
Geometrie“ galt über 2000 Jahre lang 
als das wichtigste Lehrbuch der Geo- 
metrie. In diesem Buch hat Euklid 
versucht, alle geometrischen Sachver- 
halte aus Axiomen und Postulaten 
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herzuleiten (tAxiome der Geometrie). 
Dabei benutzte er das noch heute ver- 
wendete Darstellungsschema „Voraus- 
setzung — Behauptung — Beweis“. 
Unter den von Euklid angegebenen 
Axiomen befand sich das Parallelen- 
axiom, obwohl es schon damals frag- 
lich war, ob dieses Axiom notwendig 
ist oder vielleicht aus den übrigen 
Axiomen als „Satz“ herleitbar ist. Erst 
im 19. Jahrhundert entdeckte man, 
daß das Parallelenaxiom von den 
übrigen Axiomen unabhängig ist 
(N. Lobatschewski, 1773-1856; J.B. 
Bolyai, 1802-1860). Das bedeutet, dal3 
man neben der euklidischen Geometrie, 
in der das Parallelenaxiom gilt, auch 
eine Tnichteuklidische Geometrie be- 
trachten kann, in der die Negation des 
Parallelenaxioms als Axiom gesetzt 
wird. Mit der Entdeckung der nicht- 
euklidischen Geometrie hatte die Geo- 
metrie nicht mehr nur die Aufgabe, im 
Sinn einer Naturwissenschaft die uns 
umgebende dreidimensionale Welt zu 
beschreiben. Vielmehr galten nun 
Punkte, Geraden und Ebenen als un- 
definierte Grundbegriffe, deren gegen- 
seitige Beziehung durch die Axiome 
geregelt wurden. Heute beschäftigt 
man sich auch mit endlichen Geome- 
trien, also mit Geometrien, in denen 
nur endlich viele Punkte existieren. 
Dies zeigt deutlich, daß man unter der 
Bezeichnung „Geometrie“ mehr ver- 
steht als nur die Wissenschaft von den 
räumlichen Beziehungen der Dinge. 

Das große Gebiet der Geometrie wird 
nach den unterschiedlichsten Gesichts- 
punkten eingeteilt und gegliedert. In 
der Elementargeometrie unterscheidet 
man zwischen Planimetrie (ebene Geo- 
metrie) und Stereometrie (räumliche 
Geometrie). Zu diesen Gebieten ge- 
hört die Beschreibung und Konstruk- 
tion geometrischer Figuren und die 
Messung von Längen, Winkeln, Flä- 
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chen- und Rauminhalten. Die Berech- 
nung von Längen und Winkeln in 
geometrischen Figuren geschieht in 
der t Trigonometrie bzw. in der ?sphä- 
rischen Trigonometrie. Das Zeichnen 
räumlicher Gebilde (Körper) in der 
Ebene (Zeichenebene) ist Gegenstand 
der tdarstellenden Geometrie; mit Hil- 
fe verschiedener Abbildungsverfahren 
(Parallelprojektion, Zentralprojektion) 
kann man sehr anschauliche Zeich- 
nungen von räumlichen Objekten ge- 
winnen. In der Tanalytischen Geome- 
trie stellt man (ebene oder räumliche) 
Punktmengen in einem TKoor- 
dinatensystem dar; durch Rechnung 
mit Koordinaten gewinnt man Er- 
kenntnisse über die gegenseitige Lage 
geometrischer Figuren sowie über die 
Größe von Strecken, Winkeln, Flä- 
chen usw. In der analytischen Geome- 
trie benutzt man auch ?! Vektoren und 
damit Elemente der linearen Alge- 
bra, um geometrische Sachverhalte 
darzustellen. In der Abbildungsgeome- 
trie untersucht man Abbildungen der 
Ebene oder des Raumes auf sich, wo- 
bei man vor allem darauf achtet, wel- 
che Größen (Längen, Winkel, Strek- 
kenverhältnisse, Flächeninhalte, ...) fest 
bleiben, also Invarianten der Abbil- 
dung sind (Tgeometrische Abbildun- 
gen). Größen, welche Invarianten bei 
Kongruenzabbildungen sind, unter- 
sucht man in der Kongruenzgeometrie. 
In der Ähnlichkeitsgeometrie spielen 
solche Größen eine Rolle, die bei 
Ähnlichkeitsabbildungen fest bleiben. 
Entsprechend beschäftigt sich die 
Affingeometrie mit Invarianten bei af- 
finen Abbildungen. Die projektive 
Geometrie schließlich betrachtet dieje- 
nigen Eigenschaften geometrischer Fi- 
guren, welche bei Tprojektiven Abbil- 
dungen invariant sind. 

Bei allen genannten Abbildungen ge- 
hen Geraden wieder in Geraden über, 


geometrische Abbildungen 


diese Abbildungen sind also geraden- 
treu. Dies ist bei den topologischen 
Abbildungen (t Topologie) nicht mehr 
der Fall; hier können z.B. Geraden in 
Parabeln übergehen. Eine topologi- 
sche Invariante ist z.B. die Eigenschaft 
einer Kurve, geschlossen zu sein. Jede 
der genannten Abbildungsarten bildet 
eine TGruppe bezüglich der 1 Verket- 
tung. Daher ist es verständlich, daß 
man mit Hilfe der Gruppentheorie ei- 
ne Systematik der Geometrie entwer- 
fen kann. Die Behandlung der Geo- 
metrie mit Hilfe von Invarianten geht 
auf das „Erlanger Programm“ von 
F. Klein (1849-1925) zurück. 
geometrische Abbildungen: Eine ein- 
eindeutige (bijektive) geradentreue 1 Ab- 
bildung der Ebene auf sich bezeich- 
net man als affine Abbildung. Bleiben 
bei einer solchen Abbildung die Grö- 
Ben aller Winkel erhalten, dann han- 
delt es sich um eine Ähnlichkeitsabbil- 
dung. Bleiben auch die Längen aller 
Strecken erhalten, so spricht man von 
einer Kongruenzabbildung oder Be- 
wegung. 

In einem tKoordinatensystem kann 
man affıne Abbildungen durch Abbil- 
dungsgleichungen der Form 


x =411X+4ı2J+Aa,, 
y =431X+422J+Q; 


mit d11d22—A1242, #0 angeben; Ab- 
bildungsgleichungen dieser Art be- 
stimmen auch stets eine affıne Abbil- 
dung. Dabei bedeutet (x’,y’) der Bild- 
punkt des Punktes (x, y). 
Kongruenzabbildungen 

I) Spiegelungen (genauer Achsenspie- 
gelungen, Geradenspiegelungen): Es sei 
eine Gerade a (Spiegelachse, Symme- 
trieachse) gegeben. Der Bildpunkt P’ 
eines Punktes P ist durch folgende 
Forderungen festgelegt: 

Ist Pea, dann ist P’=P; die Spiegel- 
achse ist also eine Fixpunktgerade. 
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Ist P&a, so liegen P’ und P in entge- 
gengesetzten Halbebenen bezüglich a, 
die Strecke P’P ist rechtwinklig zu a 
und wird von a halbiert (Abb. 1). 





Abb. 1: Spiegelung 


Wird eine Figur bei einer Spiegelung 
auf sich selbst abgebildet, dann heißt 
sie achsensymmetrisch oder spiegelsym- 
metrisch. Die Abbildungsgleichungen 
der Spiegelung an der Geraden mit 
der Gleichung y=mx+n ermittelt 
man aus den Beziehungen 








y+y x+x 
=m- +n, 
2 2 
FE... 
x—x m 


2) Punktspiegelungen: Es sei ein 
Punkt S (Symmetriepunkt, Zentrum) 
gegeben. Der Bildpunkt P’ eines 
Punktes P ist durch folgende Forde- 
rungen festgelegt: 

Ist P=S, dann ist P’=S; der Punkt $ 
ist also ein Fixpunkt. 

Ist P+#S, dann ist S der Mittelpunkt 
der Strecke P’P (Abb. 2). 





Abb. 2: Punktspiegelung 


210 


Wird eine Figur bei einer Punktspie- 
gelung auf sich abgebildet, dann heißt 
sie punktsymmetrisch. Eine Punktspie- 
gelung entsteht, wenn man zwei Ach- 
senspiegelungen an zueinander recht- 
winkligen Achsen ausführt, welche 
sich im Zentrum der Punktspiegelung 
schneiden (Abb. 3). 





Abb. 3: Punktspiegelung als Verkettung 
zweier Achsenspiegelungen 


Die Abbildungsgleichungen der Punkt- 
spiegelung mit dem Zentrum S= 
(Xs, Js) ermittelt man aus den Bezie- 
hungen 


x+x 
5 =xs und 





y+y 
I )s 
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Abb. 4: Drehung 


3) Drehungen: Gegeben seien ein 
Punkt D (Drehpunkt) und ein Winkel 
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& (Drehwinkel). Der Bildpunkt P’ eines 
Punktes P ist durch folgende Forde- 
rungen festgelegt: 

Ist P=D, dann ist P’=D; der Dreh- 
punkt ist also ein Fixpunkt. 

Ist P+D, dann erhält man P’, indem 
man den Radius DP um den Punkt D 
im Gegenuhrzeigersinn um den Win- 
kel « dreht (Abb. 4). 

Eine Drehung um 180° ist eine Punkt- 
spiegelung. Man kann eine Drehung 
aus zwei Achsenspiegelungen zusam- 
mensetzen, wobei die Spiegelachsen 
durch den Drehpunkt gehen und ei- 
nen Winkel von +#x einschließen 
(Abb. 5). 





Abb. 5: Drehung als Verkettung zweier 
Achsenspiegelungen 


Die Abbildungsgleichungen der Dre- 
hung mit dem Drehpunkt D=(x,, Y») 
und dem Drehwinkel « ermittelt man 
aus 


x —Xp=(x—Xp) C08S%—(y-—yp) sin &, 


y —-yp=(x Xp) sina+(y—yp)cos« 


(vgl. Abb. 6). 

4) Parallelverschiebungen (kurz Ver- 
schiebungen oder Translationen): Hat 
für jeden Punkt P und seinen Bild- 
punkt P’ die Strecke PP’ die gleiche 
Länge und die gleiche Richtung, dann 
liegt eine Verschiebung vor. Man be- 
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E=rcos(p+o) 
=rCOSp cosa—rsinpsind« 
=£cosa—nsind, 
nN=rsin(p+%) 
=rcospsina+rsin@p Cosa 
=&sina+ncosa. 


Abb. 6 


schreibt diese durch den tVektor PP’ 
(Verschiebungsvektor) (Abb. 7). 


Verschiebungsvektor 


Abb. 7: Parallelverschiebung 


Man kann eine Verschiebung aus zwei 
Achsenspiegelungen an zueinander 
parallelen Achsen zusammensetzen, 
welche rechtwinklig zur Verschie- 
bungsrichtung sind; der Abstand der 
Spiegelachsen ist dabei halb so groß 
wie die Länge des Verschiebungsvek- 
tors (Abb. 8). 
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Abb. 8: Parallelverschiebung als Verkettung 
zweier Achsenspiegelungen 


Die Kongruenzabbildungen bilden be- 
züglich der tVerkettung eine (nicht- 
kommutative) tGruppe; das neutrale 
Element ist die identische Abbildung 
(jeder Punkt ist Fixpunkt). 

Zwei Figuren, die durch eine Kon- 
gruenzabbildung auseinander hervor- 
gehen, heißen kongruent zueinander. 
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Verschiebung parallel zu a 
Spiegelung an a 


Abb. 9: Schubspiegelung 


Durch ein Dreieck ABC und sein 
Bilddreieck A’B’C’ ist die Kongruenz- 
abbildung, welche A,B,C der Reihe 
nach auf A’, B’, C’ abbildet, eindeutig 
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festgelegt. Deshalb veranschaulicht 
man Kongruenzabbildungen oft da- 
durch, daß man vorführt, wie ein 
Dreieck abgebildet wird. Dies ist in 
Abbildung 9 für eine Schubspiegelung 
(Verkettung einer Verschiebung und 
einer Achsenspiegelung) dargestellt. 
Jede Kongruenzabbildung läßt sich 
durch Verkettung von höchstens drei 
Achsenspiegelungen darstellen. Der 
Dreispiegelungssatz besagt, daß eine 
Dreifachspiegelung an drei sich in ei- 
nem Punkt $S schneidenden Geraden 
wieder eine Spiegelung an einer Gera- 
den durch S ist (Abb. 10), und daß 
eine Dreifachspiegelung an drei zuein- 
ander parallelen Geraden wieder eine 
Geradenspiegelung ist, wobei die Spie- 
gelachse zu den gegebenen Geraden 
parallel ist (Abb. 11). 


0,°0,°0,=q, 


Abb. 10: Dreifachspiegelung an sich schnei- 
denden Geraden 


0,°0,°0,=0, 


Abb. 11: Dreifachspiegelung an parallelen 
Geraden 
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Ähnlichkeitsabbildungen 
Ähnlichkeitsabbildungen entstehen 
durch Verketten von Kongruenzab- 
bildungen und zentrischen Streckun- 
gen. Eine zentrische Streckung (kurz 
Streckung) ist folgendermaßen defi- 
niert: Gegeben seien ein Punkt Z 
(Streckzentrum) und eine positive Zahl 
k (Streckfaktor). Dann ist Z Fixpunkt, 
und für P+Z erhält man den Bild- 
punkt P’ durch die folgenden Bedin- 
gungen: 

P' liegt auf dem Strahl von Z aus 

durch P; 


ZP'=k:ZP. 


In Abbildung 12 ist eine zentrische 
Streckung mit k=$ dargestellt. 


A 
/ 





Abb. 13: Zentrische Streckung (k= -—$) 


geometrische Abbildungen 


Abbildung 13 zeigt die Verkettung ei- 
ner Streckung an Z mit k=3 mit einer 
Punktspiegelung an Z. Diese Abbil- 
dung kann auch als Streckung an Z 
mit dem negativen Streckfaktor —} 
angesehen werden. 

Die Abbildungsgleichungen einer Strek- 
kung mit dem Zentrum Z=(xz, )z) 
und dem Streckfaktor k gewinnt man 
aus den Beziehungen x’ —xz=k(x —xz) 
und yV —-yz=k(y-yz). Eine Drehstrek- 
kung ist die Verkettung einer Drehung 
mit einer Streckung, wobei Drehpunkt 
und Streckzentrum übereinstimmen 
(Abb. 14). 
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Abb. 15: Spiegelstreckung 


geometrische Abbildungen 


Eine Spiegelstreckung oder Streckspie- 
gelung entsteht durch Verketten einer 
Spiegelung mit einer Streckung, wobei 
das Streckzentrum auf der Spiegelach- 
se liegt (Abb. 15). 

Zwei Figuren, die durch eine Ähnlich- 
keitsabbildung auseinander hervorge- 
hen, heißen ähnlich zueinander. 

Bei einer Ähnlichkeitsabbildung blei- 
ben Winkelgrößen erhalten, ferner 
bleiben Streckenverhältnisse erhalten, 
gilt also AB:CD=r, dann gilt auch 
für die Bildstrecken A’B’: C’D’=r. 

Die Kongruenzabbildungen gelten als 
spezielle Ähnlichkeitsabbildungen (zu- 
sammengesetzt aus einer Kongruenz- 
abbildung und einer zentrischen 
Streckung mit dem Streckfaktor 1). 
Die Ähnlichkeitsabbildungen bilden 
eine TGruppe bezüglich der Verket- 
tung, welche die Gruppe der Kon- 
gruenzabbildungen als Untergruppe 
enthält. 


Affine Abbildungen 

Eine bijektive geradentreue Abbildung 
der Ebene auf sich bezeichnet man als 
affine Abbildung (Affinität). Affıne Ab- 
bildungen lassen sich durch Verketten 
von höchstens drei Achsenaffinitäten 
darstellen, welche folgendermaßen de- 
finiert sind: 

Es seien zwei sich schneidende Gera- 
den a und r gegeben, ferner eine reelle 
Zahl k+0. Die Punkte der Geraden a 
bleiben punktweise fest. Für P&a er- 
hält man den Bildpunkt P’ durch fol- 
gende Bedingungen: 

Die Strecke P’P ist parallel zu r. 

Ist S der Schnittpunkt von a und der 
Geraden durch P und P', dann gilt 








PS=k-PS 
(Abb. 16). 


Für k>0 liegen P und P’ in der glei- 
chen Halbebene, für k<O liegen sie in 
verschiedenen Halbebenen bezüglich 
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a. Diese Abbildung heißt Parallelstrek- 
kung oder Achsenaffinität mit der Affini- 
tätsachse a, der Affinitätsrichtung r und 
dem Affinitätsfaktor k. Für k=1 erhält 
man die identische Abbildung, für 
k=-—1 eine Schrägspiegelung. Ist r 
rechtwinklig zu a, dann erhält man für 
k>Oeine axiale Streckung (Abb. 17); ist 
dabei O<k<1, dann spricht man auch 
von einer axialen Stauchung. Für k<O 
erhält man eine axiale Spiegelstreckung 
bzw. -stauchung. Eine zentrische Strek- 
kung entsteht durch Verketten zweier 
axialer Streckungen mit gleichem Affı- 
nitätsfaktor und zueinander rechtwink- 
ligen Achsen. 





/ 
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Abb. 16: Achsenaffinität 
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Abb. 17: Axiale Streckung 


Verkettet man zwei Achsenaffinitäten 
mit der gleichen Achse und zueinan- 
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der reziproken Affinitätsfaktoren, dann 
erhält man eine Scherung (Abb. 18). 





ri 
Abb. 18: Scherung 


Kongruenzabbildungen und Ähnlich- 
keitsabbildungen sind spezielle affine 
Abbildungen, denn die Geradenspie- 
gelung ist eine spezielle Achsenaffini- 
tät, und eine zentrische Streckung läßt 
sich aus zwei axialen Streckungen zu- 
sammensetzen. Die affinen Abbildun- 
gen bilden eine (nicht-kommutative) 
1Gruppe, welche die Gruppe der Ähn- 
lichkeitsabbildungen als Untergruppe 
enthält. 

Zwei Figuren, die durch eine affıne 
Abbildung auseinander hervorgehen, 
heißen affin zueinander. Alle Dreiecke 
sind zueinander affın. Affine Abbil- 
dungen sind parallelentreu, d.h. zwei 
zueinander parallele Geraden werden 
wieder in parallele Geraden abgebil- 
det. Affıne Abbildungen sind teilver- 
hältnistreu, d.h. teilt der Punkt P die 
Strecke AB im Verhältnis v, dann teilt 
auch der Punkt P’ die Strecke A’B’ im 
Verhältnis v. 

An der 1 Matrix 


dıı dı2 
A=( 
d:, d:2 
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der Abbildungsgleichungen einer affi- 
nen Abbildung kann man ablesen, um 
welchen Abbildungstyp es sich han- 
delt. Diese Matrix muß den tRang? 
haben, damit tatsächlich eine affıne 
Abbildung vorliegt. Es sei AT die 
Transponierte von A. Genau dann 
liegt eine Ähnlichkeitsabbildung vor, 
wenn 


A’A=Kk’E 


(E Einheitsmatrix) mit k#+0. Es han- 
delt sich genau dann um eine Kon- 
gruenzabbildung, wenn k?=1, wenn A 
also eine orthogonale Matrix ist. In 
diesem Fall kann die Determinante 
von A nur die Werte +1 oder —1 
annehmen. Hat sie den Wert +1, 
dann liegt eine Doppelspiegelung vor 
(Drehung oder Verschiebung), hat sie 
den Wert —1, dann liegt eine Spiege- 
lung oder eine Dreifachspiegelung vor. 
Im ersten Fall spricht man von eigent- 
lichen Bewegungen, im zweiten Fall 
von uneigentlichen Bewegungen (Um- 
legungen). 

Die tFixpunkte einer affınen Abbil- 
dung, deren Abbildungsgleichungen 
die vektorielle Form 


X=AX+a 
haben, erhält man aus der Gleichung 
(A-E)X+d=0. 


Die Richtungsvektoren der Fixgera- 
den sind tEigenvektoren der Matrix 
A, genügen also einer Gleichung 


AX=/X mit AeR; 
denn für zwei Ortsvektoren X,, X, von 
Punkten einer Fixgeraden muß 

Alkı -K)=AXı X) mit /ieR 
gelten. 
Beispiel: 


(el 
x= $ 4 x | ö 
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Die tEigenwerte der Abbildungsma- 
trix sind die Lösungen von 





-3-1 —2 
=1?-1—-2=0, 
a: 
also Ah=-1 und A,=2; zugehörige 


Eigenvektoren sind 


4 1 Br 2 
=) m ne) 


Aus X —-X=kü, bzw. 
AX+b=X+kü, 
erhält man 
—4x-2y =k, 
5x+3y+1=-k, 


also durch Addition dieser Gleichun- 
gen 

x+y+1=0. 
Dies ist die Gleichung der zu A, gehö- 
renden Fixgeraden fı (Abb. 19). Ent- 


sprechend ergibt sich die Gleichung 
der zu A, gehörenden Fixgeraden f: 


5x+2y-1=0. 





Abb. 19 
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Der Schnittpunkt F=(1, —2) dieser 
beiden Fixgeraden ist Fixpunkt der af- 
finen Abbildung. In Abbildung 19 ist 
die Konstruktion eines Bildpunktes 
angedeutet. 

Eine Affinität, die wie im vorliegenden 
Beispiel genau zwei sich schneidende 
Fixgeraden besitzt, nennt man eine 
Eulersche Affinität (nach L. Euler, 
1707-1783). 

Eine Verallgemeinerung der affinen 
Abbildungen sind die ?tprojektiven 
Abbildungen. 

Affine Abbildungen im Raum sind 
ähnlich wie in der Ebene definiert, ih- 
re Vielfalt ist aber größer. Man muß 
z.B. Spiegelungen an Punkten, an Ge- 
raden und an Ebenen unterscheiden. 
Ist der Raum mit einem Koordinaten- 
system versehen, dann ist eine affine 
Abbildung durch Gleichungen der 
Form 


xX=411%X+412y+a132+Q,, 

y=431X+432J+4232+Q,, 

z=43 Xt+432Y+A33 2+43 
gegeben, wobei die Matrix 

Aıı Aı2 dız 
A=|qa3ı 422 A423 
a3, Az, Az3 

den Rang 3 haben muß. Ähnlichkeits- 
abbildungen bzw. Kongruenzabbil- 
dungen sind dann wie in der Ebene 
durch ATA=k?E bzw. ATA=E ge- 
kennzeichnet. Bei den Kongruenzab- 
bildungen unterscheidet man wieder 
die Fälle 

det A=+1 
(eigentliche Bewegungen) und 

det A=-1 
(uneigentliche 
gungen). 
Zuweilen betrachtet man auch geome- 
trische Abbildungen, welche nicht ge- 


Bewegungen, Umile- 
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radentreu sind, z.B. die tInversion am 
Kreis. 

geometrische Folge: Zahlenfolge a,, 
A2, Aa, ... (T Folge) mit 


n—1 


An=a:q 


Die Zahl a heißt das Anfangsglied der 
Folge (a,=a). Je zwei aufeinanderfol- 
gende Glieder haben den Quotienten q: 





Bei drei aufeinanderfolgenden Zahlen 
der Folge ist die mittlere Zahl das 
tgeometrische Mittel der beiden be- 
nachbarten Zahlen, falls alle Folgen- 
glieder nicht-negativ sind: 


An=)V An ı An+1- 


Die Punkte P=(n, a,) liegen auf dem 
Graph der tExponentialfunktion 
xtm>ag“"', falls q>0. Daher spricht 
man auch von geometrischem Wachs- 
tum statt von exponentiellem Wachs- 
tum, wenn eine Größe y von einer 
Größe x exponentiell abhängt (y=ab*). 
Ist <a„)> eine geometrische Folge mit 
positiven Gliedern, dann ist <loga,> 
(tLogarithmus) eine tarithmetische 
Folge. 





Abb. 1:1+3+4+3+...=2 


Die Summe der ersten n Glieder der 
geometrischen Folge ist 


S»=atag+tag?’+... tag"! 


=all+g+g?+...+g""'). 
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Für q=1 ergibt sich s„=a-n. Für q#+1 
ergibt sich 
1-g" 
ze 
wie folgende Rechnung zeigt: 


z=l+g+g?’+..+g"! 





S=d 


9 





gan g+g?’+...+g"'+gq" 
(1-g.=1-g", 
1-g" 
Sn = ö 
1l-q 


Für |q]<1 nähert sich q" mit wachsen- 
dem n der Zahl 0. Die Folge <a,» hat 
daher den t Grenzwert 


falls |g|<1 ist. 
In Abbildung 1 ist die Beziehung 
.@'=2 


i=0 


I+3+4+3+...= 


veranschaulicht. 

Anwendungen der geometrischen Fol- 
ge und ihrer Summenfolge (geometri- 
sche Reihe) findet man in der tZins- 
rechnung und in der TRenten- 
rechnung. 

geometrische Grundkonstruktionen 
(Grundkonstruktion): Mit Zirkel und 
Lineal auszuführende geometrische 
Konstruktionen, die sich wie folgt zu- 
sammensetzen: 


l. Abtragen einer Strecke, 

2. Antragen eines Winkels, 

3. Halbieren einer Strecke, 

4. Errichten eines Lotes auf einer Ge- 
raden in einem Geradenpunkt, 

5. Fällen eines Lotes auf eine Gerade 
durch einen Punkt außerhalb der 
Geraden, 

6. Zeichnen einer Parallelen zu einer 
Geraden durch einen Punkt, 

7. Zeichnen einer Parallelen zu einer 
Geraden in gegebenem Abstand, 

8. Halbieren eines Winkels. 
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Diese Grundkonstruktionen werden 
nun im einzelnen beschrieben. 

1. Abtragen einer Strecke 

Die gegebene Strecke der Länge a soll 
auf der Halbgeraden p vom Punkt P 
aus abgetragen werden (Abb. 1). Dazu 
zeichne man einen Kreis mit dem 
Mittelpunkt P und dem Radius a; 
dieser schneidet p im Punkt ©. Die 
Strecke PO hat die Länge a. 





Abb. 1: Abtragen einer Strecke 


2. Antragen eines Winkels 

Der gegebene Winkel der Größe « soll 
an die Halbgerade p angetragen wer- 
den (Abb. 2). Man zeichnet einen 
Kreis um O mit beliebigem Radius, 
der die Schenkel des gegebenen Win- 
kels in A und B schneidet, ferner ei- 
nen Kreis um P mit gleichem Radius, 
der die Halbgerade p in dem Punkt O 
schneidet. Dann zeichnet man einen 
Kreis um O mit dem Radius AB; die- 
ser schneidet den Kreis um P in ei- 
nem Punkt R. Dann hat der Winkel 
XRPO die Größe «. Zu beachten ist, 
daß man den Winkel auf verschiedene 
Seiten von p antragen kann. 

3. Halbieren einer Strecke 

Es ist der Mittelpunkt M der Strecke 
AB gesucht (Abb. 3). Man zeichnet 
um A und B je einen Kreis mit glei- 
chem Radius; der Radius muß dabei 
so groß gewählt sein, daß diese beiden 
Kreise sich schneiden. Die Schnitt- 
punkte C und D dieser beiden Kreise 
verbinde man durch eine Gerade; die- 
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se schneidet AB im Punkt M. Die Ge- 
rade durch C und D ist die tMittel- 
senkrechte der Strecke AB. 





Abb. 2: Antragen eines Winkels 





Abb. 3: Halbieren einer Strecke 


4. Errichten eines Lotes auf einer Ge- 
raden in einem Geradenpunkt 

Im Punkt P der Geraden g soll das 
Lot errichtet werden, d.h. eine zu g 
rechtwinklige Gerade durch P ge- 
zeichnet werden (Abb. 4). Man zeich- 
net einen Kreis mit beliebigem Radius 
um P welcher g in A und B schneidet. 
Um A und B zeichnet man je einen 
Kreis mit gleichem Radius, wobei die- 
ser größer als AP sein muß. Ist C 
einer der beiden Schnittpunkte dieser 
beiden Kreise, so ist die Gerade durch 
C und P das gesuchte Lot. 
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Abb. 4: Errichten eines Lotes 


5. Fällen eines Lotes auf eine Gerade 
durch einen Punkt außerhalb der Ge- 
raden 

Es soll eine zu g rechtwinklige Gerade 

durch P gezeichnet werden (Abb. 5). 

Man zeichnet einen Kreis um P, wel- 

cher g in den Punkten A und B 

schneidet. Um A und B zeichnet man 

zwei Kreise mit gleichem Radius, die 
sich in € schneiden. Die gesuchte Ge- 

rade ist die Verbindungsgerade von P 

und C. 





Abb. 5: Fällen eines Lotes 


Abb. 6: Zeichnen einer Parallelen durch 
einen Punkt 
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6. Zeichnen einer Parallelen zu einer 
Geraden durch einen Punkt 
Es soll eine Parallele zu g durch P 
gezeichnet werden (Abb. 6). Dazu fälle 
man das Lot von P auf g (vgl. 5.) und 
errichte auf diesem wiederum das Lot 
in P (vgl. 4.) 
7. Zeichnen einer Parallelen zu einer 
Geraden in gegebenem Abstand 
Es soll die Parallele zu g im Abstand 
a in der Halbebene & gezeichnet wer- 
den (Abb. 7). In einem beliebigen 
Punkt P von g errichte man das Lot 
(vgl. 4.), trage auf diesem von P aus in 
der Halbebene % eine Strecke der 
Länge a ab (vgl. 1.) und errichte in 
deren Endpunkt O wiederum das Lot 
(vgl. 4.). 





Abb. 7: Zeichnen einer Parallelen in 
gegebenem Abstand 





Abb. 8: Halbieren eines Winkels 


8. Halbieren eines Winkels 

Gegeben sei ein Winkel der Größe « 
mit dem Scheitel O und den Schen- 
keln p und q (Abb. 8). Man zeichne 
einen Kreis um O mit beliebigen Ra- 
dius; dieser schneidet die Schenkel in 


geometrischer Ort 


P bzw. O0. Um P und © zeichne man 
je einen Kreis mit gleichem Radius; 
der Schnittpunkt dieser beiden Kreise, 
der im Innern des Winkelfeldes liegt, 
heiße R. Die Halbgerade durch O und 
R halbiert den gegebenen Winkel. 
Bemerkung: Die Grundkonstruktionen 
unter 3., 4., 5., 6. und 8. lassen sich 
auch alle mit Hilfe der Symmetrie- 
eigenschaften der Raute erklären und 
ausführen (Abb. 9). 





a 


A B 
Abb. 9: Symmetrieeigenschaften der Raute 


geometrischer Ort: Linie in der Ebe- 
ne, welche aus allen Punkten mit einer 
vorgegebenen Eigenschaft besteht. Ein 
geometrischer Ort kann also als Lö- 
sungsmenge einer TAussageform auf- 
gefaßt werden, wobei die Grundmenge 
die Menge aller Punkte der Ebene ist. 
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Beispiele: 1) Der geometrische Ort al- 
ler Punkte, die von zwei gegebenen 
Punkten A und B die gleiche Entfer- 
nung haben, ist die Mittelsenkrechte 
der Strecke AB. 

2) Der geometrische Ort aller Punkte, 
die von zwei parallelen Geraden g 
und h den gleichen Abstand haben, ist 
die Mittelparallele zu g und h. 

3) Der geometrische Ort aller Punkte, 
die von den Schenkeln eines Winkels 
den gleichen Abstand haben, ist die 
Winkelhalbierende des Winkels. 

4) Der geometrische Ort aller Punkte, 
die von einem gegebenen Punkt M die 
gleiche Entfernung r haben, ist der 
Kreis (Kreislinie) um M mit dem Ra- 
dius r. 

5) Der geometrische Ort aller Punkte, 
deren Abstandssummen von zwei ge- 
gebenen Punkten F, und F, den glei- 
chen Wert 2a haben, ist die t Ellipse 
mit den Brennpunkten F, und F, und 
der großen Halbachse mit der Länge a. 
6) Der geometrische Ort aller Punkte, 
die von zwei gegebenen Punkten F, 
und F, die konstante Abstandsdiffe- 
renz 2a haben, ist die tHyperbel mit 





Abb. 1: Cassinische Linien 
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den Brennpunkten F, und F, und der 
Halbachse mit der Länge a. 

7) Der geometrische Ort aller Punkte, 
die von einem gegebenen Punkt F 
und einer gegebenen Geraden ! den 
gleichen Abstand haben, ist die 
t Parabel mit dem Brennpunkt F und 
der Leitlinie 1. 

8) Der geometrische Ort aller Punkte, 
für die das Produkt der Abstände von 
zwei gegebenen Punkten F, und F, 
einen konstanten Wert A? hat, heißt 
Cassinische Linie (nach G.D. Cassini, 
1625-1712). 

Ist ein ?TKoordinatensystem in der 
Ebene gegeben, dann beschreibt man 
geometrische Örter durch Gleichun- 
gen. Im Fall der Cassinischen Linie 
(Beispiel 8) mit F\,=(-a,0) und F 
=(a,0) lautet die Gleichung in karte- 
sischen Koordinaten 


y*+2y?:(x?+a?)+(x?-a?)?=4*, 
in t Polarkoordinaten 

r*—-2r?a? cos2p+(a*-*)=0. 
Für A>a ergibt sich eine zusammen- 
hängende Kurve, für A<a zerfällt die 
Kurve in zwei Teile (Abb. I). Für 
)=a ergibt sich eine Lemniskate. 


Ihre Gleichung in kartesischen Koordi- 
naten ist 


(x + y?)? — Darlx? _ y2) —=(, 
in Polarkoordinaten 
r?=2a? 00529. 


geometrisches Mittel: Gegeben seien 
die Zahlen a,b>0. Die Zahl 


Va-b 


bezeichnet man als geometrisches Mit- 
tel der beiden Zahlen a,b. Das geo- 
metrische Mittel von n Zahlen a,, 
9, 0 ist 


/dıda...Ay. 


geometrische Verteilung 


Das geometrische Mittel ist nie größer 
als das Tarithmetische Mittel: 


a, +42 +...+q, 
/aıdz...Ad„S R 


n 





Beispiel: Waren in drei aufeinander- 
folgenden Jahren die Zinssätze 6%, 
9% und 12%, die Zinsfaktoren also 
1,06; 1,09 und 1,12, dann ist der mitt- 
lere Zinsfaktor 





1,06: 1,09.1,12 = 1,089724....; 


der mittlere Zinssatz also etwas klei- 
ner als 9%. 

Neben dem arithmetischen und geo- 
metrischen Mittel spielen in der Ma- 
thematik und ihren Anwendungen 
noch weitere 1 Mittelwerte eine Rolle. 
geometrische Verteilung (Pascal-Ver- 
teilung; nach B. Pascal, 1623-1662): 
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer 
Zufallsgröße X mit den Werten 1,2, 
3,.... mit der Eigenschaft 


P(X=)=p(1- pn)" 


mit O<p<l1. 

Beispiel: Man würfle so oft, bis die 
erste Sechs erscheint. Für die Zufalls- 
größe X:= Anzahl der Würfe, bis die 
erste Sechs erscheint gilt (vgl. Abb. 1) 


P(X=i)=4-$)"". 





1234567891011 
Abb I: Geometrische Verteilung 


Der Erwartungswert der 
schen Verteilung ist 


geometri- 


geometrische Wahrscheinlichkeit 


o ı 1 
E(X)= % i-p-(1-p)""=p- =. 
% p? p 

Dabei wurde die Formel 


ua . 1 
Kt —_ 
Me: 


für |x|<1 benutzt, welche man durch 
Differenzieren (tAbleitungsfunktion) 
aus der Formel 

; 1 
x= 


Ds 





i 


für die geometrische ? Reihe erhält. 
Für das obige Würfelbeispiel erhält 
man E(X)=6. Dies war auch nicht 
anders zu erwarten, denn man rechnet 
im Schnitt bei je 6 Würfen mit einer 
Sechs. 

Die Varianz der geometrischen Vertei- 
lung ist 


= 1\2 
vo9=% (i--) 4-0" 

i=1 pP 

n .2 i-1 j 
=), i’-p-(l-p) er 

i=1 p 
_2-p i 1-p 

a Se 


Für das obige Würfelbeispiel erhält 
man V(X)=30. 

geometrische Wahrscheinlichkeit. Ist 
die Menge Q& der möglichen Ausfälle 
eines tZufallsversuchs durch eine 
Strecke oder eine Fläche darstellbar 
(dann ist @ notwendigerweise überab- 
zählbar), so kann man versuchen, die 
Wahrscheinlichkeit von ?Ereignissen 
durch Längen- bzw. Flächeninhaltsan- 
teile auszudrücken. Dies kann sehr 
schnell zu Paradoxien führen (1 Bert- 
randsches Paradoxon), da hier meistens 
der Begriff der Gleichwahrscheinlich- 
keit in unerlaubter Weise benutzt 
wird. 

Beispiel: Man schieße „auf gut Glück“ 
auf die Schießscheibe in Abbildung 1. 
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Ist die Wahrscheinlichkeit für einen 
Treffer 





a 

u | 
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TREFFER 
Abb. 1: Geometrische Wahrscheinlichkeit 


Gerade. Die Geraden gehören zu den 
Grundgebilden der ebenen und räum- 
lichen Geometrie, deren Eigenschaften 
durch die TAxiome der Geometrie 
festgelegt werden. Insbesondere gilt: 
Eine Gerade ist durch zwei ihrer 
Punkte eindeutig bestimmt. Liegen 
drei Punkte auf einer Geraden, dann 
kann man von genau einem der drei 
Punkte sagen, daß er zwischen den 
beiden anderen liegt. Eine Gerade 
wird durch einen Punkt in zwei Halb- 
geraden (Strahlen) zerlegt. Eine Gera- 
de ist nach zwei Richtungen unbe- 
grenzt. Zwei Geraden, die in einer 
Ebene liegen, haben einen Punkt 
(Schnittpunkt) gemeinsam oder sind 
parallel. Eine Gerade in einer Ebene 
zerlegt diese in zwei Halbebenen. Eine 
Gerade, die mit einer Ebene zwei 
Punkte gemeinsam hat, liegt ganz in 
der Ebene. 
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Geraden in der Ebene oder im Raum 
kann man durch Gleichungen be- 
schreiben, wenn ein Koordinatensy- 
stem gegeben ist. 
Geraden in der Ebene 
In der Ebene sei ein kartesisches Ko- 
ordinatensystem gegeben. Die Normal- 
form der Geradengleichung für eine 
Gerade g lautet 

g: ax+by=c, 
wobei mindestens eine der Zahlen a, b 
von O verschieden sein muß. Die Ge- 
rade g besteht also aus allen Punkten, 
die dieser Gleichung genügen. Ist r ei- 
ne von O0 verschiedene reelle Zahl, 
dann beschreibt die Gleichung 


rax+rby=rc 


dieselbe Gerade g. Die Gleichung der 
Geraden durch zwei verschiedene 
Punkte (x,,yı) und (x,, y3) gewinnt 
man, indem man das lineare Glei- 
chungssystem 


axı +byı =c 
aX,+by3=c 
nach den Variablen a, b, c auflöst. 
Ist in obiger Geradengleichung a=0, 


hat sie also die Form by=c mit b+0, 
dann ist die Gerade eine Parallele zur 


x-Achse im Abstand 2 Ist in der Ge- 


radengleichung b=(, hat sie also die 
Form ax=c mit a#+0, dann ist sie 
eine Parallele zur y-Achse im Abstand 


= Ist c=0, dann geht die Gerade 
a 


durch den Nullpunkt des Koordina- 
tensystems. Die Gleichung der x-Ach- 
se ist y=0, die Gleichung der y-Achse 
ist x=0. Schneidet die Gerade die 
Koordinatenachsen in den Punkten 
(u, 0) und (0, v), dann kann ihre Glei- 
chung in der Form 


g:—+-el 
u UV 


Gerade 


geschrieben werden, wenn u+0 und 


v+0 gilt. Dies ist die Achsenab- 
schnittsform der Geradengleichung 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Achsenabschnittsform 


Ist in der Normalform der Geraden- 
gleichung b +0 (ist die Gerade also kei- 
ne Parallele zur y-Achse), dann kann 
man ihre Gleichung umformen zur 
Funktionsform der Geradengleichung 


g:y=mx+n 


mit reellen Zahlen m,n. Die Funk- 
tionsform der Geradengleichung hat 
die Form einer Funktionsgleichung 
(tFunktion). Die Zahl n ist der Ach- 
senabschnitt von g auf der y-Achse, 
die Zahl m ist die Steigung der Gera- 
den. Für zwei verschiedene Punkte 
(x1, yı) und (x>, y2) der Geraden gilt 
(Abb. 2) 


TI 


X1X2 





m; 


die Zahl m ist also der Tangens des 
Steigungswinkels (? Trigonometrie). 
Kennt man einen Punkt (x,, yı) und 
die Steigung m der Geraden g, so ge- 
winnt man ihre Gleichung aus 


y-)ı 
x—Xı 





=m 


(Punkt-Steigungs-Form der Geraden- 
gleichung). Kennt man zwei verschie- 


Gerade 


dene Punkte (x,, yı) und (x, y») der 
Geraden, dann gewinnt man ihre 
Gleichung aus 


y-yı 
x—Xı 


Y2=)ı 


X2Xı 


(Zweipunkteform der Geradengleichung). 


8 
EN 
„eo 





Abb. 2: Steigung einer Geraden 


Zwei Geraden g und h sind zueinander 
rechtwinklig, wenn für ihre Steigungen 
m, und m, die Beziehung 


m, m, = —| 


gilt (Abb. 3). 





Abb. 3: Zueinander rechtwinklige Geraden 


Den Schnittwinkel y zweier Geraden g 
und h mit den Steigungen m, und m, 
berechnet man aus 
mM, . 


tan y= ————; 
l+m,m, 
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dabei ist y der kleinste Winkel, um 
den man die Gerade g im Gegenuhr- 
zeigersinn drehen muß, damit sie mit 
h zur Deckung kommt (Abb. 4). Dies 
folgt aus der Beziehung (1 Trigonome- 
trie) 


tan(ß—o) 


tan ß—tan« 
 1+tanatanß' 





Abb. 4: Schnittwinkel zweier Geraden 


Man kann Geraden auch mit Hilfe 
von tVektoren beschreiben. Ist @ der 
TOrtsvektor eines Geradenpunktes 
und u ein Vektor in Geradenrichtung 
(Richtungsvektor), dann ist 


(AeR) 


die Parameterform (t Parameterdarstel- 
lung) der Geradengleichung (Abb. 5); 
durchläuft der Parameter alle reellen 
Zahlen, dann durchläuft X alle Orts- 
vektoren von Geradenpunkten. Die 
Gleichung 


g:X=d+AU 


g:X=b+ul (neR) 

stellt genau dann die gleiche Gerade, 

dar, wenn die Vektoren u, U und a-b 

paarweise linear abhängig sind. Man 

gewinnt aus 
g:X=d+Aü (AeR) 

eine Normalform der Geradenglei- 

chung, wenn man aus dem Glei- 

chungssystem 


x=a, +Au, 
y=4,+Auz 
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den Parameter A eliminiert; dabei ist 


d= () und ü= u 
45) U 


Sind (x,,yı) und (x2, y2) zwei ver- 
schiedene Geradenpunkte, dann erhält 
man eine Parametergleichung mit 


6 (“) er As 
d= und uü= 
yı Yı=)a 


(Abb. 5). 






(x2, ya) 
® 


u 
(X1, Yı) 
®, 


Abb. 5: Parameterform 


Die Gerade g durch die Punkte A und 
B mit den Ortsvektoren @ und b läßt 
sich auch durch die Gleichung 


g:X=ad+ßb mit a+ß=1 


beschreiben; die Parameter «, ß durch- 
laufen dabei jeweils die Menge der 
reellen Zahlen, wobei aber stets «+ß 
=] gelten muß. Schränkt man die 
Parameterwerte auf das Intervall 
[0,1] ein, dann erhält man alle 
Punkte der Strecke AB. 

Der Punkt mit dem Ortsvektor X liegt 
genau dann auf der Geraden durch 
die Punkte mit den Ortsvektoren X, 
und X,, wenn die Vektoren X—X, und 
X3—Xı linear abhängig sind, wenn al- 
so 








x y Ü 
x—Xx —y 
ı y-yı =|x, yı 1|=0 
X%27Xı Yar)ı xy | 
2 2 


8 DRM 


Gerade 


(t Determinante). Dies ist die Deter- 
minantenform der Geradengleichung. 
Eine Gerade ist durch einen Punkt A 
(mit dem Ortsvektor ad) und einen 
Normalenvektor n (rechtwinklig zur 
Geraden) eindeutig festgelegt. Mit Hil- 
fe des tSkalarproduktes kann man ih- 
re Gleichung in der Form 


n-(X&-a)=0 
schreiben (Abb. 6). Dies nennt man 


die Normalenform der Geradenglei- 
chung. 





Abb. 6: Normalenform 


Ist die Geradengleichung in Normal- 
form 


g: ax+by=c 


gegeben, dann erhält man eine Nor- 
malenform in der Gestalt 


a x Xo 
(60) 
wobei (xo, yo) ein Punkt der Geraden 
ist. Umgekehrt ergibt sich aus der 
Normalenform durch Ausrechnen des 
Skalarprodukts sofort die Normal- 
form. Hat der Normalenvektor n den 
Betrag 1 und zeigt vom Koordinaten- 
ursprung zur Geraden hin, dann 
spricht man von der Hesseschen Nor- 
malenform der Geradengleichung (nach 
O.L. Hesse, 1811-1874). In diesem 
Fall gibt für einen beliebigen Punkt P 


Gerade 


der Ebene (mit dem Ortsvektor p) die 
Zahl n-(p-a) den gerichteten Ab- 
stand des Punktes P von der Geraden 
an (Abb. 7). 





n.(P-a)=n- AP=n-(AP +P'P) 
=n.PP=ki?=k. 


Abb. 7: Hessesche Normalenform 


Zu dem Normalenvektor mit den 
Komponenten a,b erhält man einen 
Einheitsvektor, indem man seine 
Komponenten durch Y a? +5? dividiert. 
Daher bezeichnet man auch die spe- 
zielle Normalform 


ax 4 by FRE. 
8: = 
Va’+b? Ya?’+b? Va?’+b? 
als Hessesche Normalform der Gera- 
dengleichung. Das Vorzeichen auf der 
rechten Seite der Gleichung ist dabei 
so zu wählen, daß dieser Ausdruck 
nicht negativ ist. ” 
Den Normaleneinheitsvektor = ( ) 
N, 





der Geraden g kann man auch mit 
Hilfe seiner Winkel mit den Koordi- 
natenachsen beschreiben (Abb. 8). Da- 
her schreibt man die Hessesche Nor- 
malform auch in der Gestalt 


xcosa+ycosß=d, 


wobei d der Abstand des Ursprungs 
von der Geraden ist. 

Anwendung: Es sollen die beiden Win- 
kelhalbierenden zu den Geraden g 
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und h bestimmt werden. Dazu schrei- 
be man die Gleichungen von g und h 
in der Hesseschen Normalform: 
a?’+b?=1, 
d@+e=1. 


g:ax+by=c mit 
h:dx+ey=f mit 





Abb. 8: Hessesche Normalform 


Dann erhält man die Gleichungen der 
Winkelhalbierenden w, und w, aus 


ax+by-c=+(dx+tey-f), 
also 

wi: (a-d)x+(b-e)y=c-f, 

w2:(a+d)x+(b+e)y=c+f. 


Geraden im Raum 

Für Geraden im Raum gibt es im we- 
sentlichen nur zwei Darstellungsfor- 
men: 

Die Schnittmenge zweier T Ebenen, die 
nicht parallel sind, ist eine Gerade. 
Also wird durch das Gleichungssy- 
stem 


a,x+b,y+cız=d, 


8: on 


eine Gerade g dargestellt, falls die 
Normalenvektoren 


aı ad; 
b, und b, 
Ci C2 
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linear unabhängig sind. Die Parame- 
tergleichung der Geraden im Raum 
lautet wie in der Ebene 


g:X=a+/AU (JeR), 
wobei @ ein Stützvektor (Ortsvektor 
eines Geradenpunktes) und u ein 


Richtungsvektor ist. 
Ist eine weitere Gerade 


(ueR) 


gegeben, so sind folgende Fälle bezüg- 
lich der gegenseitigen Lage von g und 
h zu unterscheiden: 

1) g=h; dies ist genau dann der Fall, 
wenn die Vektoren ü, d, -b paar- 
weise linear abhängig sind. 

2) g parallel zu h, aber g+h; dies ist 
genau dann der Fall, wenn ü, ? linear 
abhängig sind, aber u, ä-b linear un- 
abhängig sind. 

3) g schneidet h; dies ist genau dann 
der Fall, wenn ü, 7, d—b linear abhän- 
gig, aber nicht paarweise linear ab- 
hängig sind. 

4) g ist windschief zu h, d.h. die bei- 
den Geraden haben keinen Punkt ge- 
meinsam und sind auch nicht parallel; 
dies ist genau dann der Fall, wenn ü, 
U, db linear unabhängig sind. 


h:X=b+ ud 


k 


Abb. 9: g schneidet h, g parallel zu k, h 
windschief zu k 


Zwei verschiedene Geraden spannen 
eine Ebene auf, wenn sie parallel sind 
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Gesetz der großen Zahlen 


oder wenn sie sich schneiden, aber 
nicht, wenn sie windschief zueinander 
sind (Abb. 9). 

Gesetz der großen Zahlen (Gesetz 
der großen Zahl). Das schwache oder 
Bernoullische Gesetz der großen Zah- 
len (nach Jakob Bernoulli, 1654-1705) 
besagt: Die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß bei n unabhängigen Wieder- 
holungen eines tZufallsversuchs die 
relative Häufigkeit h,„=h,(w) eines 
Ausfalls um mehr als eine vorge- 
gebene Zahl e>O von seiner Wahr- 
scheinlichkeit p=P(w) abweicht, strebt 
mit wachsendem n gegen 0. Genauer 
gilt 


p(ll-p) 
ne? (1) 





P(\h„-pl2e)s 


wobei die Ungleichung |h„-pl2e ein 
Ereignis in der Bernoulli-Kette be- 
schreibt, die aus der n-maligen 
Wiederholung des Grundversuchs be- 
steht. Die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß h, um mehr als eine vorgegebene 
Schranke von p abweicht, kann also 
durch Wahl einer hinreichend großen 
Versuchszahl beliebig klein gemacht 
werden. Aus (l) kann man folgern, 
daß 


lim P(|h„-pl2e)=0 (2) 
gilt. Dies besagt aber nicht, daß für 
jede Zufallsversuchsreihe lim h,„=p 
gilt: Die Folge (h,> konvergiert zwar 
für „fast alle“ Zufallsversuchsreihen, 
die Existenz von Zufallsversuchs- 
reihen, für welche die Folge <h,>.nicht 
konvergiert, ist aber keinesfalls ausge- 
schlossen. 

Beispiel: Man würfle 1000mal und be- 
trachtet den Ausfall „Sechs“. Wählt 
man &=0,01, so erhält man aus (1) 


P(\hıo00o-8| >0,01)<38, 


also wegen 38>1 eine unbrauchbare 


Gesetz der großen Zahlen 


Abschätzung. Würfelt man 1000000- 
mal, so erhält man 


P(\hı000000 $| >0,01)<S 3800 70,14 Yos 


Die Wahrscheinlichkeit, daß sich bei 
1000000maligen Würfeln die relative 
Häufigkeit der „Sechs“ von $ um 
mehr als 150 unterscheidet, ist also ge- 
ringer als 0,14 %. 
Das Beispiel zeigt, daß (1) keine sehr 
gute Abschätzung liefert; mit Hilfe 
der tBinomialverteilung erhält man 
schärfere Abschätzungen. 
Das Gesetz der großen Zahlen in der 
Form (1) ist eine Folgerung aus der 
t Tschebyscheffschen Ungleichung. Es 
belegt die Erfahrungstatsache (empiri- 
sches Gesetz der großen Zahlen), daß 
bei einer Zufallsversuchsreihe der 
Länge n sich die relativen Häufigkei- 
ten mit wachsendem n stabilisieren 
(Stabilisierung der relativen Häufigkei- 
ten). 
Das starke oder Borelsche Gesetz der 
großen Zahlen (nach E. Borel, 1871 bis 
1956) besagt mehr, nämlich daß 

lim h„=p 
„mit Wahrscheinlichkeit 1“ für jede 
Zufallsversuchsreihe gilt (man spricht 
von Konvergenz in Wahrscheinlichkeit), 
oder formal geschrieben 

Pilimh,=p)=i. (3) 
In der Menge aller (unendlich lang ge- 
dachten) Zufallsversuchsreihen hat al- 
so das durch lim h„=p beschriebene 


Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1; 
dies besagt aber nicht, daß diese 
Grenzwertbeziehung für jede Zufalls- 
versuchsreihe gelten muß, sondern nur 
für „fast alle“ Zufallsversuchsreihen. 
Die Beziehung (1) kann man auch in 
der Form 

Pin -pl<g2ı-2LZ2 
ne 





(4) 
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schreiben. Setzt man 








I 
Be? nn 
ne 
also 
_j/pl=p) 
(1-p)n’ 


so erhält man aus (4) 


p(l—p) 
Plm-p</E—,.)26 6 


Für festes ß und n ist damit jedem p 
ein Intervall /, zugeordnet, in dem mit 
einer Wahrscheinlichkeit von minde- 
stens ß der Wert der relativen Häufig- 
keit h liegt, wenn man n Versuche 
macht (tSchätzen von Wahrschein- 
lichkeiten). Die Punktmenge 


{(p,h)|hel,,0<sp<sl} 


stellt eine Ellipse dar; in Abbildung I 
ist sie für den Fall ß=0,95 und 
n= 125 gezeichnet. 








Abb. I 


max p(l—-p)=4 erhält man 
O<spsi 
aus (1) die etwas gröbere Abschätzung 


Wegen 





P(h„-pl2e)< (6) 


Ane? 
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Setzt man =1%, so liefert dieser 
4ne? 

Zusammenhang zwischen e und n den 
99 %,-Trichter (Abb. 2). Dieser gibt un- 
abhängig von p an, mit welcher Wahr- 
scheinlichkeit zu gegebenem n die re- 
lative Häufigkeit im Intervall [p-e, 
p+e] liegt. 


BESEIEIEZE 









102,’ 10° 10° 10° 10° 10 n 
4‘ 


Abb. 2: 99 %-Trichter 


Ein solcher Trichter zeigt die Stabili- 
sierung der relativen Häufigkeiten der 
Ausfälle mit wachsender Länge der 
Zufallsversuchsreihe. 

Gleichheit. Sind A und B mathemati- 
sche Objekte (Zahlen, Punkte, Funk- 
tionen usw.), so bedeutet 


A=B („A gleich B“), 


daß in jeder einschlägigen mathemati- 
schen Aussage A durch B ersetzt wer- 
den darf und umgekehrt, ohne daß 
sich der Wahrheitswert der Aussage 
ändert. Sind die Objekte A und B 
nicht gleich, dann schreibt man 


A+B („A ungleich B“). 


Die Zeichen = bzw. + heißen Gleich- 
heitszeichen bzw. Ungleichheitszeichen. 
Man muß in jedem mathematischen 


Gleichheit 


Bereich festlegen, wann Objekte A,B 
als gleich gelten sollen. 

Beispiele: 1) Für Zahlenpaare (a,b), 
(c,d) gilt genau dann (a,b)=(c,d), 
wenn a=c und b=d ist. Z.B. ist (2, 3) 
=(2, 3), aber (2, 3)+(3, 2). 

2) Für zweielementige Mengen {a,b} 
und {c,d} gilt genau dann {a,b} 
={c,d}, wenn a=c und b=d oder 
a=d und b=c. Es gilt also {2, 3} 
={3, 2}, aber {2, 3} #13, 4}. 

3) Bei Brüchen unterscheidet man zu- 
nächst zwischen $ und 2, denn zwei 
Viertel einer Torte sehen anders aus 
als drei Sechstel. Beim Übergang zu 
den ?Bruchzahlen setzt man aber 
4=3, die Brüche $ und 2 stellen also 
die gleiche Bruchzahl dar. 

Ist in einer Menge M eine tÄquiva- 
lenzrelation - gegeben, so bedeutet 
axrb für a,beM dasselbe wie [a] 
=[b], wenn [a],[b] die Äquivalenz- 
klassen mit den Vertretern a und b 
sind. In vielen Fällen des täglichen 
Lebens ist es daher verständlich, daß 
Äquivalenz („derselbe“) und Gleich- 
heit („der gleiche“) verwechselt werden 
können. 

Ist eine tGleichung (z.B. x?+1=0) zu 
lösen, so sucht man diejenigen Werte 
aus einer gegebenen Grundmenge, 
welche bei Einsetzen für die Variable 
Gleichheit liefern. Ist dies für alle 
Werte der Grundmenge der Fall, dann 
liegt eine Identität oder identische 
Gleichung vor, z.B. 


x+1?=x?+2x+1. 


Identische Gleichungen werden auch 
mit dem Zeichen = geschrieben. 
Möchte man eine neue Bezeichnung 
für ein schon bekanntes Objekt ein- 
führen, dann benutzt man das definie- 
rende Gleichheitszeichen :=, z.B. 


1\n 
e:= lim ( +) ; 
n> 00 n 


gleichmäßig 


gleichmächtig: Zwei Mengen A und 
B heißen gleichmächtig (in Zeichen: 
AB), wenn eine bijektive TAbbil- 
dung f:A>B existiert, wenn es also 
eine eineindeutige Zuordnung der Ele- 
mente von A zu den Elementen von B 
gibt. Die Gleichmächtigkeit von Men- 
gen in einem Mengensystem ist eine 
t Äquivalenzrelation, weshalb man 
gleichmächtige Mengen auch äquiva- 
lent nennt. 

Endliche Mengen sind gleichmächtig, 
wenn sie gleich viele Elemente besit- 
zen; statt „gleichmächtig“ sagt man 
bei endlichen Mengen daher auch 
anzahlgleich. Unendliche Mengen kön- 
nen zu einer echten Teilmenge gleich- 
mächtig sein (siehe Beispiel 1)), was 
bei endlichen Mengen nicht möglich 
ist. In einer mengentheoretischen 
Grundlegung der Mathematik trifft 
man daher folgende Definition der 
Endlichkeit einer Menge: Eine Menge 
heißt genau dann endlich, wenn sie zu 
keiner ihrer echten Teilmengen gleich- 
mächtig ist. 

Geht man von einem Mengensystem 
(einer Mengenfamilie) M aus, so kann 
man Äquivalenzklassen von gleich- 
mächtigen Mengen bilden. Dann ist 
die Kardinalzahl oder Mächtigkeit 
card„(A) von AeM bezüglich M als 
die Äquivalenzklasse definiert, welcher 
A angehört. Wegen widerspruchsvoller 
Begriffsbildungen wie z.B. der Russel- 
schen Antinomie (?TMenge) ist es 
schwierig, den Begriff der Kardinal- 
zahl unabhängig von einem gegebenen 
Mengensystem M zu definieren; dies 
gelingt erst mit Hilfe des Begriffs der 
Ordinalzahl (? Menge). 

Die Kardinalzahl einer Menge A be- 
zeichnet man dann mit card A oder 
|A|. Die Kardinalzahlen der endlichen 
Mengen sind die finiten Kardinalzah- 
len, die der unendlichen Mengen sind 
die transfiniten Kardinalzahlen. Die 


230 


Menge der finiten Kardinalzahlen ist 
die Menge der tnatürlichen Zahlen. 
Die kleinste transfinite Kardinalzahl 
ist card N, denn jede unendliche Men- 
ge enthält eine zu N gleichmächtige 
Teilmenge. Ist card A=card N, dann 
heißt A tabzählbar. 

Beispiele: I) Ist G die Menge der ge- 
raden natürlichen Zahlen, dann ist G 
gleichmächtig zu N, also cardG 
=cardN, wie man mit Hilfe der bi- 
jektiven Abbildung f: x>2x von N 
auf G erkennt. 

2) Esgiltcard(N x N)=card N (Abb. |). 





Abb. 1: card(N x N)=card N 


3) Das offene Intervall ]0; I[ aus der 
Menge R der reellen Zahlen ist 
gleichmächtig zu R, also card(]0; If) 
=cardR. Dies erkennt man an der in 
Abb. 2 dargestellten bijektiven Abbil- 
dung von ]0; I[ auf R. 





2x-1 
f: 2x(1-x) 
0 1 
Hm9-0—0- 
Be u 
+ / NS 
Pd v N 
Bi eo o Mi; 
0 1 R 


Abb. 2: card(]0; ID) =cardR 
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In der Mengenlehre beschäftigt man 
sich u.a. mit der Frage, wie man mit 
transfiniten Kardinalzahlen rechnen 
kann (Kardinalzahlarithmetik). 
gleichsinnig. Zwei Figuren heißen 
gleichsinnig kongruent, wenn sie kon- 
gruent sind (Tgeometrische Abbildun- 
gen) und gleichen ? Umlaufsinn haben. 
Ändert sich der Umlaufsinn bei einer 
Kongruenzabbildung, dann sind die 
kongruenten Figuren gegensinnig kon- 
gruent. Die Kongruenzabbildungen, 
bei denen der Umlaufsinn einer Figur 
erhalten bleibt, nennt man auch Bewe- 
gungen oder eigentliche Bewegungen 
(Drehungen und Verschiebungen), die 
anderen heißen uneigentliche Bewegun- 
gen oder Umklappungen (Spiegelungen, 
Dreifachspiegelungen). 

Entsprechend ist bei Ähnlichkeitsab- 
bildungen und affınen Abbildungen 
die Gleich- bzw. Gegensinnigkeit einer 
Figur und ihrer Bildfigur erklärt. 
Gleichungen. Es seien T, und T; 
t Terme mit Variablen, z.B. mit einer 


Variablen: 
Vx+1-3, 


oder mit zwei Variablen: 


x+5 


x?+7, | 
x—1 





2x+3y-5, x+y+1, 


x+ty 





x—-y 
oder mit drei Variablen: 


x’+y-z°, 5x+7y-9z-7, 


xyz—1 
usw. Dann heißt 


T,=T, ode T,-T,=0 


eine Gleichung über der Grundmenge 
G, wenn bei Ersetzen der Variablen 
durch Elemente von G wahre oder fal- 
sche Aussagen entstehen. Diejenigen 
Elemente aus G, für welche wahre 
Aussagen entstehen (?Gleichheit), bil- 


Gleichungen 


den die Lösungsmenge L der Glei- 
chung. Die Grundmenge einer Glei- 
chung ist stets eine Teilmenge der De- 
finitionsmenge der Gleichungsterme. 
Ist L=G, dann handelt es sich um 
eine identische Gleichung (1 Gleich- 
heit). Ist L=® (leere Menge), besitzt 
die Gleichung also keine Lösungen in 
der gegebenen Grundmenge, dann 
heißt sie nichterfüllbar, unerfüllbar 
oder unlösbar in der Grundmenge. Ist 
weder L=G noch L=ß, dann heißt 
die Gleichung teilgültig oder erfüllbar 
oder lösbar. Eine ältere Bezeichnung 
für Gleichungen, die keine identischen 
Gleichungen sind, ist Bestimmungs- 
oder Bedingungsgleichung. 

An folgendem Beispiel erkennt man 
deutlich, daß die Lösungsmenge einer 
Gleichung nur dann angegeben wer- 
den kann, wenn die Grundmenge ge- 
geben ist: 


Gleichung: 2x+1=3 

G=R: L={l}; 

G=R’: L={k,y)Ix=1}; 
es wird eine TGerade be- 
schrieben (Parallele zur 
y-Achse); 

G=R?: L={(x,y,z)|x=1}; es 
wird eine tEbene be- 
schrieben (parallel zur 
yz-Ebene). 


Häufig beschreibt man die Form einer 
Gleichung durch Benutzung von 
Formvariablen (Gleichungskoeffizienten, 
Parameter); diese sind von den Glei- 
chungsvariablen, bezüglich welcher die 
Gleichung gelöst werden soll, zu un- 
terscheiden. Während man Glei- 
chungsvariable meist mit den letzten 
Buchstaben des Alphabets (u, v, w, x, 
y, 2) bezeichnet, verwendet man für 
Formvariable meist die ersten Buch- 
staben des Alphabets (a, b, c, d,...). In 
der Gleichung 


ax+by+cz+d=0 


Gleichungen 


einer TEbene sind a, b, c, d Formva- 
riable, welche man sich durch Zahlen 
ersetzt denken muß, damit die Glei- 
chung einer bestimmten Ebene vor- 
liegt. 

Viele Lösungsverfahren für Gleichun- 
gen T=0 oder T,=T, beruhen auf 
Umformungen der Terme T, T,, T. 
Bei einer tÄquivalenzumformung 
bleibt die Lösungsmenge erhalten, bei 
einer Gewinnumformung (z.B. Quadrie- 
ren) erweitert sich die Lösungsmenge, 
bei einer Verlustumformung (z.B. Wur- 
zelziehen) verkleinert sich die Lö- 
sungsmenge. Bei Gewinnumformun- 
gen ist daher die tProbe zur Bestim- 
mung der Lösungsmenge unerläßlich. 
Zur Vermeidung der Verlustumfor- 
mung beim Wurzelziehen verwendet 
man hier die Disjunktion zweier Glei- 
chungen: T, =T, ist äquivalent zu 


VT,=YVRvVYTn=-yYn. 


In der Gleichungslehre beschäftigt 
man sich auch mit ?Gleichungssyste- 
men, ?TUngleichungen und Systemen 
von Ungleichungen. 

Geometrische Gebilde (Geraden und 
tEbenen, allgemeiner TKurven und 
t Flächen) werden als Lösungsmengen 
von Gleichungen in einem Koordina- 
tensystem beschrieben. Eine Glei- 
chung mit n reellen Variablen (d.h. für 
die Variablen sind treelle Zahlen ein- 
zusetzen) beschreibt in der Regel ein 
Gebilde der tDimension n—1. Eine 
Gleichung mit einer reellen Variablen 
besitzt als Lösungen in der Regel ei- 
nen oder mehrere isolierte Punkte der 
Zahlengeraden. 

Gleichungen mit einer Variablen klas- 
sifiziert man nach der Art der auftre- 
tenden Terme. 





l) In einer talgebraischen Gleichung 
ist der Gleichungsterm ein tPoly- 
nom. 
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2) In einer Bruchgleichung treten Quo- 
tienten von Termen auf; sind diese 
Terme Polynome, so kann man durch 
Multiplikation mit den Nennertermen 
eine algebraische Gleichung gewinnen. 
Ist U das Produkt der Nennerterme, 
so sind die Lösungen von U=0 nicht 
in der Grundmenge der Bruchglei- 
chung enthalten, da für diese Zahlen 
die ursprünglichen Bruchterme nicht 
definiert sind. 


Beispiel: Die Bruchgleichung 
3x-5_ 2x+6 
x+l x+3 





formt man um zu 
(3x—-5)(x+3)=(2x+6)(x+1) 


(Überkreuzmultiplizieren); dies ist eine 
algebraische Gleichung (? quadratische 
Gleichung) mit den Lösungen —3 und 
7. Da —3 nicht zur Definitionsmenge 
des Bruchterms auf der rechten Seite 
der ursprünglichen Gleichung gehört, 
ist 7 die einzige Lösung der Bruch- 
gleichung. 

Bruchgleichungen treten häufig in der 
Gestalt von tVerhältnisgleichungen 
auf. 

c) In einer Wurzelgleichung treten 
Wurzeln von Termen auf. Häufig ist 
es möglich, durch geeignetes Potenzie- 
ren, (z.B. Quadrieren) eine Wurzelglei- 
chung in eine algebraische Gleichung 
umzuformen. Da sich hierbei die Lö- 
sungsmenge vergrößern kann, ist eine 
Probe erforderlich, um aus den Lö- 
sungen der algebraischen Gleichung 
die Lösungen der ursprünglichen 
Wurzelgleichung herauszufinden. 


Beispiel: Gegeben sei die Gleichung 
x-V2x-3=)3. 


Isolieren der Wurzel liefert 


V2x-3=x-3. 
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Quadrieren ergibt 2x—3=(x—3)?, also 
die quadratische Gleichung 


x?-8x+12=0. 


Diese hat die Lösungen 2 und 6. Ein- 
setzen in die Wurzelgleichung zeigt, 
daß zwar 6, nicht aber 2 eine Lösung 
ist. 

Bei Wurzelgleichungen muß man auch 
überprüfen, ob die Lösungen zur Defi- 
nitionsmenge der Wurzelterme gehö- 
ren. 

d) In einer ? Exponentialgleichung tritt 
die Variable im Exponenten einer Po- 
tenz auf, z.B. 3*+x=?%. 

e) In einer tlogarithmischen Glei- 
chung tritt die Variable im Argument 
einer Logarithmusfunktion auf, z.B. 
lgx+3=x?. 

f) In einer Ttrigonometrischen Glei- 
chung tritt die Variable im Argument 
von trigonometrischen Funktionen 
auf, z.B. sinx+cos?2x=x. 
Gleichungen der unter d) e) f) genann- 
ten Art können in den meisten Fällen 
nur mit Hilfe von ? Näherungsverfah- 
ren näherungsweise gelöst werden. 

Die obige Klassifikation von Glei- 
chungen ist natürlich nicht vollstän- 
dig. Es können alle möglichen Misch- 
formen auftreten, beispielsweise 


FREE 
x Sn VL 

lgx 
Gleichungssystem. Sollen die Va- 
riablen x,y,... gleichzeitig mehrere 
tGleichungen erfüllen, dann liegt ein 
Gleichungssystem vor. Die Lösungs- 
menge des Gleichungssystems ist die 
Schnittmenge der Lösungsmengen der 
einzelnen Gleichungen. Sind die Glei- 
chungen alle linear, dann handelt es 
sch um ein tlineares Gleichungs- 
system. 
Das Lösen eines Gleichungssystems 
aus zwei Gleichungen mit zwei Va- 
riablen x, y über der Grundmenge R? 


Gleichungssystem 


(Menge aller Paare treeller Zahlen) 
bedeutet geometrisch die Bestimmung 
der Schnittpunkte zweier Kurven im 
Koordinatensystem. 
Beispiele: 1) Das Gleichungssystem 
—x?’+4x+y=1 
2x—-y=1 
dient zur Bestimmung der Schnitt- 
punkte einer Parabel und einer Gera- 
den (Abb. 1). Durch Addition der bei- 
den Gleichungen eliminiert man die 
Variable y (Additionsverfahren) und 
erhält die quadratische Gleichung 


x”—6x+5=0 mit den Lösungen 1 und 
5. Daraus gewinnt man die Lösungen 
(5,9) des 


(1,1) und 
stems. 


Gleichungssy- 





Abb. I 


2) Das Gleichungssystem 

x —4x+4y=4 

| xy=1 
dient zur Bestimmung der Schnitt- 
punkte einer Parabel und einer Hy- 


1 
perbel (Abb. 2). Setzt man y=- in die 
x 


Glücksspiele 


erste Gleichung ein, dann erhält man 
die tkubische Gleichung 
x? —4x?—4x+4=0 

(Einsetzungsverfahren). An den Gra- 
phen in Abbildung 2 erkennt man, 
daß diese Gleichung drei reelle Lösun- 
gen x1,X2,X3 besitzt. Bestimmt man y; 
aus x;y;=1 (i=1,2,3), dann erhält 
man die drei Lösungen (x,,y;) 
(i=1,2,3) des Gleichungssystems. 


xy=|1 


x?—-4x+4y=4 





Abb. 2 


Durch ein System von zwei Gleichun- 
gen mit drei reellen Variablen x, y,z 
wird in der Regel die Schnittkurve 
zweier TFlächen im Koordinatensy- 
stem bestimmt. 





x? +y?+z2’=1 
Abb. 3 


x+y+z=|1 
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Beispiel: Das System 

\ +y +z =1 

x?+y?+z’=1 
bestimmt einen Kreis auf einer Kugel 
(Abb. 3). 
Glücksspiele. Ein Glücksspiel besteht 
aus einem ?tZufallsversuch, bei dem 
die Ausfälle mit einem Gewinn oder 
Verlust für den Spieler verbunden sind 
(er macht einen Gewinn oder verliert 
seinen Einsatz). Bei manchen Spielen 
wird lediglich eine Ausgangsposition 
durch einen Zufallsversuch festgelegt 
(z.B. Ausgeben der Spielkarten), der 
weitere Spielverlauf kann von den 
Spielern durch verschiedene Strategien 
beeinflußt werden (tSpieltheorie). 
Demnach unterscheidet man strategi- 
sche Glücksspiele und reine Glücks- 
spiele. Bei einem fairen Glücksspiel ist 
der ? Erwartungswert des Gewinns für 
jeden Spieler 0 oder nur leicht darun- 
ter, falls eine „Bank“ mitspielt. Die 
üblichen Lotteriespiele (z.B. Zahlenlot- 
to) sind in diesem Sinne nicht fair. Da 
ein Teil des Einsatzes (in der Regel 
50%) als Steuern abgeschöpft wird, ist 
der Erwartungswert des Gewinns 
stark negativ. 
Bei vielen Glücksspielen ergeben sich 
die Gewinnwahrscheinlichkeiten aus 
den Anzahlen der Möglichkeiten, ge- 
wisse Gewinnkonstellationen zu errei- 
chen. Es treten daher zahlreiche Fra- 
gestellungen aus der 1Kombinatorik 
auf. 


l) Roulette ist ein (reines) Glücksspiel, 
welches auf einem Zufallsversuch mit 
37 gleichwahrscheinlichen Ausfällen 
0,1,2,3,...,36 beruht (Abb. 1). 

Man setzt auf Teilmengen von 
{0,1,2,....36}, also auf tEreignisse. 
Einige übliche Setzungen mit ihren 
französischen Bezeichnungen sowie 
die Gewinnauszahlungen sind in Ta- 
belle I angegeben. Ist die Wahrschein- 
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lichkeit eines Ereignisses = dann ist 

die zugehörige Gewinnauszahlung das 
36 

(2-1) tache des Einsatzes, zusam- 
a 


men mit dem Einsatz also das —-fa- 
a 


che. Bei den üblichen Rouletteereig- 
nissen ist a stets ein Teiler von 36, 
damit keine rechnerischen Komplika- 
tionen auftreten. 


Glücksspiele 


Der Gewinn der Bank wird durch die 
Zahl 0 (zero) gesichert, weil beim Aus- 
fall O alle Einsätze der Gruppe I an 
die Bank fallen und die der Gruppe II 
halbiert werden („en prison“). Setzt 
ein Spieler stets in Gruppe I, so ist der 
Erwartungswert für den Spieler das 
(-35)-fache seines Einsatzes, d.h. der 
Spieler verliert „im Schnitt“ jede 37ste 
Mark. In Gruppe II verliert er nur je- 
de 74ste Mark. 





Tabelle 1 


I  pleine 


{17} 35facher Einsatz 


cheval {32, 33} 17facher Einsatz 
transversale pleine {10, 11,12} i1facher Einsatz 
carre {22, 23, 25, 26} 8facher Einsatz 
transversale 6 (7,8, 9, 10, 11, 12} Sfacher Einsatz 
colonne {2, 5,8, 11, 14,..., 35} 2facher Einsatz 


II rouge: alleroten Zahlen 
noir! alle schwarzen Zahlen 
pair: alle geraden Zahlen 
impair: alle ungeraden Zahlen 
manque: alle Zahlen von 1 bis 18 
passe: alle Zahlen von 19 bis 36 





jeweils 
lfacher Einsatz 


Glücksspiele 


2) Würfelspiele waren schon im Alter- 
tum sehr beliebt. Neben den noch 
heute gebräuchlichen Würfeln benutz- 
te man auch einen gewissen Fußge- 
lenkknöchel von Lämmern (Astraga- 
lus), welcher vier Ausfälle mit den 
Wahrscheinlichkeiten (näherungswei- 
se) j5, 10, 10, 10 zuließ. Besonders er- 
freulich war dabei ein sogenannter Ve- 
nuswurf beim Werfen mit vier Astra- 
gali; bei diesem Wurf mußten alle vier 
Seiten auftreten. Die Wahrscheinlich- 
keit dafür ist 4!-0,4?-0,1?=3,84 %. 
Ein heute in angelsächsischen Län- 
dern sehr verbreitetes Würfelspiel ist 
das Crap-Spiel. Dabei wird mit zwei 
Würfeln geworfen und die Augensum- 
me S gebildet. 

Bei Se{7, 11} hat man gewonnen; bei 
Se{2,3,12} hat man verloren; bei 
Se{4,5,6,8,9,10} wiederhole man den 
Doppelwurf so lange, bis die Augen- 
summe S wieder erscheint (dann hat 
man gewonnen) oder bis die Augen- 
summe 7 erscheint (dann hat man 
verloren). 

Es handelt sich also um eine 1Mar- 
koff-Kette mit zwei absorbierenden 
Zuständen (im folgenden Z, und Z,). 
Es sei 


Zı: Gewinn; 
Z;: 4 oder 10; 
23:5 oder 9; 
Za: 6 oder 8; 
Zs: Verlust. 


Die Anfangsverteilung (Anlaufvektor) 
ist durch 


(8, 3, %, 7 5) 


gegeben. Die Übergangsmatrix ist 


10000 
2004 
0404 
00 
000071 
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Die Gewinnwahrscheinlichkeit beträgt 
390 =0,4929..., liegt also knapp unter 
50%. Die mittlere Spieldauer beträgt 
144=3,375.... 


3) Fußballtoto: Für 11 Spiele soll vor- 
ausgesagt werden, ob sich der Ausfall 
0 (unentschieden), 1 (Heimmannschaft 
gewinnt) oder 2 (Gastmannschaft ge- 
winnt) ergibt. Es gibt 3''1=177147 
verschiedene Möglichkeiten für eine 
solche Tipreihe. 

Eine Systemwette (ein Wettsystem) 
beim Fußballtoto besteht darain, daß 
man bei a Spielen einen festen Tip, 
bei b Spielen 2 Möglichkeiten und bei 
c Spielen alle 3 Möglichkeiten angibt. 
Dabei sind a, b, c Zahlen zwischen O0 
und 9, deren Summe II ergibt. Ein 
System „abc“ besteht aus 1°2°3° I1er- 
Tips. Beispielsweise besteht das Sy- 
stem 326 aus 1?-2?.3°=2916 Tips. 


4) Pferdewetten: Hier gibt es viele Va- 
rianten, sehr verbreitet sind heute 
Pferdetoto und Pferdelotto sowie eine 
Kombination daraus (Rennquintett). 
Beim Pferdetoto muß man auf die drei 
Erstplazierten in der richtigen Reihen- 
folge wetten, wobei die anzukreuzen- 
den Nummern durch das Rennpro- 
gramm gegeben sind (Programmnum- 
mer für Pferdetoto). Es starten stets 
18 Pferde, so daß es hier 18-17-16 
=4896 verschiedene Tipreihen gibt. 
Beim Pferdelotto muß man auf die 
vier Erstplazierten in beliebiger Rei- 
henfolge wetten, wobei die anzukreu- 
zenden Nummern durch eine Auslo- 
sung gegeben sind (Auslosungsnum- 
mer für Pferdelotto). Beim Start von 
18 Pferden gibt es hier (1$)=3060 ver- 
schiedene Tipmöglichkeiten. Beim 
Rennquintett „3+4 aus 18“ sind Pfer- 
detoto und Pferdelotto miteinander 
kombiniert. Ihm liegt ein für die je- 
weilige Veranstaltung festgesetztes Ga- 
lopp- oder Trabrennen zugrunde, an 
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welchem 18 Pferde teilnehmen. Eine 
Systemwette (ein Wettsystem) beim 
Rennquintett besteht aus der Angabe 
von 
a festen Zahlen für das Pferdetoto 
(0<a<3), welche Bankzahlen heißen; 
b Systemzahlen für das Pferdetoto 
(3-asb<sI18-a), mit denen die a 

b! 

(a+b-3)! 

einem 3er-Tip aufgefüllt werden kön- 
nen; 
c Systemzahlen für das 


(4<c<s1B8), aus welchen (.) Tips im 


Bankzahlen auf Arten zu 


Pferdelotto 


Pferdelotto zu bilden sind. 

Das System (a;b;c) besteht aus 
! 

in (;) Tips. Beispielsweise be- 

(a+b-3)! \4 10! 6 

steht das System (1; 10; 6) aus en ( 

= 10-9.15=1350 Tips. 8: 14 


5) Zahlenlotto: Beim Zahlenlotto „6 
aus 49“ muß man aus der Menge 
{1,2,3,...,49} sechs Zahlen auswäh- 
len. Die Chance für einen „Treffer“ 
hängt von der Anzahl der möglichen 
Auswahlen ab. Diese Anzahl ist 
(t Kombinatorik) 
ee 
6)  6-5-4-3.2-1 
= 13983816. 
Bei dem im Jahr 1981 eingeführten 
„Mittwochslotto 7 aus 38“ sind aus 
der Menge {1,2,3,...,38} sieben Zah- 
len auszuwählen. Hier beträgt die An- 
zahl der möglichen Tips 
 EEELE EBENE 
1 71.6-.5-4-3.2-1 
= 12620256. 

Im folgenden wird nur das Spiel „6 
aus 49“ behandelt, beim Spiel „7 aus 
38“ gelten entsprechende Überlegun- 
gen. Hat man alle (*?) möglichen Tips 
abgegeben, dann hat man darunter ge- 








Glücksspiele 


nau einmal „6 Richtige“, außerdem 
aber mehrmals „5 Richtige“, „4 Rich- 
tige“ und „3 Richtige“. Tabelle 2 gibt 
die Anzahlen an. 


Gewinn- | Ausfall Anzahl 


Rang 


GEBR BER Be 
la 


6 Richtige | 

5 Richtige (2)-1=6 
und Zusatzzahl 
5 Richtige 

4 Richtige 

3 Richtige 


(6)-42=252 
()-(9)=13545 
($)-(*2) = 246820 


Tabelle 2 


Die theoretischen Gewinnquoten be- 
rechnen sich folgendermaßen: Tritt je- 
der Tip genau einmal auf, dann be- 
trägt der gesamte Einsatz (*2) DM, 
wenn ein Tip 1 DM kostet. Die Hälfte 
des Einsatzes wird als Gewinn ausge- 
schüttet und zu gleichen Teilen auf die 
Gewinnklasse I, II, III, IV verteilt, der 
Gewinn pro Klasse ist also 


13983816 
—— = 1747977 (DM). 


Der Gewinn in Klasse I wird je zur 
Hälfte den Klassen Ia und Ib zuge- 
ordnet, dann wird in allen Klassen der 
Gewinn durch die in Tabelle 1 ermit- 
telten Zahlen dividiert. Es ergeben 
sich folgende theoretische Quoten: 


Ia 873988,50 DM 
Ib 145664,75 DM 
II 6936,42 DM 
III 129,05 DM 
IV 7,08 DM 


Die tatsächlichen Gewinnquoten wer- 
den ermittelt, indem man die tatsäch- 
lich vorliegende Summe der Einsätze 
halbiert, wie oben auf die Klassen auf- 
teilt und dann durch die Zahl der er- 
mittelten Gewinner in den einzelnen 
Klassen dividiert. Große Abweichun- 
gen von den theoretischen Quoten 
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kommen dadurch zustande, daß man- 
che Tips sehr selten abgegeben werden 
(etwa 1—2-3—-4—-5-6) andere Tips 
aber sehr oft (Geburtstage, Schuhgrö- 
Ben usw.!). 

Systemwetten (Wettsysteme) dienen 
auch beim Zahlenlotto nicht zur Er- 
höhung der Gewinnchancen pro Tip, 
sondern nur zur übersichtlichen Abga- 
be von sehr vielen Tips. Die gängig- 
sten Systemwetten arbeiten mit Bank- 
zahlen und Systemzahlen: Man wählt 
a feste Zahlen als Bankzahlen 
(0<a<s5) und b weitere Zahlen als Sy- 
stemzahlen (7<b<12); die a Bank- 


zahlen werden auf Arten 


durch 6-a der b Systemzahlen zu ei- 
nem 6er-Tip ergänzt. Beispielsweise 
besteht das System 411 (4 Bankzahlen, 
11 Systemzahlen) aus ('})=55 Tips. 
Tabelle 3 enthält die Anzahl der Tips 
in den gängigen Wettsystemen. 


System System 





Anzahl 





Tabelle 3 
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Hat man bei einer Systemwette 
„6 Richtige“, so hat man gleichzeitig 
auch einige Gewinne in den anderen 
Rängen. Beim System 411 hat man ne-. 
ben dem Hauptgewinn noch 2:9=18 
Gewinne in Klasse II und (5)=36 Ge- 
winne in Klasse II. 


Weitere Wettsysteme im Zahlenlotto 
werden mit Hilfe von Blockplänen 
(!Inzidenzstruktur) konstruiert. 

6) Pokern: Jeder Spieler erhält 5 Kar- 
ten aus einem Kartenspiel mit 52 Kar- 
ten (4 Farben zu je 13 Blatt). Dabei 
sind folgende Konstellationen von Be- 
deutung: 


(I) ONE PAIR (z.B. 2 Könige) 


(I) TWO PAIRS (z.B. 2 Neuner 
und 2 Könige) 


THREE OF A KIND 
3 Siebener) 


STRAIGHT (5 fortlaufende 
Werte beliebiger Farbe, wobei 
über das As hinaus weiterge- 
zählt werden darf; z.B. Dame, 
König, As, 2, 3 von beliebigen 
Farben) 

(V) FLUSH (5 Karten gleicher Far- 
be z.B. alle von Kreuz) 


FULL HOUSE (ein Dreier und 
ein Paar; z.B. 3 Siebener und 
2 Könige) 

FOUR OF A KIND 
4 Damen) 

(VII) STRAIGHT FLUSH (5 fort- 
laufende Werte gleicher Farbe, 
z.B. 4, 5, 6, 7,8 von Herz) 


(III) (z.B; 


(IV) 


(vI) (z.B. 


Mit den Mitteln der tKombinatorik 
kann man zeigen, daß die Blätter in 
der angegebenen Reihenfolge seltener 
werden, daß ihre Bewertung im Spiel 
also entsprechend steigen muß. Inner- 
halb jeder der acht Gruppen wird eine 
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Rangfolge durch den Wert oder die 
Farbe der Karten vereinbart. Bei- 
spielsweise ist ein STRAIGHT 
FLUSH am wertvollsten, wenn er mit 
dem As endet, also die Form 10, Bu- 
be, Dame, König, As hat („ROYAL 
FLUSH“); unter diesen wiederum ist 
derjenige in der Farbe Kreuz am 
wertvollsten. Man berechnet nun die 
Anzahl der Möglichkeiten in den ein- 
zelnen Gruppen (I) bis (VIII), um da- 
mit die Reihenfolge zu rechtfertigen. 


(I) Man kann die gesuchte Anzahl auf 
verschiedene Arten bestimmen: 


13 4 413 4 
a) (4)- DM" (2) 
4 Werte von 3 Werten vom 4. Wert 
wählen je 1 Karte 2 Karten 
wählen wählen 
= 1098240 
4 48 
b) 13. 2) (3) 
einen 2 Karten Ergänzung 
Wert wählen durch 
wählen 3 Karten 
— 12.(3)-44— 12-(3)) 
Ergänzung zu Ergänzung 
TWO PAIRS FULL HOUSE 


= 1098240 


Ebenso sind bei (II) bis (VIII) ver- 
schiedene Wege der Rechnung mög- 
lich. 


(ID) CIE (M= 123552 
I) CHEN = 54912 
(IV) 13.(4°—4)= 13260 
(V)  4-(3)-13)=5096 
CIDEDD=3744 
(VI) Cd) =624 
(VII) 13-4=52 


(VI) 


Bei IV (STRAIGHT) und VII 
(STRAIGHT FLUSH) erhält man an- 
dere Zahlen, wenn man nicht über das 
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As hinaus zählen darf: 
(IV) 9-.(4°—-4)=9180 
(VIII) 9-4=36 


Dies ändert aber nichts an der Rei- 
henfolge der Gruppen, so daß der oft 
in Spielerkreisen geführte Streit über 
die „richtige“ Definition und Bewer- 
tung dieser Blätter müßig ist. 

Pokert man mit einem Skatspiel 
(32 Karten) statt mit einem 52-Karten- 
Spiel, so passieren merkwürdige Din- 
ge: FLUSH tritt seltener auf als 
FOUR OF A KIND, kommt also in 
der Bewertung unmittelbar nach 
STRAIGHT FLUSH. Außerdem zeigt 
sich, daß die Wahrscheinlichkeiten für 
die „besseren“ Blätter in den Gruppen 
IV, VI, VII und VIII z.T. erheblich 
größer geworden sind. Beispielsweise 
ist die Wahrscheinlichkeit von 
STRAIGHT von etwa 1% (bei einem 
52-Karten-Spiel) auf etwa 4% (bei ei- 
nem 32-Karten-Spiel) gestiegen, wie 
man durch Division der berechneten 
Anzahlen durch (°2) bzw. (°2) ermit- 
telt. Beim Pokern mit einem 52-Kar- 
ten-Spiel ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß ein willkürlich ausgewähltes 5- 
Karten-Blatt zu einer der Gruppen 
von I bis VIII gehört, exakt 50%. 
Diese Wahrscheinlichkeit steigt bei ei- 
nem 32-Karten-Spiel auf etwa 76%. 
Allein schon die Wahrscheinlichkeit 
für ONE PAIR ist hierbei etwa 53 %, 
so daß man sinnvollerweise diesen 
Ausfall ersetzen sollte durch einen 
Ausfall der Art ES PASST 
NICHTS. 

Wesentlich beim Pokern ist die Mög- 
lichkeit, daß man seine Karten durch 
Austauschen („nachkaufen“) verbes- 
sern kann. 

Beispiel: Es nehmen 6 Spieler teil, es 
werden also zu Anfang 30 Karten aus- 
geteilt, die restlichen 22 Karten blei- 
ben in der „Bank“. Spieler A darf als 


Goldener Schnitt 


erster nachkaufen. Er hat folgendes 
Blatt bekommen: 


Pik 5, Herz 5, Karo 9, Herz Dame, 
Herz As. 


Mit dem Ser-Paar rechnet er sich kei- 
ne hohen Chancen aus, er möchte lie- 
ber einen Herz-FLUSH erreichen. Da- 
her legt er Pik 5 und Karo 9 fort und 
„kauft“ zwei neue Karten. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß dies bei- 
des Herzkarten sind, beträgt 49-% 
(TAN). 
Goldener Schnitt (Sectio aurea). Ein 
Punkt T einer Strecke AB teilt diese 
im Goldenen Schnitt oder stetig, wenn 
die Beziehung 

AB:TB=TB:AT 
besteht. Die Länge der ganzen Strecke 
verhält sich also zur Länge des größe- 
ren Teilabschnitts wie diese zur Länge 
des kleineren Teilabschnitts. In Ab- 
bildung 1 ist die Teilung einer Strecke 
im Goldenen Schnitt mit Hilfe des 
Tangentensatzes (?Kreis) dargestellt. 
Ist AB=a, dann kann man die Länge 
x von TB aus der quadratischen Glei- 
chung x?=a(a—x) berechnen; es er- 

C 


"AR 
eh 


\ 


1 
3a “+ D 
1 x 
1 
4 
o } VEREEREREEENEERESEENe..)\ 
A a-x \ x B 
Hi 
BD:BE= AB? 
x(a+x)=a? 


x’=a?’-ax=ala—x) 
a:x=x:(a—x) 


Abb. 1: Goldener Schnitt 
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Der Goldene Schnitt wird als harmo- 
nisches Maßverhältnis empfunden und 
wurde bei Kunstwerken sowie in der 
Architektur vor allem in der Antike 
und in der italienischen Renaissance 
angewendet. 

Die Diagonalen im regelmäßigen Fünf- 
eck teilen sich gegenseitig im Golde- 
nen Schnitt (Abb. 2). Auf dieser Eigen- 
schaft beruht die in Abbildung 3 dar- 
gestellte Konstruktion eines regelmäßi- 
gen Fünfecks mit Zirkel und Lineal. 


.„D 
Eo\_ ec 
N 
N x 
N 
x 
3 
Ü) 
d-- N 
x Sn 
N 
4® Se B 
d:x=x:(d—-x) 


Abb. 2 





Es ist *0,618. Man erhält gute 


V5-1 
2 


rationale Näherungen für diese Zahl 
mit Hilfe ihrer überraschend einfachen 








Kettenbruchentwicklung (t Ketten- 
bruch): 
w-i i 
20001 
1+ r 
ir — 


I+ ... 
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l. Strecke AC der Länge d zeichnen; 

2. Teilpunkt T des Goldenen Schnitts ge- 
mäß Abbildung | konstruieren; 

3. B liegt auf Mittelsenkrechte zu AC und 
Kreis um T mit Radius AT, 


Abb. 3: Konstruktion eines regelmäßigen 
Fünfecks 





Abb. 4: Die stetige Teilung im Pentagon 





Abb. 5: Zusammenhang zwischen Quadrat, 


Dreieck, Kreis 


Grad 


Die Näherungsbrüche lauten der Rei- 
he nach 


5 8 13 21 . 
8 13» 21» 345» ad | 


die Folge der Zähler (Nenner) ist die 
Folge der t Fibonacci-Zahlen. 

In Abb. 4 und Abb. 5 steht m für minor 
und M für major. Es gilt 


m:M=M:(m+M). 


Grad: 1) Grad dient als Maßeinheit 
für tWinkel (Gradmaß). Die auf die 
Babylonier zurückgehende Gradmes- 
sung der Winkel ordnet dem Vollwin- 
kel 360° („360 Grad“) zu, dem ge- 
streckten Winkel 180°, dem rechten 
Winkel 90° (Abb. 1). 


Abb. 1: Altgrad Abb. 2: Neugrad 


Ein Winkel von 1° ist also der 90. Teil 
eines rechten Winkels. Das Grad wird 
in Minuten und Sekunden unterteilt: 


1°=60 Minuten (60'), 
1’ =60 Sekunden (60”). 


Dieses babylonische Gradmaß  be- 
zeichnet man als Altgrad. Bei der 
Neugradmessung entspricht dem rech- 
ten Winkel 100 Gon (100°=100 Neu- 
grad; Abb. 2). Es ist 


1°= 100° (100 Neuminuten), 
1°= 100° (100 Neusekunden). 


Im Vermessungswesen wird aus- 
schließlich mit Gon gearbeitet. In der 
!Trigonometrie benutzt man zur An- 
gabe von Winkelgrößen meistens das 
!Bogenmaß. 


Graph 
2) Unter dem Grad eines ? Polynoms 
aX"+... +42 xX +0, X+Qo 


versteht man den größten auftreten- 
den Exponenten, also die Zahl n, falls 
der Koeffizient a, nicht O0 ist. Dem 
Nullpolynom wird kein Grad zuge- 
ordnet. Der Grad einer falgebraischen 
Zahl ist die kleinste Zahl n, so daß die 
Zahl Nullstelle eines Polynoms vom 
Grad n ist. Der Grad eines Polynoms 
in mehreren Variablen ist der größte 
Grad, der bei seinen Gliedern auftritt; 
dabei ist der Grad des Polynompglieds 


ax xy X" 


die Zahl n,+n;+...+n,. Der Grad 
einer Talgebraischen Gleichung mit ei- 
ner oder mehrerern Variablen ist der 
Grad ihres Gleichungsterms (Glei- 
chungspolynoms). 

3) Der Grad einer 1 Permutation ist 
die Elementeanzahl der Menge, auf 
welcher die Permutation definiert ist. 
Die Permutationen der Elemente einer 
n-elementigen Menge bilden die (volle) 
Permutationsgruppe vom Grad n. 
Auch ihre Untergruppen heißen Per- 
mutationsgruppen vom Grad n. 
Graph: In der ?Graphentheorie ver- 
steht man unter einem Graphen ein 
Gebilde, das aus Punkten („Ecken“) 
und Linien („Kanten“) besteht, wobei 
die Linien zwei verschiedene Punkte 
oder einen Punkt mit sich selbst 
(Schlinge) verbinden. Graphen dieser 
Art dienen z.B. zur Veranschaulichung 
von tRelationen, insbesondere von 
t Ordnungsrelationen. 

2) Ist f:A>B eine TFunktion einer 
reellen Variablen, dann bezeichnet 
man die Punktmenge 


{X y)IxeA,y=f(x)}, 


dargestellt in einem Koordinaten- 
system, als den Graphen der Funktion 
f (Funktionsgraph, Schaubild). 
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Graphentheorie: Durch eine (nicht- 
leere) Menge von Punkten und eine 
Menge von Linien, von denen jede 
zwei Punkte (oder einen Punkt mit 
sich selbst) verbindet, ist ein Graph de- 
finiert. Sind die Menge der Punkte 
und die Menge der Linien endlich, 
dann spricht man von einem endlichen 
Graphen. Der Graph ist ein topologi- 
scher Begriff, da es auf Längenbe- 
ziehungen und Winkelgrößen nicht 
ankommt. Die Punkte heißen Ecken 
oder Knotenpunkte des Graphen, die 
Linien heißen Kanten des Graphen. 
Verbindet eine Kante einen Punkt mit 
sich selbst, so handelt es sich um eine 
Schlinge oder einen Loop. Schreibt 
man den Kanten eine bestimmte 
Richtung zu (wie z.B. bei Diagram- 
men von ?tRelationen), dann spricht 
man von einem gerichteten Graphen, 
andernfalls von einem ungerichteten 
Graphen oder einfach von einem Gra- 
phen. In Abbildung I ist ein (unge- 
richteter) Graph mit 12 Punkten und 
12 Kanten dargestellt; unter den Kan- 
ten sind 2 Schlingen, unter den Punk- 
ten sind 3 isolierte Punkte. 





Abb. 1: 
Kanten 


Graph mit 12 Punkten und 12 


In der Graphentheorie (zuweilen auch 
kombinatorische Topologie genannt) 
behandelt man die Eigenschaften und 
Anwendungsmöglichkeiten von Gra- 
phen. Beispiele für Graphen sind 
Kantenmodelle von t Polyedern 
(Abb. 2), Verkehrsnetze (1 Netze), che- 
mische Strukturformeln (Abb. 3) usw. 


243 


N 


Abb. 2: Kantenmodell eines Würfels 


Abb. 3: Benzolring 


Sind in einem Graph je zwei Ecken 
durch genau eine Kante verbunden, 
dann heißt dieser Graph ein vollstän- 
diger Graph oder ein Simplex. Ein 
vollständiger Graph mit n Ecken hat 
n(n—1) 
2 
der n Ecken mit n— | anderen Ecken 
verbinden, wobei aber jede Kante 
doppelt gezählt wird. Abbildung 4 
zeigt die vollständigen Graphen mit n 
Ecken für n=1, 2, 3, 4, 5. 


u Ba 
ws 
Abb. 4: Vollständige Graphen mit n Ecken 
(n=1,...,5) 





Kanten, denn man kann jede 


Graphentheorie 


Ein Graph heißt plättbar oder planar, 
wenn er so in einer Ebene gezeichnet 
werden kann, daß sich die Kanten 
nicht kreuzen. Der vollständige Graph 
mit 4 Ecken ist planar (Abb. 5), der 
vollständige Graph mit 5 Punkten ist 
nicht planar (Abb. 6). 


I Fa 


Abb. 5 Abb. 6 

Auch das folgende Problem führt zu 
einem nicht-planaren Graphen (Abb. 7): 
Drei Häuser A, B, C sollen von einem 
Elektrizitäts-, Wasser- und Gaswerk 
aus versorgt werden. Es ist nicht mög- 
lich die Leitungen kreuzungsfrei in 
einer Ebene zu verlegen. 


W 


Abb. 7 


Die Zahl der Kantenenden, die in ei- 
ner Ecke eines Graphen zusammen- 
treffen, heißt die Ordnung dieser Ecke. 
In dem Graph in Abbildung 2 hat je- 
de Ecke die Ordnung3. In dem 
Graph in Abbildung 3 gibt es 6 Ecken 
der Ordnung 1 und 6 Ecken der Ord- 
nung 4. In einem vollständigen Gra- 
phen mit n Ecken haben alle Ecken 
die Ordnung n-—1. Ist s die Summe 
aller Ordnungen der Ecken und k die 
Anzahl der Kanten, dann gilt s=2k. 
Daraus folgt: In einem Graphen ist 
die Anzahl ungerader Ecken stets ge- 


graphische Differentiation 


rade. Dabei heißt eine Ecke gerade 
bzw. ungerade, wenn ihre Ordnung 
gerade bzw. ungerade ist. 

Ist ein Graph zusammenhängend, d.h. 
ist jede Ecke von jeder anderen aus 
durch einen Kantenzug (Folge von 
Kanten) verbunden, und ist der Graph 
außerdem planar, dann bezeichnet 
man ihn häufig als ? Netz. Der Begriff 
„Netz“ wird aber auch häufig allge- 
meiner für einen zusammenhängenden 
beliebigen Graphen verwendet. 
graphische Differentiation: Verfahren 
zur Bestimmung der ?Ableitungsfunk- 
tion einer Funktion f, von welcher le- 
diglich der Graph bekannt ist, oder 
deren Funktionsterm trotz einfachem 
Graphen sehr kompliziert ist: Man 
kennzeichnet Punkte 


P=(x1, yı) .... R=(Xn Yn) 


auf dem Graphen, verbindet die Mit- 
telpunkte M,;_, und M; der Strecken 
P_,P und PP,, und setzt 


f'(x))= Steigung von M;M;; ı 
(Abb. 1). Dabei macht man keinen all- 
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zu großen Fehler, wenn die Punkte A, 
P,..., BP, nahe genug beieinander lie- 
gen und der Graph hinreichend 
„glatt“ ist. Die Steigung überträgt 
man durch Parallelverschiebung auf 
eine Gerade durch (-1,0), deren 


Ordinatenabschnitt also f’(x;) beträgt. 
Diesen überträgt man an die Stelle x; 
und erhält damit einen Punkt der Ab- 
leitungsfunktion. 

In Abbildung 2 ist dieses Verfahren 
an einem Beispiel durchgeführt. 





Abb. 1: Prinzip der graphischen Differen- 
tiation 


P, P3 





Abb. 2: Graphische Differentiation 
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graphisches Lösen von Gleichungen 





Abb. 3: Graphische Integration 


Die Umkehrung der einzelnen Kon- 
struktionsschritte liefert ein Verfahren 
zur graphischen Integration (Abb. 3). 
graphisches Lösen von Gleichungen: 
Vor Verbreitung der t Taschenrechner 
und größerer elektronischer Rechner 
war das graphische Lösen von Glei- 
chungen in der Ingenieurpraxis von 
größerer Bedeutung. Mit Hilfe von 
Schablonen oder vorgezeichneten Kur- 
ven löst man geeignete Klassen von 
Gleichungen nach folgendem Verfah- 
ren: Man bringt die vorgelegte Glei- 
chung in die Form 


KRX)=T,,»,...(%), 


wobei die Funktion mit der Gleichung 
y=Tu(x) als Schablone oder auf geeig- 
netem Koordinatenpapier gegeben ist 
und die von den Parametern abhän- 
gige Funktion mit der Gleichung 
y=T,.»....(x) leicht zu zeichnen ist. 
Beispiele: 1) Die Tquadratische Glei- 
chung x’+ax+b=0 löst man mit 
Hilfe einer Schablone für die Normal- 
parabel (y=x?) durch Zeichnen der 
Geraden mit der Gleichung y= ax 
—b (Abb. 1). 


2) Die tkubische Gleichung x’+ax 
+b=0 löst man mit Hilfe einer Scha- 
blone für y=x” (Abb. 2). 

Lassen sich Gleichungen nicht formel- 
mäßig auflösen, so verwendet man in 
der Regel ein tNäherungsverfahren 
zum Lösen von Gleichungen. 





Xı Oo 1 x x 


Abb. 1: Graphisches Lösen von 
x’+ax+b=0 


Grenzwert 





Abb. 2: Graphisches Lösen von 
x’+ax+b=0 


Grenzwert: 1) Als Grenzwert einer 
Zahlenfolge <a,> (Folge) bezeichnet 
man eine Zahl a mit folgender Eigen- 
schaft: Für jedes (noch so kleine) e>0 
gibt es eine (möglicherweise sehr 
große) natürliche Zahl N, mit 


l„-al<e füralle n>N,. 


Die Folge <a,> heißt dann konvergent 
zum Grenzwert a, und man schreibt 
lim a,= a. 

Beispiele für Folgengrenzwerte sind 
auf Seite 182 angegeben. 

2) Den Grenzwertbegriff für eine Funk- 
tion kann man auf den Grenzwert- 
begriff für Folgen zurückführen: Die 
Funktion f sei in einer ? Umgebung 
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U(x,) von x, definiert, eventuell mit 
Ausnahme der Stelle x, selbst. Gibt 
es dann eine Zahl c mit 

lim f(x,)=c 
für jede Folge (x,„>, die gegen x, kon- 
vergiert und deren Glieder in 
U(xo)\{Xo} liegen, dann heißt c der 
Grenzwert von f an der Stelle x, und 
man schreibt 

lim f(x)=c. 
Man kann den Funktionsgrenzwert 
auch ohne Benutzung des Folgen- 
grenzwerts definieren: Gibt es zu je- 
dem &e>0O ein ö6,>0 derart, daß die 
Ungleichung 


If) -el<e 
für alle xeU(xo)\ {xo} mit 
|x—-xol<ö, 


erfüllt ist, dann heißt c der Grenzwert 
von f an der Stelle xo. 
Anschaulich gesprochen bedeutet 
lim f(x)=c, 
daß der Funktionswert f(x) beliebig 
nahe bei c liegt, falls x hinreichend 
nahe bei x, gewählt wird. 
Ist f an der Stelle x, definiert und ist 
lim f)=f(xo), 
dann ist f stetig an der Stelle xo 
(1 Stetigkeit). 
Läßt man bei dem Grenzübergang 
x>Xo nur Werte x>x, oder nur 
Werte x<x, zu, dann erhält man tein- 
seitige Grenzwerte. 
Ist f auf einer Halbgeraden [a, ©o[ de- 
finiert, so kann man auch Grenzwerte 
für den Grenzübergang x be- 
trachten: 
lim f(x)=c 


x>00 
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bedeutet, daß für jedes e>0 ein K,>0 
derart existiert, daß 
If&)-cl<e 
für alle xe[a, o[ mit x>K,. 
Analog ist lim f(x)=c definiert. 


Beispiel 1: Die auf R\{0} definierte 
Funktion 
sin x 


Sf: sm — 
x 


besitzt an der Stelle 0 den Grenzwert 
1: Durch Vergleich der Flächeninhalte 





in Abbildung 1 erhält man für 
0<x<3 

sinx-cosx x tanx 

—————<-< 
2 2 2 
und daraus 
1 s 
——<——<cosx 
cosx 


Dies gilt ebenso für —3<x<0. Aus 
lim cosx=cos0=1 ergibt sich die Be- 


xo0 


hauptung. 


Grenzwert 


Beispiel 2: Aus der tl’Hospitalschen 
Regel ergibt sich 


für jedes q>1. Also ist für diese q 
x<gq” füralle x>K, 


falls K hinreichend groß gewählt wird. 





Abb. 1: lim —- 


x>0 


Daraus folgt für x>K 


1<3 x<3/g’=a. 


Grenzwerte von Funktionen 


0, falls m<n 


m AmX”+..+aXtao Am 
x b„x"+...+bıx+bo b, 


‚fall m=n 


(am; bn #0). 


o, fall m>n 





.sınx 1-cosx 1 

lim —=1; lim en 

x>0 x x>0 x 2 
4 x 

lim(1+x)*=e; lim > 

x-0 0 


lim x-sinx 1 
x>0 x’ RR‘ 
lo 
in 
x 


mn 





=0 (a>0,b>!|1). 


Einseitige Grenzwerte 


lim x" log,x=0 


x>0*r 


(@«>0,b>1) 


i 
lim x" =0. 


x>0*+ 


im =|; 
x>0+r 


Grenzwertsatz von Moivre-Laplace 


Da dies für jedes q>1 gilt, erhält man 


lim /x=1. 


x 00 


Man erhält ferner 


lim x"=1 


x>0*+ 


(Teinseitiger Grenzwert), denn 


lim x*=lim —. 

x>0*+ t> 0 ft 
Beispiele für Grenzwerte von Funktio- 
nen sind auf Seite 247 zusammenge- 
stellt. 
Es gelten die folgenden Grenzwertsätze 
für Funktionen: Besitzen f und g an 
der Stelle x, einen Grenzwert, dann 
besitzen auch die Summe f+g und 
das Produkt f-g einen Grenzwert, und 
es gilt 

lim (fx) +8) 

xoxo 

= lim f(x)+ lim g(x), 


xoXxo xoxo 


lim (f(x) 8) 


X>XOo 


=(lim f())(lim g()). 


Ferner gilt für jede Zahl « 
lim (af(x))=«- lim f(x). 


Xx>Xo X>X0 


Ist lim g(x)+0, dann gilt auch 





MR 
ım =— Bi 
ne) Ins 


Analoge Aussagen gelten für die 
Grenzübergänge x +%. 

3) Für Folgen, deren Glieder keine 
Zahlen sind (z.B. Funktionenfolgen, 
Intervallfolgen) kann man ebenfalls 
den Begriff des Grenzelements definie- 
ren (Grenzfunktion einer T Funktionen- 
folge, Grenzkurve einer Kurvenfolge 
usw.). In Abbildung 2 ist eine Folge 
M,, M;, M;,... von Punktmengen 
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veranschaulicht, welche gegen eine 
Kreislinie konvergiert. Für jedes neN 
ist M„ ein Streckenzug der Länge 4, 
die Grenzkurve hat aber die Länge 
n(=3,14...). Dieses Beispiel zeigt, wel- 
che Problemstellungen bei Folgen von 
Punktmengen und auf ihnen definier- 
ten 1 Maßen auftreten. 


“ 


Abb. 2 





Grenzwertsatz von Moivre-Laplace 
(Moivre-Laplacescher Satz; nach A. 
de Moivre (1667-1754) und P.S.de 
Laplace (1749-1827)): Für die Wahr- 
scheinlichkeit 


n 
k 


(TBinomialverteilung) gilt die Grenz- 
wertbeziehung 
B(n, p; k 


no 1 


B(n, p; k):= ( pl —p)* 


— 2 
e-3* 





oyV2n 
mit 


k—- 
o:=Ynp(l-p) und x:= x 
o 


( Normalverteilung). Dies ist der loka- 
le Grenzwertsatz von Moivre-Laplace. 
Es gilt auch der folgende Integral- 
grenzwertsatz von Moivre-Laplace: 














b Up 
lim Y, B(n, p:k)= fet”dt 
n>o k=a TE Ua 
mit 
a—n b—n 
ee 
c o 


Ein Beweis des lokalen Grenzwertsat- 
zes kann mit Hilfe der ?Stirlingschen 
Formel geführt werden. 
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Der Grenzwertsatz von Moivre-Lapla- 
ce ıst ein Sonderfall des Tzentralen 
Grenzwertsatzes. 

Grenzwertsatz von Poisson (Poisson- 
sche Grenzwertformel; nach S.D. Pois- 
son, 1781-1840). Es sei u>0. Dann 
gilt für die Wahrscheinlichkeit 


DEIElErE 


(TBinomialverteilung) die Grenzwert- 
beziehung 
k 
lim B (n et k) in er 
n k! 


no 


(t Poisson-Verteilung). Der Beweis er- 
gibt sich durch Umformen des Terms 


für B(n,“;k) und Anwenden der 
n 


Grenzwertbeziehung 
l n 
lim ( -2) =, 
no n 


Größe. Meßergebnisse und sonstige 
Zahlenangaben in Physik, Technik 
usw. sind aus Maßzahlen und Maß- 
einheiten zusammengesetzt, z.B. 75 kg 
(Kilogramm), 130 km/h (Kilometer 
pro Stunde) (tMaßsysteme). Solche 
Zahlen hießen früher „benannte Zah- 
len“, heute spricht man von Größen. 
Beim Rechnen mit Größen setzt man 
die Maßeinheiten oft in eckige Klam- 
mern, z.B. 





[=] 


Eine Menge gleichartiger Größen (et- 
wa Längen), die man addieren, mit 
positiven Faktoren vervielfachen und 
dem Betrag nach vergleichen kann, 
bildet einen Größenbereich. 

größter gemeinsamer Teiler: |) Der 
größte gemeinsame Teiler zweier na- 
türlicher Zahlen a,b ist die größte 
Zahl, die sowohl ein Teiler von a als 


größter gemeinsamer Teiler 


auch von b ist (?Teilbarkeitslehre). 
Diese Zahl bezeichnet man mit 
ggT(a, b). Beispielsweise ist ggT(15, 25) 
=5. Jeder gemeinsame Teiler von a 
und 5b ist auch ein Teiler von 
ggT(a, b). Ist T, die Menge aller Teiler 
von neN, dann gilt also 


IR T, — Taarıa, b)* 


Den ggT zweier Zahlen berechnet 
man mit dem feuklidischen Algorith- 
mus oder mit Hilfe der Primfaktorzer- 
legung (T Primzahlen) der beiden Zah- 
len. Ist ggT(a, b)=1, dann heißen die 
Zahlen a und b teilerfremd oder relativ 
prim. 

Man kann auch den ggT von mehr 
als zwei Zahlen erklären: 

ggT(a,, aa, ...,a,) ist die größte Zahl 
in der Menge 


I, NN NT. 
Es ist 


ggl(aı,a;,...., a,) 

=ggT(ggTlaı, aa, ... 
so daß man stets mit der Berechnung 
des ggT von nur zwei Zahlen aus- 
kommt. Es ist z.B. 

ggT (36, 60, 90, 99) 

=ggT(ggT(36, 60, 90), 99) 

=ggT(ggT(ggT (36, 60), 90), 99) 

=ggT(ggT(12, 90), 99) 

=ggT(6, 99)=3. 


„An 1) 4,), 


2) In einem TRing läßt sich unter ge- 
wissen Voraussetzungen (d.h. wenn es 
sich um einen Hauptidealring handelt) 
der größte gemeinsame Teiler zweier 
Ringelemente definieren. Dieser ist bis 
auf einen Faktor, welcher eine Einheit 
im Ring ist, eindeutig bestimmt. Im 
Ring der ?ganzen Zahlen normiert 
man diesen Faktor auf 1, so daß dort 
der ggT eindeutig definiert ist. Bei- 
spielsweise gilt ggT(-15,25)=5. Im 


Grundrechenarten 


Polynomring R[x] (t Polynom) kann 
man zwecks Normierung fordern, daß 
der führende Koeffizient des ggT 1 ist. 
Die Berechnung des ggT zweier Poly- 
nome erfolgt mit Hilfe des teuklidi- 
schen Algorithmus, wobei man die 
t Polynomdivision benötigt. Beispiels- 
weise ist 


ggT(2x’+3x?+x, x+x’+x+1) 
=x+l. 


Grundrechenarten: Bezeichnung für 
die vier Rechenarten (vier Spezies) 


1 Addition („Zusammenzählen‘“), 

1 Subtraktion („Abziehen“), 

? Multiplikation („Malnehmen“), 

1 Division („Teilen“). 

Tabelle 1 enthält eine Zusammenstel- 
lung üblicher Begriffe im Zusammen- 
hang mit den vier Grundrechenarten. 
Die verschiedenen tZahlenarten un- 
terscheiden sich bezüglich der unbe- 
schränkten Ausführbarkeit der Grund- 
rechenarten. In der Menge der Tna- 
türlichen Zahlen kann man nicht 
unbeschränkt subtrahieren und divi- 
dieren; in der Menge der Tganzen 
Zahlen kann man nicht unbeschränkt 
dividieren. In der Menge der Tratio- 
nalen Zahlen und der Menge der Tre- 
ellen Zahlen sind alle Grundrechen- 
arten unbeschränkt ausführbar mit 
Ausnahme der Division durch 0. 
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Gruppe: Bezeichnung für eine Talge- 

braische Struktur (G, x), die folgende 

Eigenschaften hat: 

1. (G,*) ist assoziativ, d.h. für alle 
a,b, ceG gilt 


ax(bxc)=(axb)xc. 


2. In (G, x) existiert ein neutrales Ele- 
ment, d.h. es gibt ein eeG, so daß 
für alle aeG gilt: 


exra=axre=d. 


3. Jedes Element aeG ist invertierbar, 
d.h. zu jedem Element aeG existiert 
ein inverses Element a "eG mit 


1 


axat'=a!'xa=e. 


Ist (G,*) außerdem kommutativ, d.h. 
gilt 
axb=bxa 


für alle a,beG, so spricht man von 
einer kommutativen Gruppe oder einer 
abelschen Gruppe (nach N.H. Abel, 
1802-1829). 

Potenzen von _Gruppenelementen 
schreibt man üblicherweise mit Hoch- 
zahlen, a" bedeutet also axax...xa 
mit n „Faktoren“ a. Potenzen mit 
negativen Hochzahlen sind durch 
a"":=(a!)" (neN) definiert. Es gilt die 
Potenzregel a”"xa"=a"*"" (m,neZ), 
wobei a’=e zu setzen ist. Die Potenz- 
regel (axb)"=a"*b" gilt aber nur, 


Rechenart Rechen- rechnen Ergebnis | Zusammensetzung 
zeichen des Ergebnisses 


Addition + (plus) 
Subtraktion — (minus) 
Multiplikation | - (mal) 


Summand +Summand 
Minuend — Subtrahend 
Faktor - Faktor 
Multiplikand - Multiplikator 
Dividend : Divisor 


Summe 
Differenz 
Produkt 


addieren 
subtrahieren 
multiplizieren 


dividieren 


: (geteilt 
durch) 


Division Quotient 





Tabelle 1: Grundrechenarten 


251 


wenn die Gruppe kommutativ ist. All- 
gemein gilt 


(axb) !=b’!xa=!. 


Wenn ein Element geG existiert, so 
daß alle Elemente von G in der Form 
g’ mit zeZ darstellbar sind, dann 
heißt (G, *) eine zyklische Gruppe und 
g heißt ein erzeugendes Element der 
Gruppe. Zyklische Gruppen sind stets 
kommutativ. 

Ist G eine endliche Menge, dann heißt 
(G, x) eine endliche Gruppe und die 
Anzahl der Elemente von G heißt die 
Ordnung der Gruppe. Ist G eine unend- 
liche Menge, dann spricht man von 
einer Gruppe unendlicher Ordnung. 
Ist (G, x) eine Gruppe der Ordnung n 
(neN), dann gilt 


n 


a"=e füralle aeG. 


Ist k der kleinste natürliche Exponent 
mit a*=e, dann heißt k die Ordnung 
des Gruppenelements a. Die Ordnung 
eines Elements ist immer ein Teiler 
der Gruppenordnung. In einer Gruppe 
der Ordnung n gilt a°*=a""* für alle 
keN und alle aeG. Ist G also eine 
zyklische Gruppe mit dem erzeugen- 
den Element g, dann ist 


Gefe=g 8,0..." 


Ist die Ordnung von G eine 1 Prim- 
zahl, dann ist G zyklisch. 


Beispiele: 1) Die Tganzen Zahlen bil- 
den bezüglich der Addition eine kom- 
mutative Gruppe (Z, +). Diese ist 
zyklisch; erzeugende Elemente sind 
+1 und —1. Neutrales Element ist 
die Zahl 0, das zu aeZ inverse Ele- 
ment ist die Gegenzahl —a. Potenzen 
schreibt man hier in der Form za 
(statt a?) mit zeZ. 

2) Die Menge der !Bruchzahlen (po- 
sitive Trationale Zahlen) bildet bezüg- 
lich der Multiplikation eine kommuta- 
tive Gruppe. Neutrales Element ist 1. 


Gruppe 


m . 
Das zur Bruchzahl — (m, neN) inverse 


Element ist die Kehrzahl “. 
m 


3) Die rationalen Zahlen bilden be- 
züglich der Addition eine kommutati- 
ve Gruppe (®, +); ohne die Zahl O 
bilden sie auch eine kommutative 
Gruppe bezüglich der Multiplikation, 
d.h. (Q@\{0},-) ist eine kommutative 
Gruppe. 

4) Die affinen Abbildungen der Ebene 
auf sich (Tgeometrische Abbildungen) 
bilden eine Gruppe bezüglich der 
t Verkettung; diese ist nicht kommuta- 
tiv. Auch die Ähnlichkeitsabbildungen 
und die Kongruenzabbildungen bilden 
Gruppen. 

5) Die t Deckabbildungen einer Figur 
bilden eine Gruppe bezüglich der Ver- 
kettung. Die Gruppe der Deckabbil- 
dungen eines regelmäßigen n-Ecks hat 
die Ordnung 2n. Sie heißt Dieder- 
gruppe und wird mit D, bezeichnet. 

6) Die Menge aller bijektiven Abbil- 
dungen einer Menge auf sich bildet 
bezüglich der Verkettung eine Grup- 
pe. Handelt es sich bei der abzubil- 
denden Menge um {1,2,...,n}, dann 
erhält man die Gruppe S, aller 1 Per- 
mutationen von n Elementen (Permu- 
tationsgruppe vom Grad n). Die Ord- 
nung von S, ist n! (t Fakultät). 

7) Die tRestklassen modm bilden ei- 
ne Gruppe bezüglich der Restklassen- 
addition; diese ist zyklisch (und daher 
auch kommutativ), erzeugendes Ele- 
ment ist jede prime Restklasse. Die 
primen Restklassen mod m bilden eine 
kommutative Gruppe bezüglich der 
Restklassenmultiplikation; diese hat 
die Ordnung (m) (Satz von tFer- 
mat). Sie ist zyklisch, wenn m=1,2 
oder 4, Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl oder das Doppelte der Potenz 
einer ungeraden Primzahl ist. Ein er- 
zeugendes Element heißt dann primi- 


Gruppe 


tive Restklasse oder primitive Kon- 
gruenzwurzel mod m. 

Zwei Gruppen (G, x) und (H, o) heißen 
zueinander isomorph, wenn es eine ver- 
knüpfungstreue bijektive Abbildung von 
(G, x) auf (H,o) gibt, wenn also eine 
Bijektion ß: G>H existiert mit 


Pla *b)=ß(a) > P(b). 


In (G, x) rechnet man also in gleicher 
Weise wie in (H,o), die Unterschiede 
bestehen nur in der Schreibweise und 
in der inhaltlichen Bedeutung der 
Gruppenelemente. Eine Klasse zuein- 
ander isomorpher Gruppen bezeich- 
net man als abstrakte Gruppe. Je zwei 
zyklische Gruppen gleicher Ordnung 
sind zueinander isomorph, also gibt es 
nur eine abstrakte zyklische Gruppe 
gegebener Ordnung. 

Es gibt jeweils nur eine abstrakte 
Gruppe der Ordnungen 1, 2, 3, 5. Zur 
Ordnung 4 gibt es neben der zykli- 
schen Gruppe noch die Kleinsche Vie- 
rergruppe (nach F. Klein, 1849-1925), 
deren Gruppentafel in Abbildung 1 
angegeben ist. Zur Ordnung 6 gibt es 
neben der zyklischen Gruppe noch die 
symmetrische Gruppe S3 (als abstrakte 
Gruppe), deren Gruppentafel in Ab- 
bildung 2 angegeben ist. 

Gruppentafeln dienen zur Beschrei- 
bung endlicher Gruppen. Das Element 
xxy steht in der Zeile mit dem Ein- 
gang x und der Spalte mit dem Ein- 
gang y. In jeder Zeile und jeder Spalte 
kommt jedes Gruppenelement genau 
einmal vor. Als erstes Element der 
Eingangszeile und -spalte wählt man 
das neutrale Element e. Ist die Grup- 
pe kommutativ, dann ist die Tafel 
symmetrisch zur Diagonalen von links 
oben nach rechts unten. 

Ist (G,x) eine Gruppe und U eine 
nichtleere Teilmenge von G mit der 
Eigenschaft, daß auch (U,x) eine 
Gruppe ist, dann heißt (U, x) eine Un- 
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tergruppe von (G, x). Genau dann bil- 
det U eine Untergruppe, wenn U+ß 


und folgende Bedingungen erfüllt 
sind: 

axbeU füralle a,beU; 

aleU füralle aeU. 








Abb. 2: Symmetrische Gruppe S; 


Beispielsweise sind die Gruppe der 
Ähnlichkeitsabbildungen und die 
Gruppe der Kongruenzabbildungen 
Untergruppen der Gruppe der affinen 
Abbildungen (vgl. Beispiel 4). 

Es gilt der Satz von Lagrange (nach 
J.L. Lagrange, 1736-1813): Die Ord- 
nung einer Untergruppe einer Gruppe 
endlicher Ordnung ist ein Teiler der 
Gruppenordnung. Dieser Satz besagt 
aber nicht, daß zu jedem Teiler der 
Gruppenordnung auch eine Uhnter- 
gruppe mit dieser Ordnung existiert. 
Aus dem Satz von Lagrange folgt, daß 
eine Gruppe (G, x) von Primzahlord- 
nung außer den trivialen Untergrup- 
pen ({e},x*) und (G,x) keine weitere 
Untergruppe besitzt. Die Inklusions- 
beziehungen zwischen den Untergrup- 
pen einer Gruppe stellt man in ihrem 
Untergruppendiagramm dar (Abb. 3). 
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D4 = {Sa Sp» Sc» Sa» do, dı, d,, d;} 
EN Ze 
Spiegelungen Drehungen 


Di 
{do,dz, Sa, Sc} (do, dı, da, d3} {do, dz, sp, Sa} 


{do, Sa} {do, Sc} {do, da} {do, sp} {do, Sa} 


NZ 


(do} 


Abb. 3: Untergruppendiagramm der Die- 
dergruppe D, (d; Drehung um i-90° im Ge- 
‚ genuhrzeigersinn) 


Eine algebraische Struktur (M, x) mit 
einer Verknüpfung nennt man auch 
ein Gruppoid. Gilt das Assoziativge- 
setz, dann spricht man von einem as- 
soziativen Gruppoid oder einer Halb- 
gruppe. Gilt die Kürzungsregel, d.h. 
gilt 

für alle ceM, 
für alle ceM, 


axc=bxc > a=b 


cxa=cxb>a=b 


dann heißt die Halbgruppe regulär. In 
einer Gruppe sind diese Kürzungsre- 
geln erfüllt, wie man durch rechts- 
bzw. linksseitige Multiplikation mit 
c”! erkennt. Man kann zeigen, daß 
eine endliche reguläre Halbgruppe, in 
der ein neutrales Element existiert, be- 
reits eine Gruppe ist. Für unendliche 


Halbgruppen trifft dies nicht zu. 


Gruppenprüfung 


Gruppenprüfung: Verfahren bei Mas- 
senuntersuchungen zur Einsparung 
von Arbeitsgängen. Beispielsweise 
werden bei einer Blutuntersuchung 
zur Feststellung von Krankheitserre- 
gern jeweils n Proben zu einer Probe 
zusammengemischt. Findet sich ein 
Erreger, so werden die Proben der 
Mischung einzeln untersucht. Man in- 
teressiert sich dafür, möglichst wenige 
Analysen vornehmen zu müssen. Ist p 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein 
Proband den Erreger besitzt, so ist die 
Anzahl der notwendigen Untersu- 
chungen bei n Personen 
l, falls alle n Probanden gesund 
sind (Wahrscheinlichkeit (1 —p)"); 
n+1, falls mindestens ein Proband 
nicht gesund ist (Wahrscheinlichkeit 
1-(1-pP} 
Also ist die mittlere Anzahl von Un- 
tersuchungen bei n Probanden 


1-(1-p"+(n+1)-1-(1-P) 
=n-n(l-p)"+l. 


Man spart gegenüber der Einzelprü- 
fung bei n Probanden n(1-p)"-1 


„| 
Up 
n 

Die Ungleichung 


Analysen, also Analy- 


sen pro Person. 


1 
(1-p)"—->0 ist gleichbedeutend 
n 
l ı 1 
mit p<1l-—. Wegen x*”se* 
ı/n 
(1 Extremwert-aufgabe) ergibt sich sicher 
1 


kein Vorteil für p>1-e”e 0,308. 
Die folgende Tabelle enthält zu ge- 
gebenem p das optimale n und die 
prozentuale Ersparnis an Analysen: 


5 [os Ta Ton [on] 
EHIENENENEN 









Guldinsche Regel 


Guldinsche Regeln (nach P. Guldin, 
1577-1643): Regeln zur Berechnung 
des Oberflächeninhalts und des Volu- 
mens von ?t Rotationskörpern: 
1. Guldinsche Regel: Die Oberfläche 
(Mantelfläche) eines Rotationskörpers 
ist das Produkt aus der Länge der er- 
zeugenden Kurve und der Länge des 
von ihrem Schwerpunkt zurückgeleg- 
ten Weges. 
Mit den Bezeichnungen aus Abbil- 
dung 1 gilt nämlich (Schwerpunkt) 

ı 

l-Anys=2n | yds. 
0 





Abb. 1: 1. Guldinsche Regel 





LLLLLDLLLLLÄBELLILLLLLLDEE 


Abb. 2: 2. Guldinsche Regel 


2. Guldinsche Regel: Das Volumen ei- 
nes Rotationskörpers ist das Produkt 
aus dem Inhalt der erzeugenden Flä- 
che und der Länge des von ihrem 
Schwerpunkt zurückgelegten Weges. 

Mit den Bezeichnungen aus Abbil- 
dung 2 gilt nämlich (TSchwerpunkt) 
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ey 
A-2nys=2n| „.ydx. 


Beispiel: Für einen ?!Torus gemäß 

Abbildung 3 ergibt sich für den Ober- 

flächeninhalt O bzw. das Volumen V 
O=2nr-2nR=4n?rR, 
V=rr?.2nR=2n?rR. 





Abb. 3: Schnitt durch einen Torus 


H 


Halbebene: Eine Gerade in einer 
Ebene zerlegt diese in zwei Halbebe- 
nen. Entsprechend zerlegt ein Punkt 
einer Geraden diese in zwei Halbgera- 
den. Ferner zerlegt eine Ebene im 
Raum diesen in zwei Halbräume. 

Ist in der Ebene ein xy-Koordinaten- 
system gegeben, in welchem die Gera- 
de g die Gleichung ax+by+c=0 be- 
sitzt, so sind die beiden Halbebenen 
die Lösungsmengen der Ungleichun- 
gen ax+tby+c<0 bzw ax+by 
+c>0. Um festzustellen, welche der 
beiden Halbebenen durch die eine 
oder die andere Ungleichung beschrie- 
ben wird, setzt man die Koordinaten 
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eines nicht auf der Geraden liegenden 
Punktes ein. Steht in obigen Unglei- 
chungen anstelle des <-Zeichens das 
<-Zeichen, dann wird eine abge- 
schlossene Halbebene definiert. Abbil- 
dung 1 zeigt die von der Geraden mit 
der Gleichung x+3y—3=0 erzeugten 
Halbebenen in einem Koordinatensy- 
stem. 







2,:x+3y—-3>0 





g: x+3} 


2,:x+3y-3<0 
Abb. I 


harmonische Folge: Zahlenfolge <a,» 
(tFolge) mit positiven Gliedern, bei 
der jedes Glied außer dem ersten das 
Tharmonische Mittel seiner Nachbar- 
glieder ist. Es gilt also 


1 l 








+ 
l a1 An+1 
Ay 2 
bzw. 
2a„_ıa 
-14n+1 
„= ——- für n22. 
An-ı Ft Anyrı 


Daher ist <a,> genau dann eine har- 
| 
monische Folge, wenn ( ) eine 
Tarithmetische Folge ist. An 
Das wichtigste Beispiel einer harmo- 
1 
nischen Folge ist (), also die Folge 
n 


der Stammbrüche. Ist <a,> eine har- 
monische Folge, dann heißt die !Rei- 


he Ya; eine harmonische Reihe; oft 
i=1 


harmonische Teilung 


bezeichnet man aber auch nur die (di- 


[0] 


vergente) Reihe = — als harmonische 





Reihe. il 
harmonisches Mittel: Die Zahl 
2 2ab 
1 1 a+b 
ab 


bezeichnet man als harmonisches Mit- 
tel der beiden positiven Zahlen a, b. 
Das harmonische Mittel von n Zahlen 





002. >0 ist 
n 

ı 1 1 

—t+—+..4+— 

ad, a, d, 


Das harmonische Mittel von n positi- 
ven Zahlen ist also der Kehrwert des 
Tarıthmetischen Mittels der Kehrwer- 
te dieser Zahlen. Das harmonische 
Mittel ist nie größer als das Tgeome- 
trische Mittel: 


n — 
SV ara2...c, 


(vgl. t Mittelwerte). 

Beispiel: Sind drei Wegstücke gleicher 
Länge nacheinander mit den Ge- 
schwindigkeiten v,,v3,v3 durchfahren 
worden, dann ist die mittlere Ge- 
schwindigkeit für die gesamte Strecke 
das harmonische Mittel von v,,U>, ba. 
harmonische Teilung: Liegen die vier 
Punkte A, B, P,, PR auf einer Geraden 
und sind sie paarweise verschieden, 
dann nennt man die Strecke AB har- 
monisch geteilt durch die Punkte P| 
und PR, wenn ihr ?TDoppelverhältnis 
den Wert — I hat, wenn also 


BP, BP, 
In Abbildung I (nächste Seite) ist Pı 


der innere Teilpunkt, P, der äußere 
Teilpunkt der Strecke AB. 


—1. 


Häufigkeit 





Abb. 1 


Die Punkte A, B, P, P heißen dann 
harmonische Punkte oder Punkte in 
harmonischer Lage. In diesem Fall ist 
die Länge AB das tharmonische Mit- 
tel der Längen AP, und AP. Es sei 
nun 


DIN AP, 
AP,= -ABP, (an. Sp” 2), 


1 


also p 
AP=1BP, (an. 2 h. = =), 
BP, 
und ferner in einem Koordinatensy- 
stem A= (X; YA) B= (X, VB). Dann 


gilt für die harmonischen Teilungs- 


punkte P=(x1,yı), R=(X2, y2) 
XatA/xXp yatAys 
X =, a, 
1+4 1+4 
= _XaTAXp _YaZAyB 
u u ee 


(Teilung einer Strecke). Dabei ist 
4>0; für A=1 ist P, der Mittelpunkt 
der Strecke AB und der Punkt P ist 
der „unendlich ferne“ Punkt. In Ab- 
bildung 2 ist eine Möglichkeit zur 
Konstruktion harmonischer Teilpunk- 
te einer Strecke AB angegeben 
(t Kreis). 





Abb. 2: Konstruktion harmonischer 
Teilpunkte 
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Es gilt folgender Satz: Wird die 
Strecke AB von P,,P, im Verhältnis A 
harmonisch geteilt, dann wird die 
Strecke PP von A,B harmonisch im 


A—1 
Verhältnis ; geteilt. 


Genau dann sind die Punkte A, B, P,, 
P, in harmonischer Lage, wenn ein 
Viereck existiert, dessen Gegenseiten 
sich in A bzw. B schneiden und dessen 
Diagonalen durch P, bzw. P, gehen 
(Abb. 3). 





Abb. 3: Punkte in harmonischer Lage 


Häufigkeit: 1) Ist in einer Zufallsver- 
suchsreihe (tZufallsversuch) der Län- 
ge n der Ausfall » genau k-mal aufge- 
treten, so heißt k die absolute Häufig- 


k 
keit und — die relative Häufigkeit von 
n 


in dieser Zufallsversuchsreihe. Man 
definiert die t Wahrscheinlichkeit des 
Ausfalls als den „bestmöglichen“ 
Schätzwert für die zu erwartende rela- 
tive Häufigkeit, und benutzt umge- 
kehrt die relative Häufigkeit zur nähe- 
rungsweisen Bestimmung der Wahr- 
scheinlichkeit. 

2) Bei der Auswertung von Meß- 
reihen ist es manchmal zweckmäßig, 
die Meßwerte in Klassen einzuteilen 
(TKlasseneinteilung) und die Anzahl der 
Meßwerte pro Klasse anzugeben. Die- 
se Anzahl heißt die absolute Häu- 
figkeit der Klasse in dieser Meßreihe; 
dividiert man durch die Gesamtzahl 
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der Meßwerte, so entsteht die relative 
Häufigkeit der Klasse. Zur Darstel- 
lung von Häufigkeiten bei Meßreihen 
benutzt man ?THistogramme. Haben 
die Klassen alle die gleiche Breite, 
so kann man zur Darstellung von 
Häufigkeitsverteilungen auch Stabdia- 
gramme verwenden (? Statistik). 

Sind die Klassen 


K,,K,,...,K, 
mit den Klassenbreiten 
b,,b;, Di 


sowie den relativen Häufigkeiten 
Ba 
gegeben, so heißt die Funktion 
h: K;rh; (Abb. 1) 
die Häufigkeitsverteilung, die Funktion 


hi 
d: xmd;:=— 


für xeK, (Abb.?2) 


die Häufigkeitsdichte (tDichte) und 
die Funktion 
H:x>)y h 


die Häufigkeitsfunktion. 


(Abb. 3) 





be ee ee un ee a 
K,ı K,;, K,; K, K, 
Abb. 1: Häufigkeitsverteilung 


Die Rechtecke in Abbildung 2 geben 
wegen a;-b;=h; die relativen Häufig- 
keiten an (T Histogramm). 

Kann man eine Häufigkeitsfunktion 
durch eine differenzierbare Funktion 
H approximieren, so ist durch H(b) 
—H(a) die relative Häufigkeit der 
Klasse Ja,b] und durch d(x):=H'(x) 


9 DRM 


Häufigkeit 


die Häufigkeitsdichte an der Stelle x 
gegeben (Abb. 4). 








ANNNIINÄNIIINIIINNINIUNN 





EIIIIIIIIIIIIIUUUIUUU UN 


LAD EEEEEEEEERE 7 


il 

Kı KR, K, K, K; 

h b, b; bb, 
Abb. 2: Häufigkeitsdichte 








m Mm 0 Mm Ms; x 


Abb. 3: Häufigkeitsfunktion 





Häufungspunkt 


Ist d(x) vorgegeben, so ist 


H(x)= | d(i)dt 
die Häufigkeitsfunktion, und die rela- 
tive Häufigkeit der Klasse Ja, b] ist 


b 
[d(x)dx (Abb. 5). 





Abb. 5 


Man beachte, daß die Dichte d in der 
zur Einheit von x reziproken Einheit 
gemessen wird (z.B. d(x)=0,2 cm', 
falls eine Längenverteilung vorliegt). 
Der Maßstab auf der d-Achse in Ab- 
bildung 3 und in Abbildung 5 ist so 
zu wählen, daß der Flächeninhalt un- 
ter dem Graph von d den Wert 
hat. 

Häufungspunkt: Als Häufungspunkt 
einer Teilmenge M von R!' (reelle 
Zahlengerade), R? (reelle Zahlenebe- 
ne) oder R? (reeller Zahlenraum) 
bezeichnet man einen Punkt PeR' 
(i=1,2,3) mit der folgenden Eigen- 
schaft: In jeder Umgebung von P 
liegen unendlich viele Punkte aus M. 
Gleichwertig damit ist die Forderung, 
daß in jeder Umgebung von P minde- 
stens ein von P verschiedener Punkt 
aus M liegt. Für die Räume R' 
(i=1,2,3) gilt der Satz von ?Bolzano- 
Weierstraß: Jede unendliche be- 
schränkte Teilmenge von R' besitzt 
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mindestens einen Häufungspunkt. Ein 
Häufungspunkt von M muß nicht zu 
M gehören. Enthält die Menge M alle 
ihre Häufungspunkte, dann ist sie 
tabgeschlossen. Die Menge der Häu- 
fungspunkte von M bezeichnet man 
mit H(M) oder mit M’ und nennt sie 
auch die Ableitung von M (nicht zu 
verwechseln mit dem Begriff der tAb- 
leitung in der Differentialrechnung). 
Ist H(M) nach oben beschränkt, dann 
ist das TSupremum von H(M) der Li- 
mes superior (T Limes inferior) von M. 
Ist H(M) nach unten beschränkt, dann 
ist das TInfimum von H(M) der 
t Limes inferior von M. 

Beispiele: 1) Für die Menge 








Mm=ll+, mneN| 
mn 
gilt 

Hm=0 ul, nen) 
und 


supH(M)=limsupM =|, 
infH(M)=lim inf M=0. 


2) Ist M die Menge der Glieder der 
—1 

t Folge ((- iy —), dann ist 
n 


H(M)={-1,1}. 


Eine Folge ist genau dann konvergent, 
wenn sie nur endlich viele verschiede- 
ne Glieder hat (also ab einem gewis- 
sen Index konstant ist), oder genau 
einen Häufungspunkt besitzt. Eine 
Zahl v heißt Verdichtungspunkt der 
Folge <a,>, wenn in jeder Umgebung 
U(v) unendlich viele Glieder der Folge 
liegen, d.h. wenn unendlich viele neN 
mit a„eU(v) existieren. Jeder Häu- 
fungspunkt der Menge der Folgenglie- 
der ist ein Verdichtungspunkt der Fol- 
ge, ein Verdichtungspunkt muß aber 
kein Häufungspunkt der Menge der 
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Folgenglieder sein, wie man am Bei- 
spiel einer konstanten Folge er- 
kennt. 


Der Begriff des Häufungspunkts läßt 
sich auf beliebige tmetrische Räume 
verallgemeinern. 
Hauptachsentransformation: K.oordi- 
natentransformation, bei der die Glei- 
chung einer TKurve zweiter Ordnung 
(eines 1 Kegelschnitts) oder einer tFlä- 
che zweiter Ordnung so transformiert 
wird, daß sie keine gemischten Glieder 
mehr enthält. Dies wird durch eine 
Drehung des Koordinatensystems er- 
reicht. Die Hauptachsen einer solchen 
Kurve bzw. Fläche liegen dann parallel 
zu den Achsen des Koordinatensy- 
stems. Durch eine anschließende Ver- 
schiebung des Koordinatensystems 
lassen sich die Gleichungen der Kur- 
ven und Flächen zweiter Ordnung in 
Normalformen überführen und dann 
klassifizieren. Die allgemeine Glei- 
chung einer Kurve zweiter Ordnung 
lautet 


+0 X $ 205 


+2413Xı +2433X2 +a33 =. (1) 


Mit den Bezeichnungen (1 Matrix) 
4 x =. 
2=( '), Kı=ix; X), 
X2 
d’:=(a13 433), 
ay,a 
A=( 24 |. d:=433 
dı2 d22 


läßt sich (1) in Matrizenschreibweise 
darstellen: 


XT.A-X+2(d'.X)+d=0 (2) 
Die allgemeine Gleichung 


411X1+422X3+023X3 
+2412XıXa+2413XıX3 + 2Q23X2X3 
+2a14Xı +2434X2 + 2Q34X3 
+444=0 (3) 


9* 


Hauptachsentransformation 


einer Fläche zweiter Ordnung hat mit 
den Bezeichnungen 


Xi 


Xz3 


>T 


T 
da :=(dı4 A24 A34) 

dı, Aı2 Aız 
A:=|aı2 Q22 Qa23 |, d:=a44, 

dı3 Ayz 433 

in Matrizenschreibweise ebenfalls die 
Gestalt (2). Durch eine Transforma- 
tion mit der Transformationsgleichung 


x=B-% (4) 
geht (2) über in 

xXT.(BT.A-B)-X 

+2(@T.B-X)+d=0. (5) 
Dabei ist B eine (2,2)-Matrix bei Kur- 
ven zweiter Ordnung, eine (3,3)-Ma- 
trix bei Flächen zweiter Ordnung, und 
B” ist die transponierte Matrix zu B. 


Um eine Hauptachsentransformation 
handelt es sich, wenn die Matrix 


D:=BT.A-B 


eine Diagonalmatrix ist: 


7/00 
4, 0 : 
D= bzw. D=| 0 A, OÖ |, 
0 4r 
00% 


wobei A, die tEigenwerte von A sind. 
Die Spalten der Transformationsmatrix 
B werden aus den normierten fEigen- 
vektoren der Matrix A zu den Eigen- 
werten A; gebildet. B ist eine orthogo- 
nale Matrix, d.h. es gilt B"B=E, wo- 
bei E die Einheitsmatrix ist. 

Für Kurven zweiter Ordnung müssen 
also Zahlen A,,/, und eine orthogo- 
nale Matrix B bestimmt werden, so 
daß 


AB=B(" .) 
AO 


Hauptachsentransformation 


gilt (man beachte, daß B-'=B”, falls 
B eine orthogonale Matrix ist). Sind 
b,, b, die Spaltenvektoren von B, so 
muß also 


Abı=Aıb,, 
Ab,=A2b, 


gelten, die Vektoren b, und b, sind 
also Eigenvektoren von A zu den Ei- 
genwerten A, und A,. Der Typ der 
Kurve zweiter Ordnung läßt sich nun 
an den Eigenwerten erkennen. Ist 
A #5, so liegt eine 

Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
vor, je nachdem, ob 

A1l2>0, Ayd2=0 oder A,A2<0. 
Im Fall A,A2>0 kann jedoch die EI- 
lipse „imaginär“ sein, d.h. es kann in 
IR? die leere Menge durch die Glei- 
chung dargestellt sein, wie z.B. bei 
x?+x3+1=0. Für A,A,=0 kann 
auch ein Paar paralleler Geraden, für 
AA, <O ein Paar sich schneidender 
Geraden dargestellt sein. Im Fall glei- 
cher Eigenwerte ergibt sich ein Kreis, 


eine Gerade, ein einziger Punkt oder 
die leere Menge. 


Beispiel: 
x71+4x1x2+4x3+3x, 43x; +1=0. 


ew en i 2 
Die zugehörige Matrix ist A= (; ,) 


Die Determinante von A-JAE ist 
4? —54, die Eigenwerte sind also A, =0 
und A,=5. Der Eigenvektor b, ist Lö- 


1 2\ Pr 
sung von (, „)B=3 mit |b|=1, also 


=. 1 2 
5 | ) 
ys-1 
Der Eigenvektor b, ist Lösung von 


3- 


2\ > Een 
.)B=3 mit |b|=1, also 
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= 1 (,) 
a v5 J)' 
Die Transformation der Ausgangsglei- 


chung mit X=BX', also 


u=—(2x 4%), 


v5 
1 ’ ’ 
%=—(-%+2%), 


v5 


liefert die a 
St, vz 


bzw. nach Umformungen 


x%+1=0 


ı 9 u 
er) 
19Y5 

„7 lt #0 )=0 


+ 


Dies ist die Gleichung einer Parabel 
im x1x5-Koordinatensystem. Sie hat 
in diesem Koordinatensystem den 
Scheitel 


s-( 19y5 9 
300° 10y5 
x(—0,14; — 0,40), 


ist nach links geöffnet und hat den 


3 
x0,13 (Abb. 1). 
10Y5 


Für Flächen zweiter Ordnung müssen 
Zahlen A,, Az, A3 und eine orthogona- 
le Matrix B mit 
4,00 
AB=B| 0 A, 0 
004; 


Parameter 





bestimmt ‚werden. Für die Spaltenvek- 
toren b,, b,, b; von B muß also 


Abk=Ab, (i=1,2,3) 
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gelten, die Vektoren b; sind also (nor- 
mierte) Eigenvektoren zu den Eigen- 
werten A; von A. Der Typ der Fläche 
zweiter Ordnung läßt sich an diesen 
Eigenwerten erkennen. 


x2+4x,x2+4x3+3x,+3x2+1=0 





Abb. 1: Hauptachsentransformation bei 
einer Parabel 


Beispiel: Welche Fläche zweiter Ord- 
nung wird durch die Gleichung 


x7+x3+x2—-2x,x%,+2x%,%X3 
+2x,xX3-1=0 


beschrieben? Diese Gleichung lautet 
in Matrizenschreibweise 


(X1X2X3) 
1 -1 1 Xı 
—1 | III x2|-1=0. 
i 1 15 \x 


Die Eigenwerte der Matrix 
1-1 1 
A=|\-1 1 1 
L 8 -] 
sind Aı=/,=2, A3=-1l. Um die 
Transformationsmatrix B zu finden, 


berechnet man orthogonale, normierte 
Eigenvektoren zu Aı, Aa, A3 aus den 


Hauptachsentransformation 


homogenen tlinearen Gleichungssy- 
stemen 


1-1 l Ki 0 

—| —]| l "| &; | 0 

1 1 -—| Az; 0 
(i=1,2) und 


0 
—| 2 L]- &23 | 0. 
1 l 2 33 0 


Wählt man als ersten normierten Ei- 
genvektor zu A, den Vektor 


| 
=— |0|, 
2\j 


aa 
Il 
N 
) 
Sl S|- 


so ist 


%ı12 
= — 2. 


&32 


S 
| 
R 
1567 
DD 
| 
A ae I - 
a 


ein dazu orthogonaler, normierter Ei- 
genvektor zu A, =>: 


(TSkalarprodukt), 


vi ll=|v2|=1. 


> Ren 
ba - 


Man erhält als normierten Eigenvek- 
tor zu 3: 


<) 
ww 
II 
8 
[397 
[797 
Il 


Hauptsatz 


Damit sind 


x=B.N 


2» 1 “ 
= en ee x. 
vs v6 |\\,. 
I 12001 u 
v2 vs Y3 
bzw 
ıi, 1:1, 1, 
X =— X -—X2 + —X3, 
2 6 3 
2 (4 1 K 
= EXT eis 
6 3 
BREITE 
X3=——X ——eXg——— ‘3 
v2? ve ,%3 


die Transformationsgleichungen für 
die Drehung des Koordinatensystems. 





Abb. 2: Einschaliges Rotationshyperboloid 


Eingesetzt in die Gleichung 
x7+x3+x2—-2x1x%,+2x2X%3 
+2x,x3-1=0 
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bzw. deren Matrizenform erhält man 
die Gleichung 

2x? +2x2 -x7=l, 
durch die ein einschaliges Rotations- 
hyperboloid gegeben ist (Abb. 2). 
Hauptsatz (Fundamentalsatz): Satz ei- 
nes mathematischen Teilgebiets, der 
für dieses Gebiet von grundlegender 
Bedeutung ist. 
1) Hauptsatz der Algebra: Im Körper 
der komplexen Zahlen läßt sich jedes 
nichtkonstante f Polynom eindeutig in 
Linearfaktoren zerlegen (1Algebra). 
Gleichwertig damit ist, daß jedes 
nichtkonstante Polynom im Körper 
der komplexen Zahlen mindestens ei- 
ne Nullstelle besitzt. Ist 


p(x)= % ayxt 
k=0 


(ao,A1,...,„a„eC, nZ1, a„+0), dann 
gibt es r verschiedene komplexe Zah- 
len c,,C3,...,c, und r natürliche Zah- 
len m,,m;,...,m,, so daß 


p(x)=a.(x- C)"(&—c,)” 


BR 6 u 


Die Nullstellen c,; und ihre Vielfach- 
heiten m, (j=1,...,r) sind dabei ein- 
deutig durch p(x) bestimmt. Sind alle 
Koeffizienten a, reell, dann ist mit je- 
der nicht-reellen Nullstelle c auch die 
konjugiert-komplexe Zahl z eine Null- 
stelle der gleichen Vielfachheit wie c. 
Die Zahlen c+cC und cZ sind reell, 
also ist 


(x-)c-)=x?-(c+d)x+cc 


ein reelles Polynom. Der Hauptsatz 
impliziert also, daß man jedes Poly- 
nom mit reellen Koeffizienten eindeu- 
tig als Produkt von linearen und irre- 
duziblen quadratischen Polynomen mit 
reellen Koeffizienten schreiben kann. 

2) Hauptsatz der Differential- und In- 
tegralrechnung: Ist f eine auf einem 
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offenen Intervall / stetige Funktion 
und ist ael, dann ist 


F: x>{fü)dt 


eine auf / differenzierbare Funktion, 
und es gilt dort F'= f. 
Eine Funktion F mit F=f ist eine 
tStammfunktion von f. Für jede 
Stammfunktion F von f und alle 
a,bel gilt 

b 

[/(s)dx=F(b)-F(a). 
3) Hauptsatz der Funktionentheorie 
(Cauchyscher Integralsatz, nach A.L. 
Cauchy, 1789-1857): Ist G ein einfach 
zusammenhängendes ?tGebiet in € 
(Menge der Tkomplexen Zahlen) und 
f eine tTanalytische Funktion auf G, 
dann gilt für jede einfach geschlossene, 
stückweise stetig differenzierbare Kur- 
ve y, die ganz in G verläuft, 


(f(@)dz=0. 


Der Satz von Morera (nach G. 
Morera, 1856-1909) stellt die Um- 
kehrung dieses Satzes dar und lautet: 
Ist f in dem einfach zusammenhän- 
genden Gebiet G stetig und gilt für 
jede geschlossene, ganz in G verlaufen- 
de stückweise stetig differenzierbare 
Kurve y obige Integralbeziehung, so 
ist f in G analytisch. 

4) Hauptsatz der Zahlentheorie: Jede 
natürliche Zahl ist bis auf die Reihen- 


folge eindeutig als Produkt von 
t Primzahlen darstellbar (1 Teilbar- 
keitslehre). 


5) Hauptsatz über monotone Folgen: 
Jede nach oben (unten) beschränkte 
monoton wachsende (fallende) ? Folge 
reeller Zahlen besitzt in IR einen 
Grenzwert. 

6) Hauptsatz über implizite Funktio- 
nen: Es sei F eine Funktion von zwei 


Hermitesche Polynome 


reellen Variablen, die bezüglich je- 
der Variablen in einer Umgebung 
U((xo,Yo)) des Punktes (xo, yo) stetige 
Tpartielle Ableitungen besitzt, welche 
von 0 verschieden sind. Ferner sei 
F(xo, yo)=0. Dann existiert eine in ei- 
ner Umgebung U(x,) von xo differen- 
zierbare Funktion f mit yo=f(Xo) 
und F(x,f(x))=0 für alle xeU(xo). 
Ein entsprechend verallgemeinerter 
Satz gilt auch für die Auflösung eines 
Systems von Funktionsgleichungen 
nach mehreren Variablen. 
Heine-Borel, Satz von (nach H.E. 
Heine, 1821-1881, und E. Borel, 1871 
bis 1956): Ist A eine Menge Treeller 
Zahlen und M eine Menge von Toffe- 
nen Teilmengen von R mit der Eigen- 
schaft 

A=Z|)S, 

SEM 

dann heißt M eine offene Überdeckung 
von A. Ist {S,,S>,...,S,} CM und 


A= (JS, 
i=1 


dann heißt {S,,S,,...,S,} eine endli- 
che Teilüberdeckung aus M für die 
Menge A. Der Satz von Heine-Borel 
besagt: Genau dann enthält jede offene 
Überdeckung von A eine endliche 
Teilüberdeckung, wenn A ?beschränkt 
und tabgeschlossen ist. In diesem Fall 
nennt man A kompakt. Das wichtigste 
Beispiel kompakter Teilmengen von 
R sind abgeschlossene Intervalle und 
endliche Vereinigungen von solchen. 
Den Beweis des Satzes von Heine- 
Borel kann man mit Hilfe des Inter- 


vallschachtelungsaxioms (?Intervall- 
schachtelung) führen. 

Hermitesche Polynome (Tscheby- 
scheff-Hermite-Polynome;, nach Ch. 


Hermite, 1822-1901 und P.L. Tsche- 
byscheff, 1821-1894): Polynome H,(x) 
(n=0,1,2,...) mit reellen Koeffizien- 
ten, die durch 


Hermitesche Polynome 


x2 dr x2 


- dx" er 





H,&):=(— 1)" 


(Thöhere Ableitungen) definiert sind. 
Diese Polynome können auch durch 
eine der folgenden Eigenschaften defi- 
niert werden: 
Die Funktion y=H,(x) genügt der 
t Differentialgleichung 

y'—-xy+ny=0 
mit den Anfangsbedingungen 


0, falls n ungerade ist, 


(Den! 


falls n gerade ist, 
und 


{= aan 


falls n ungerade ist, 


y 





H,(0) = 


0, falls n gerade ist. 


Für die Hermiteschen Polynome gel- 
ten die Rekursionsformeln 


H„+ı(x)=xH,„(x)—nH,„_1(X) 
mit 
Ho(x)=1 und H,(x)= 


Ferner gilt 


f" 
eix- 412 _ 


Lie 


(ferzeugende Funktion). 
H,„(x) besitzt die Integraldarstellung 





[| &+inre-3”dt; 
T -o 


A„X)= 


das Integral über die imaginären An- 
teile des Integranden ergibt 0. 
Schließlich hat H,„(x) noch die explizi- 
te Darstellung 


264 


] 


cas 
= z an ae 


k=0 


=x"— () xn=2 
2 


n 
+3()) n-4_L,,, 
4 x + 


Es gilt 
Ho&)=1, 
H,&)=x, 
H,x)=x?-1, 
Hz3(x)=x°’—3x, 


H4lx)=x*-6x?+3, 
Hs(x)=x°’—-10x°+15x, 
Helx)=x° —-15x*+45x 15. 

Es gilt das t Additionstheorem 
Hux+y) 


= 3 (")22H,..&vDR„oVD 


m=0 


und die Orthogonalitätsrelation 


1 
— [ H„(x)H,(x)e*"dx 
nly2r S 


— 1, 
er 
Die Ttrigonometrischen Funktionen 
und die ?Hyperbelfunktionen haben 
die folgenden Reihenentwicklungen 


bezüglich der Hermiteschen Polyno- 
me: 


20& 
sind 2 (-1"a„Hzn+1%), 
n=0 


falls m=n, 
falls m#.n. 


cos(xV 2) = x —1)"b„Hzu(X), 


sinh(xY2)=ey2 > AH zn+1(X), 
n=0 
cosh(xY 2) 


Er 


Ey he 
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mit 

2 db 4 

na ° a8 n n 
“on 


(2n)!' 


Heronsche Formel (nach Heron von 
Alexandria, um 60 n.Chr.): Ein 
t Dreieck mit den Seitenlängen a, b, c 
hat den Flächeninhalt 


A=Ys(s-a)(s-b)(s-c). 


Dabei ist s der halbe Umfang des 
Dreiecks, also s=3(a+b+c). Man 
kann diese Formel beispielsweise mit 
Hilfe der t Trigonometrie herleiten: Es 
gilt 


A-—— 7 V1l-cos?y 
_ ab er) 
u 2ab j 


woraus sich die obige Formel ergibt. 
Heronsches Verfahren (nach Heron 
von Alexandria, um 60 n.Chr.) Nähe- 
rungsverfahren (? Iteration) zur Berech- 
nung der Quadratwurzel Vp (p>0): 
Man schreibe p als Produkt, 


p=ab (a,b>0), 


wobei einer der Faktoren, etwa b, frei 
wählbar ist. Im Fall a=b ist Yp=a, 
und man ist fertig. Es sei also a#+b, 
und zwar 


a<yp<b. 


Man beachte, daß aus a<yp die Be- 


ziehung b>yp folgt und umgekehrt. 
Nun setzt man 





a+b 4 p 
= und 4,:=—. 
“9 ’ 

Dann ist 
a<a,<yp<b;<b. 


Mit den Zahlen a,, b, definiert man 
nun wie oben Zahlen az, b3 durch 


Histogramm 


_4+b; 





b3: und a:= 


3 


usw. und erhält auf diese Art eine 
!Intervallschachtelung für Vr. Das 
Heronsche Verfahren ist nur von 
theoretischem Interesse, da man heute 
Wurzelwerte sehr einfach mit einem 
t Taschenrechner bestimmen kann. 
Hessesche Normalform (Hessesche 
Normalenform; nach O.L. Hesse, 
1811-1874): Form der Gleichung einer 
Geraden in der Ebene bzw. einer 
t Ebeneim Raum, welche es erlaubt, sehr 
einfach den tAbstand eines Punktes 
von der Geraden bzw. von der Ebene 
zu berechnen. 

Histogramm: Das Histogramm dient 
zur graphischen Darstellung von Häu- 
figkeitsverteilungen (? Häufigkeit) und 
von 1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
von Zufallsgrößen. 

Eine Menge von Meßwerten sei in 
Klassen K,, K,,..., K, mit den Klas- 
senbreiten b,,b», ..., b„ eingeteilt. Die 
relative Häufigkeit h; der Klasse K, 
wird dann im Histogramm durch den 
Flächeninhalt eines über b; errichteten 
Rechtecks gegeben. Die Rechtecks- 
höhe 


gibt die Häufigkeitsdichte in der Klas- 
se K, an, also die relative Häufigkeit 
pro Einheit der Meßwerte. Die Funk- 
tion d mit 


d(x)=d; 


heißt Häufigkeitsdichte oder Dichte- 
funktion der Häufigkeitsverteilung. 

Ändert man den Maßstab der Klas- 
senbreite (x-Achse), so muß man den 
Maßstab der Häufigkeitsdichte (d- 
Achse) so ändern, daß sich die Flä- 
cheninhalte der Rechtecke nicht än- 
dern. In den Abbildungen I und 2 


für xeK,; 


Histogramm 


sind Histogramme zur gleichen Häu- 
figkeitsverteilung mit verschiedenen 
Maßstäben gezeichnet. Die Stelle der 
x-Achse, an der die d-Achse errichtet 
wird, ist dabei meistens gleichgültig. 





Abb. 2: Histogramm 


Die Dichte wird in der Einheit „rela- 
tive Häufigkeit pro Einheit der Meß- 
werte“ angegeben, ihre physikalische 
Dimension ist also reziprok zur physi- 
kalischen Dimension der Meßwerte. 
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ei- 
ner stetigen Zufallsgröße gibt man 
durch ihre Dichtefunktion an, deren 
Graph als Histogramm zu verstehen 
ist: Ist @ die Dichtefunktion, dann be- 
trägt die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß der Wert der Zufallsgröße im In- 
tervall ]a, b] liegt, 


[Pl)dx 


a 
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(Abb. 3). Die Wahrscheinlichkeits- 


funktion ist 


P(X <x)= f pl!) dt 


-o©0 


(X bezeichnet die Zufallsgröße). Offen- 
sichtlich muß gelten 


N 


d 





Abb. 3: Histogramm einer stetigen 
Zufallsgröße 


Auch bei diskreten und sogar bei end- 
lichen Zufallsgrößen benutzt man Hi- 
stogramme, obwohl man hier in der 
Regel nur Stabdiagramme benötigt. 
Hat die Zufallsgröße X die Werte 
0,1,2,...,n, so ordnet man jedem 
Wert i ein Intervall der Länge I zu 
und errichtet über diesem ein Recht- 
eck der Höhe P(X=i). Da in diesem 
Fall d(i)=P(X=:i) ist, beschriftet man 
die d-Achse (unerlaubterweise) auch 
mit P oder P(X =i) (Abb. 4). 





0 1.2 3 


4 5 i 


Abb. 4: Histogramm einer endlichen 
Zufallsgröße 


267 


Beim tStandardisieren einer Zufalls- 
größe benutzt man die Eigenschaft des 
Histogramms, daß Wahrscheinlichkei- 
ten durch Flächeninhalte dargestellt 
werden. 

Höhe eines Dreiecks: Gerade, die 
durch eine Ecke geht und rechtwinklig 
zur gegenüberliegenden Seite (oder de- 
ren Verlängerung) ist. Jedes ? Dreieck 
ABC besitzt drei Höhen h,,h»,h. 
(Abb. 1). Die Schnittpunkte der Hö- 
hen mit den Seiten bzw. deren Verlän- 
gerungen heißen Höhenfußpunkte und 
werden mit H,, H,, H. bezeichnet. 
Das Höhenfußpunktdreieck H,H,H, 
entartet zu einer Strecke, wenn das 
Dreieck rechtwinklig ist. Oft wird der 
Begriff Höhe auch für die Strecken 
AH,, BH,, CH, verwendet. Die Be- 
zeichnungen h,, h,, h. stehen dann 
auch für diese Strecken bzw. deren 
Längen. Die drei Höhen eines Drei- 
ecks schneiden sich in einem Punkt 
H, dem Höhenschnittpunkt des Drei- 
ecks. Bei spitzwinkligen Dreiecken 
liegt H im Innern, bei stumpfwink- 
ligeen Dreiecken im Äußern des 
Dreiecks. Bei rechtwinkligen Drei- 
ecken ist H der Scheitel des rechten 
Winkels. 





Abb. 1: Höhen im Dreieck 


Der Satz über den Höhenschnittpunkt 
folgt daraus, daß sich die Mittelsenk- 


Höhensatz 


rechten eines Dreiecks in einem Punkt 
schneiden. Denn die Mittelsenkrech- 
ten eines Dreiecks sind die Höhen sei- 
nes Mittendreiecks, und jedes Dreieck 
kann als Mittendreieck eines anderen 
Dreiecks aufgefaßt werden (Abb. 2). 





Abb. 2: Satz über den Höhenschnittpunkt 


Höhensatz (Euklid von Alexandria, 
um 300 v.Chr.): Im rechtwinkligen 
Dreieck ist das Quadrat über der Hö- 
he, die zur Hypotenuse rechtwinklig 
ist, flächengleich zum Rechteck aus 
den Hypotenusenabschnitten (Abb. 1): 


h?=pag. 





Abb. 1: Höhensatz 


Diesen Satz kann man aus dem Satz 
des ? Pythagoras oder aus dem tKa- 
thetensatz herleiten. Man kann ihn 
auch direkt aus Abbildung 2 entneh- 
men. 


höhere Ableitungen 





Abb. 2: Beweis des Höhensatzes 


Mit Hilfe des Höhensatzes kann man 
Rechtecke in flächengleiche Quadrate 
verwandeln und umgekehrt. Daher 
dient er auch zur Konstruktion von 
Wurzeln, indem man den Radikanden 
als Produkt pg schreibt. Abbildung 3 
zeigt die Konstruktion von vı2 


3.4 


Thaleskreis 
P) über AB 


m 
> 
{es 


Abb. 3: Konstruktion von v2 


Fe=yAr, -In=2yn 





Abb. 4: Sichel des Archimedes 
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Eine interessante Anwendung des Hö- 
hensatzes geht auf Archimedes von 
Syrakus (287-212 v.Chr.) zurück (Si- 
chel des Archimedes): Wird der Durch- 
messer eines Halbkreises in zwei Ab- 
schnitte geteilt, und zeichnet man über 
diesen Abschnitten Halbkreise, so ent- 
steht eine sichelförmige Restfläche 
(Abb. 4). 

Diese Sichel hat den gleichen Flä- 
cheninhalt wie der in Abbildung 4 rot 
eingezeichnete Kreis mit dem Durch- 
messer FC. Es gilt nämlich mit den 
Bezeichnungen aus Abbildung 4 


ir +r)?-3r7 -3r3=32rır,, 
und nach dem Höhensatz ist 
FC’=2r, -2r,=4r, rJ. 


höhere Ableitungen: Ist die ?Ablei- 
tungsfunktion f’ einer Funktion f wie- 
der differenzierbar, dann kann man 
die zweite Ableitungsfunktion f":=(f’) 
bilden. Die Zahl f”(xo) gibt die Stei- 
gung der Ableitungsfunktion f’ an der 
Stelle x, an. Sie beschreibt die Art der 
Krümmung des Funktionsgraphen 
von f an der Stelle xo. Ist f” differen- 
zierbar, so kann man die dritte Ablei- 
tungsfunktion f"":=(f”) bilden, allge- 
mein die n-te Ableitungsfunktion 


ref), 


wenn die (n—1)te Ableitungsfunktion 
f"-» differenzierbar ist. Man spricht 
allgemein von den höheren Ableitun- 
gen oder höheren Ableitungsfunktionen 
von f. Statt f””, f””,.... schreibt man 
fr, f®,.... Unter f'” versteht man 
die Funktion f selbst. 

Beispiele: 1) Für die natürliche tEx- 
ponentialfunktion gilt 


(exp)”=exp 


für alle neN. 
2) Für die Sinusfunktion (?trigonome- 
trische Funktionen) gilt 
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(sin)? = sin, 
(sin)"+V= cos, 
(sin)*"+2 = - sin, 
(sin)"+9 = — cos 
für n=0, 1,2% 


3) Für die ? Potenzfunktion f: xı>x" 
(neN) gilt 


fW)=nx"', 

f(=nn-1)x"”?, 

fr ’a)=nin-1)-...-3-2-x 

f"(x)=n!  (tFakultät) 
und 

frdo)=frtdk)=...=0. 


Sind die Funktionen f und g n-mal 
differenzierbar, dann gilt die Leibniz- 
sche Formel (nach G.W. Leibniz, 
1646-1716): 


n 


ol) _ ) (k), oin-k) 
(fg) 2 ( Img 
(tBinomialkoeffizient). 
Auch bei den ?partiellen Ableitungen 
einer Funktion mehrerer Variabler 
sind die höheren Ableitungen von Be- 
deutung. 
Höldersche Ungleichung (nach O. 
Hölder, 1859-1937). Es seien p, q reel- 
le Zahlen mit 
1 1 
p,q>1 und -+-=1. 
p4q 
Für 4,2, 20 und 0.0, 
v„20 gilt dann 
n n 2 n z 
p q 
Zuns(Zu)- (Dr). 
ij i=1 i=1 
Sind die Funktionen |f(x) und 
|g(x)|? im Intervall [a,b] intergrierbar 
(t Integral), dann gilt 


b 


If) ga) dx 


a 


Homomorphismus 


1 1 


s|fwrax]" [Hawrax]' 


Der Sonderfall p=q=2 liefert die 
Schwarzsche Ungleichung (nach H.A. 
Schwarz, 1843-1921). 
Homomorphismus: Abbildung f einer 
Talgebraischen Struktur (A, x) in eine 
algebraische Struktur (B,o), bei wel- 
cher 


faı * a,)=f(aı)of(a;) 


für alle a), a,€eA gilt. Das Bild eines 
Verknüpfungsergebnisses ist also das 
Verknüpfungsergebnis der Bilder. Da- 
her spricht man auch von verknüp- 


fungstreuen Abbildungen. Statt „Homo- 


morphismus“ sagt man auch Morphis- 
mus oder homomorphe Abbildung. 
Entsprechend ist ein Homomorphis- 
mus einer algebraischen Struktur mit 
zwei Verknüpfungen in eine ebensol- 
che definiert; die Verknüpfungstreue 
ist dann bezüglich beider Verknüpfun- 
gen zu fordern. 

Ist f injektiv, so heißt f Monomorphis- 
mus oder monomorphe Abbildung. Ist f 
surjektiv, so heißt f Epimorphismus 
oder epimorphe Abbildung. Ist f bijek- 
tiv, so heißt f Isomorphismus oder 
isomorphe Abbildung. Ein Isomorphis- 
mus einer algebraischen Struktur auf 
sich heißt Automorphismus oder auto- 
morphe Abbildung. 

Existiert ein Isomorphismus von (A, *) 
auf (B,o, dann nennt man _die- 
se beiden algebraischen Strukturen 
isomorph. Entsprechend werden die 


Begriffe homomorph, epimorph, mo- 
nomorph und automorph definiert. 
Zwischen isomorphen algebraischen 


Strukturen besteht in algebraischer 
Hinsicht kein Unterschied, nur die in- 
haltliche Bedeutung der Elemente 
(Zahlen, Vektoren, Abbildungen, ...) 
und der Verknüpfung (Multiplikation, 


Horner-Schema 
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Addition, Verkettung, .. 
schieden sein. 

Beispiele: 1) Die Abbildung x>—x 
ist ein Automorphismus von (R, +) 
auf sich, denn es gilt 


-(x+y)=(-x)+(-y) 
für alle x, yeR. 


.) kann ver- 


1 
2) Die Abbildung x>-— ist ein Auto- 
x 


morphismus von (R*,-) auf sich, denn 
es gilt 
1 11 


xy xy 
für alle x,yeR*. 
3) Die Abbildung x>3x ist ein Mo- 
nomorphismus von (Z,+) in (Z, +), 
denn es gilt 


3(x+y)=3x+3y 


für alle x, yeZ. 

4) Die Abbildung x>2* ist ein Iso- 
morphismus von (R,+) auf (R*,.), 
denn es gilt 


277 =2%.2 


für alle x, yeR. 

5) Die Abbildung x+logx ist ein 
Isomorphismus von (R*,-) auf (R, +), 
denn es gilt 


log(x-yJ)=logx+logy 


für alle x,yeR*. 

6) Ist B(M) die Menge aller Teilmen- 
gen von M (1 Potenzmenge) und kürzt 
man die Ergänzungsmenge M\A mit 
A ab, dann ist At>A ein Isomorphis- 


mus von (P(M), 
denn es gilt 
AuB=AnB 
für alle A, Be®(M) (t Formeln von de 
Morgan). 
7) Es sei R„ die Menge aller !Rest- 
klassen modm (meN), ferner sei X die 
Restklasse modm, welche die ganze 
Zahl x enthält. Addition und Multipli- 
kation von Restklassen werden mit ® 
bzw. mit © bezeichnet. Dann ist xx 
ein Epimorphismus von (Z, +,:) auf 
(Rn, ®, DO). 
8) Eine tlineare Abbildung eines Vek- 
torraums V in einen Vektorraum W 
ist ein Vektorraumhomomorphismus. 
Horner-Schema (nach W.G. Horner, 
1786-1837): Das Horner-Schema dient 
zur Berechnung von Werten einer 
Polynomfunktion 


u) auf (PM), N), 


xril 
.+02xX?+41X%+0o. 


x>p(x)=a,xX"+a,_ı 


Dem Schema liegt folgende Darstel- 
lung des Polynoms zugrunde: 


PX)=((...(anx+a_ı)X + 2)X + 


..+a2)X+aı)X+ao. 


Das Horner-Schema ist folgenderma- 
Ben aufgebaut (Abb. 1): In der ersten 
Zeile werden die Koeffizienten von 
p(x) notiert, wobei für nicht in p vor- 
kommende Potenzen eine Null zu 
schreiben ist. In der dritten Zeile steht 
an erster Stelle der Koeffizient a,. Die 
Terme der zweiten Zeile entstehen 
durch Multiplikation des unmittelbar 





Abb. 1: Horner-Schema 
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voranstehenden Terms der dritten Zei- 
le mit xo. Die Terme der dritten Zeile 
sind die Summen der darüberstehen- 
den Terme der ersten und der zweiten 
Zeile. Als letzten Term in der dritten 
Zeile erhält man den gesuchten Wert 
P(Xo). 

Beispiel 1: Berechnung des Werts von 
p(x)=3x°—-2x*+3 an der Stelle 2. 





Man erhält also p(2)= 

Das Horner-Schema kann man auch 
zur Berechnung der Koeffizienten des 
Polynoms 


P(x) = p(xo) 
XXo 


q(x)= 


benutzen. Es ist nämlich 








xx xl nn 
ax)=a, +4_-1 
X—-Xo X-Xo 
x2—x3 X—X%o 
„+4 +aı 
X-Xo Xx-Xo 


=b,_1x""1+b,_2x""?+...+bo 
mit 
b,=a x 1-i 
n 
+1 X +... +44 
und die Koeffizienten 
Du-i: Bu --+,D14 Bo 


bilden gerade die dritte Zeile (mit 
Ausnahme des letzten Terms) im 
Horner-Schema. 

Beispiel 2: Für das Polynom in Bei- 
spiel 1 erhält man 


p(x)— p(2) 
x—2 
=3x*+4x°+8x?+16x+32. 


Horner-Schema 


Das Horner-Schema kann man also 
zur Abspaltung eines Linearfaktors ei- 
nes Polynoms verwenden: 


P(X)= 4x) -Xo)+ P(Xo). 


Beispiel 3: Division des Polynoms 
p(x)=2x° -5x*+3x?—-x?—-12 
durch x+1 (mit Rest). 





Es ergibt sich 


Do) 


=2x’-2x*-3x°+6x? 
x+l 





Abb. 2: Vollständiges Horner-Schema 


Möchte man das Polynom p(x) als 
Polynom in x—xo darstellen, also 


Hyperbel 


p(x)=b(x —xXo)"+bn_1(x —-Xo)""" + 
..+b1(x—xo)+bo, 


dann wendet man das Horner-Schema 
mehrfach an (vollständiges Horner- 
Schema). In Abbildung 2 ist dies an 
dem Polynom aus Beispiel 3 darge- 
stellt. 

Es ergibt sich 


Pix) = 2x +16 -12(x + 1)5+25(x + 1)* 
— 17(x+1)?— 10(x +1)? 
+19(x+1)- 19. 


Hyperbel: Eine Hyperbel läßt sich wie 
eine tEllipse und eine tParabel als 
Schnittlinie eines (doppelten) Kreiske- 
gels mit einer Ebene darstellen (tKe- 
gelschnitt). Dabei muß die Ebene so 
gegen die Kegelachse geneigt sein, daß 
sie beide Hälften des Doppelkegels 
schneidet (Abb. 1). 





Abb. 1: Hyperbel als Kegelschnitt 


Die Hyperbel kann auf verschiedene 
Arten als Ortskurve (?geometrischer 
Ort) definiert werden: 

Ortsdefinition: Es seien zwei Punkte 
Fı, F, und eine reelle Zahl a>O gege- 
ben. Die Menge aller Punkte P, für 
welche die Differenz der Abstände von 
F, und F, konstant gleich 2a ist, heißt 
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Hyperbel (mit den Brennpunkten F,, F3 
und der Hauptachsenlänge 2a). In Ab- 
bildung 2 sind alle wichtigen Bezeich- 
nungen an einer Hyperbel angegeben. 
Die Hyperbel besteht aus zwei Ästen. 
In Abbildung 2 ist der rechte Ast 
durch 


PR -PBE=2a, 
der linke Ast durch 
PBE-PF=2a 


charakterisiert. 

















M Mittelpunkt 
F,B Brennpunkte 
S,,93 Hauptscheitel 
53,54 Nebenscheitel 
S,53 Hauptachse, 
reelle Achse 
5,5, =:2a 
5354 Nebenachse, 
imaginäre Achse 
S3$4=:2b 
MS,,MS; reelle Halbachsen 
MS;,MS, imaginäre Halbachsen 
FM=BM=:e lineare Exzentrizität 


e 


= numerische Exzentrizität 


a 
Abb. 2: Bezeichnungen an der Hyperbel 


Zwischen den Halbachsenlängen a,b 
und der linearen Exzentrizität besteht 
die Beziehung a°+b?=e?. Für die nu- 


e . 
merische Exzentrizität &=- gilt e>1. 
a 
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Die Hyperbel hat zwei fAsymptoten, 
die durch den Mittelpunkt M gehen 
und bezüglich der Hauptachse die 


b b 
Steigungen +- und —- haben (Abb. 3). 
a a 





Abb. 3: Asymptoten der Hyperbel 


Die Bezeichnung der Punkte F, und 
F als Brennpunkte rührt daher, daß 
ein von F, ausgehender Lichtstrahl so 
reflektiert wird, daß er von F, auszu- 
gehen scheint (Abb. 4). 





Tangente Hyperbel 


Abb. 4: Brennpunkte der Hyperbel 


Leitliniendefinition: Gegeben sei eine 
Gerade g und ein Punkt F, ferner eine 
reelle Zahl k mit k>1. Die Menge al- 
ler Punkte P, für welche das Verhältnis 
des Abstands zu g und des Abstands zu 
F konstant gleich k ist, heißt Hyperbel 
(mit der Leitlinie g und dem Brenn- 
punkt F; Abb. 5). 

Für k=1 erhält man auf diese Art 
eine Definition der tParabel, für 
0<k<1 eine Definition der tEllipse. 


Hyperbel 


8 


Abb. 5: Leitliniendefinition der Hyperbel 
(L Fußpunkt des Lotes von P auf g) 


Leitkreisdefinition: Gegeben sei ein 
Kreis k und ein Punkt F im Äußern 
von k. Die Menge aller Punkte P, die 
von k und F den gleichen Abstand 
haben, bilden einen Ast einer Hyperbel 
(mit dem Leitkreis k und dem 
Brennpunkt F; Abb. 6). 


Abb. 6: Leitkreisdefinition der Hyperbel 


Aus allen oben gegebenen Definitio- 
nen der Hyperbel kann man ihre Glei- 
chung in einem kartesischen 1 Koordi- 
natensystem herleiten. Liegt die reelle 
Achse (Länge 2a) auf der x-Achse, die 
imaginäre Achse (Länge 2b) auf der y- 
Achse, der Mittelpunkt also im Ur- 
sprung, dann lautet die Hyperbelglei- 
chung 
2 2 
N (1) 
er b 
Ist M=(xm,)ym) der Mittelpunkt der 
Hyperbel und liegt die reelle Achse 
parallel zur x-Achse, die imaginäre 
Achse parallel zur y-Achse, dann lau- 


Hyperbel 
tet die Hyperbelgleichung 


(x =)" „Um E 2) 
a b 
Die Hyperbel mit den Halbachsenlän- 


gen a,b und dem Mittelpunkt (—a,0) 
hat die Scheitelgleichung (Abb. 7) 


y?=2px-(1-e?)x? 
2 
mit p=— (Parameter der Hyperbel) 
a 


e 
und e=- (numerische Exzentrizität). 
a 





Abb. 7: Hyperbel mit dem Mittelpunkt 
in (-a,0) 


Ob die allgemeine Gleichung einer 
tKurve zweiter Ordnung eine Hyper- 
bel darstellt, untersucht man mit Hilfe 
der t Hauptachsentransformation. 
Die Hyperbel mit der Gleichung 


x —-yY=1 


heißt Einheitshyperbel (in Analogie 
zum Einheitskreis). Dreht man die Hy- 
perbel mit der Gleichung x?-y?=2 
um 45°, dann lautet ihre Gleichung 
xy=1 und ihre Asymptoten sind die 
Koordinatenachsen (Abb. 8). 
Tangenten an die Hyperbel: Die Tan- 
gente an die Hyperbel mit der Glei- 
chung (1) im Punkt (xp, yp) hat die 
Gleichung 


%Xp Yyr_ 


a 


a? b? 





Abb. 8: Hyperbel mit der Gleichung xy=1 


Eine Konstruktion der Tangente er- 
gibt sich aus der Tatsache, daß die 
Tangente im Punkt P den Winkel 
zwischen den Brennstrecken PF, und 
PE, halbiert (Abb. 4). Für die Hyper- 
bel mit der Gleichung (2) lautet die 
Gleichung der Tangente im Punkt 


(Xp, yYp) 


(X —-XmIXp—Xm) 


a? 


_w=ymMyr=ym) = 

b? u 

Die Gerade mit der Gleichung y=mx 

+n ist genau dann Tangente an die 

Hyperbel mit der Gleichung (1), wenn 
die Tangentenbedingung 


1: 


a’m?—b?’=n? 


erfüllt ist. Dies folgt aus der Bedin- 
gung, daß die tDiskriminante der 
tquadratischen Gleichung 


x? (mx+n)? 
Fe 


gleich Null sein muß. 

Von einen Punkt (xo, yo) „zwischen” 
den beiden Hyperbelästen aus gibt es 
zwei verschiedene Tangenten an die 
Hyperbel. Die Gerade durch die bei- 
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den Berührpunkte ist die tPolare der 
Hyperbel zum Pol (xo, yo) und hat die 
Gleichung 

%Xo )Yyo_ 


Tu 
wenn die Hyperbel die Gleichung (1) 
hat. Mit ihrer Hilfe kann man die Be- 
rührpunkte und damit die Tangenten- 
gleichungen bestimmen (Abb. 9). 





Abb. 9: Polare zum Pol P(xo, yo) 





Abb. 10: Konstruktion der Hyperbel- 
tangenten 


In Abbildung 10 ist eine Konstruktion 
der beiden Tangenten von einem 
Punkt P aus an die Hyperbel durch- 
geführt. Dabei sind O, und O, die 
Schnittpunkte der Kreise um P mit 
dem Radius PF, und um BR mit dem 
Radius 2a. Die Tangente t, ist recht- 


Hyperbelfunktionen 


winklig zu FO}, die Tangente t, ist 
rechtwinklig zu FO,. Der Berühr- 
punkt P, liegt auf der Geraden durch 
FB, und O,, der Berührpunkt P, auf der 
Geraden durch RB und O,. 

Hyperbeln treten als Bahnkurven von 
Kometen im Schwerefeld eines Him- 
melskörpers auf. 

Den rechten Ast der Hyperbel mit der 
Gleichung (1) kann man mit Hilfe der 
tHyperbelfunktionen durch 


x=acosht, y=bsinht 
mit teR beschreiben (t Parameterdar- 
stellung). 


Hyperbelfunktionen (hyperbolische 
Funktionen): Bezeichnung für die fol- 
genden Funktionen, die mit Hilfe der 
t Exponentialfunktion definiert sind: 

H vperbelsinus (Sinus hyperbolicus): 


er—e”* 
2 


Hyperbelkosinus (Cosinus hyperbolicus, 
t Kettenlinie): 


e’+e”* 


sinhx:= 





(Abb. 1); 





coshx:= (Abb. 1); 


y=cosh x 





y=sinh x 


Abb. 1: Hyperbelsinus und Hyperbel- 
kosinus 


Hyperbelfunktionen 


Hyperbeltangens (Tangens hyperboli- 
cus): 
e&—-e-* 
tanh x: = —— (Abb. 2); 
ee” 


Hyperbelkotangens (Cotangens hyper- 
bolicus): 
ee 





cothx:= (Abb. 2). 


er—e”* 





Abb. 2: Hyperbeltangens und Hyperbel- 
kotangens 


Die Analogie zwischen den Hyperbel- 
funktionen und den trigonometrischen 
Funktionen (Kreisfunktionen) besteht 
zunächst darin, daß der ? Parameter- 
darstellung 


x=acost, y=bsint 


(te[0,2r[) der Ellipse mit der Glei- 
2 2 

chung tt die Parameterdar- 
a 

stellung 


x=acosht, y=bsinht 


(teIR) des rechten Astes der Hyperbel 
2 2 


mit der Gleichung l ent- 


2, 
® 
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spricht. Es gilt nämlich 
(acosht)? (bsinhr)? 
gl 
a b 
Noch deutlicher wird die Analogie 
zwischen den Hyperbelfunktionen und 
den Kreisfunktionen, wenn man ihre 


Bedeutung an der Einheitshyperbel 
(x?-y?=1) und am  Einheitskreis 


(x?+y?”=1)gegenüberstellt (Abb. 3 und 
Abb. 4). Der Parameter t kann jeweils 
schraffierten 


als Flächeninhalt des 
Sektors gedeutet werden. 





Abb. 3: Kreisfunktionen am Einheitskreis 






x N, WW 


Abb. 4: Hyperbelfunktionen an der 
Einheitshyperbel 
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In Analogie zu den Additionstheore- 
men für trigonometrische Funktionen 
gilt 
sinh(x+y)=sinhx cosh y 
+coshxsinh y, 
cosh(x+y)=coshxcosh y 
+sinhx sinh y. 
Aus der TTaylor-Reihe der Exponen- 


tialfunktion ergeben sich die Taylor- 
Reihen für sinh und cosh: 





[6) xzn+l 
sinhx = J), ———, 
no (2n+1)! 
6) 2n 
coshx = ; 
Li 


Anhand der Taylor-Reihen der trigo- 
nometrischen Funktionen erkennt 
man folgende Darstellungen für sin 
und cos: 


eit_e-ix 
sin x ae Tue: 
el? Le='? 
ae ya 
Dabei ist i die imaginäre Einheit 


(tkomplexe Zahlen). Auch hier zeigt 
sich die Analogie zwischen den Hy- 
perbelfunktionen und den Kreisfunk- 
tionen. 

Die Umkehrfunktionen der Hyperbel- 
funktionen sind die ?Areafunktio- 
nen. 

hypergeometrische Reihe: Die ?Po- 
tenzreihe 


oo 


Mr 


eh) 
ce 


mit 





hypergeometrische Verteilung 


heißt hypergeometrische Reihe mit 
den Parametern , ß, y. 

Dabei sind «, ß, y reelle Zahlen, wel- 
che von 0, —1,—2, —3,... verschieden 
sind, und für reR ist 


1.2.3... .n 


(TBinomialkoeffizient). Die Reihe kon- 
vergiert für |x|<1 und stellt dort die 
hypergeometrische Funktion mit den 
Parametern «, ß, y dar. Diese Funk- 
tion genügt der hypergeometrischen 
Differentialgleichung 


x(x—-1)y" +la+Pß+1)x-y)y 
+aßy=0. 





n 


Die hypergeometrische Differential- 
gleichung ist also eine lineare gewöhn- 
liche tDifferentialgleichung zweiter 
Ordnung; sie wird auch als Gaußsche 
Differentialgleichung (nach C.F. Gauß, 
1777-1855) bezeichnet. 

Im Sonderfall =ß=y=1 erhält man 
die geometrische Reihe (?geometri- 
sche Folge). 

hypergeometrische Verteilung: Die 
t Wahrscheinlichkeitsverteilung einer 
Zufallsgröße X mit den Werten 
0,1,2,...,m heißt eine hypergeometri- 
sche Verteilung, wenn 


(u) In) 
k/\m-k 

En 

m 
Beispiel: Eine Urne enthalte n Kugeln, 
davon seien w Kugeln weiß und n— w 
Kugeln schwarz. Die Wahrscheinlich- 
keit, bei Entnahme von m Kugeln (oh- 
ne Zurücklegen) genau k weiße Ku- 
geln zu erhalten, ist durch (x) gegeben 
(Abb. 1). 
Anwendungen: I) Zahlenlotto (? Glücks- 


spiele): Die Wahrscheinlich-keit für 
„genau k Richtige“ (O<k<6) ist 


P(X=k)= 


W 


(n=49, m=6, w=6). 





KH EN nn 
w Nn— r 
() In=4 
Möglichkeiten Möglichkeiten 
für k weiße für m—k schwarze 
Kugeln Kugeln 


n 
In 
Möglichkeiten 


für m Kugeln 
insgesamt 


2) Eine Warensendung enthält 80 gute 
und 20 defekte Stücke. Es werden 10 
Stücke entnommen. Die Wahrschein- 
lichkeit, daß darunter genau k defekte 
Stücke sind (k=0,1, ..., 10), ist 


20 80 
(u io-ı) 
100 
> 
(n= 100, m= 10, w=20). 
Für k=2 ergibt sich 
20!.80!-10!.90! 
2!.18!1.8!.72!.100! 


Der tErwartungswert der hypergeo- 


x0,318. 





; ß ’ w : 
metrischen Verteilung ist m-—, die 
1 Varianz ist * 





w w\ n—m 
m. (1). 
n n!/ n-1 
Die hypergeometrische Verteilung kann 
für den Fall, daß m sehr viel kleiner 
als n ist (etwa m:n<1:100) sehr gut 
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durch die tBinomialverteilung ange- 
nähert werden: 


nes 
In) 
N (") p*(1—p)"-" mit p=— 


Man kann dann also die Entnahme 
einer Stichprobe ohne Zurücklegen in 
diesem Fall ebenso behandeln wie die 
Entnahme einer Stichprobe mit Zu- 
rücklegen. 

Hypothese (genauer statistische Hypo- 
these); Annahme (Vermutung) über 
die unbekannte t Wahrscheinlichkeit 
eines Ereignisses oder die (nicht voll- 
ständig bekannte) 1 Wahrscheinlich- 
keitsverteilung einer Zufallsgröße. 
Beim tTesten einer Hypothese be- 
rechnet man die Wahrscheinlichkeit, 
mit welcher die Hypothese aufgrund 
der Ergebnisse eines Zufallsexperi- 
ments irrtümlich beibehalten oder ver- 
worfen wird. 


I 


identische Abbildung (kurz Identität): 
Abbildung einer Menge A auf sich, 
die jedem Element aeA wieder das 
Element a zuordnet. Die identische 
Abbildung auf der Menge A wird oft 
mit id, bezeichnet. Der Graph der 
tFunktion idpk£ im tKoordinaten- 
system ist die Winkelhalbierende des 
l. und 3. Quadranten. Die identische 
Abbildung der Ebene auf sich läßt je- 
den Punkt fest, hat also jeden Punkt 
als ?TFixpunkt. Bei der 1 Verkettung 
von Abbildungen spielt die identische 
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Abbildung die Rolle des Tneutralen 
Elements. 

Indikator: Als Indikator eines ? Ereig- 
nisses E bezeichnet man die durch 


idee) 1, falls weE, 
d)= 
= 0, falls wEE, 


definierte ?Zufallsgröße I;. Der TEr- 
wartungswert von I; ist gleich der 
t Wahrscheinlichkeit von E. 
Allgemeiner nennt man für eine Teil- 
menge A einer Menge M die auf M 
durch 


—— 1, 
XalX)= 0, 


definierte Funktion xy, die charakteri- 
stische Funktion der Teilmenge A. 
Man kann den Indikator eines Ereig- 
nisses E also auch als die charakteri- 
stische Funktion von E definieren. 
Infimum (untere Grenze): Bezeichnung 
für die größte untere TSchranke einer 
Menge M reeller Zahlen. Man be- 
zeichnet sie mit infM. 

Beispiele: 1) Die Menge {xeR|x?<2} 
hat das Infimum - 2; dieses ist kein 
Element der Menge. 

2) Die Menge {x?-6x+12|xeRR} hat 
das Infimum 3; dieses gehört zu der 
Menge. 

Die Beispiele zeigen, daß das Infimum 
einer Menge selbst nicht Element der 
Menge sein muß (Beispiel 1), daß dies 
aber möglich ist (Beispiel 2). Zu jeder 
nach unten beschränkten Menge reel- 
ler Zahlen existiert stets das Infimum. 
Diese Eigenschaft bezeichnet man als 
t Vollständigkeit der reellen Zahlen. 
Zu einer nach unten beschränkten 
Menge rationaler Zahlen muß da- 
gegen nicht immer ein rationales 
Infimum existieren: Die Menge 
{xeQ|x?>2,x>0} hat in ® kein Infi- 
mum, denn Y2 ist keine rationale 
Zahl. 


falls xeA, 
falls xeM\A, 


Informatik 


Das Infimum einer Funktion ist das In- 
fimum der Menge ihrer Werte. Ist f 


auf der Menge A definiert, also 
f: A>R, so ist 

inf f(x):=inf f(A), 

xeA 


wo f(A) die Menge aller Funktions- 


werte (Bildmenge) ist. — Tauch Su- 
premum. 

Informatik (engl. computer science): 
Wissenschaft von der Entwicklung 


und Anwendung elektronischer Da- 
tenverarbeitungsanlagen und der auto- 
matischen Verarbeitung von Informa- 
tionen. Sie läßt sich in die Teilberei- 
che theoretische Informatik, angewand- 
te Informatik und technische Informa- 
tik gliedern. 

Die Grundlage der theoretischen Infor- 
matik ist die Theorie der Berechenbar- 
keit, in der Präzisierungen des Algo- 
rithmus-Begriffs untersucht werden. In 
der Automatentheorie, einem Teilge- 
biet der theoretischen Informatik, wer- 
den mathematische Modelle für den 
Bau und das Verhalten informations- 
verarbeitender Maschinen untersucht. 
Mit ihr im Zusammenhang steht die 
Theorie der formalen Sprache. 

In der angewandten Informatik unter- 
sucht man die Anwendungsmöglich- 
keiten elektronischer Datenverarbei- 
tungsanlagen. Von großer Bedeutung 
ist die Entwicklung der Software, also 
der Programme, die zur Benutzung ei- 
ner Anlage erforderlich sind. 

In der technischen Informatik befaßt 
man sich mit der Entwicklung von 
Schaltungen und deren technischen 
Realisierungen, also mit der Hardware 
elektronischer Datenverarbeitungsan- 
lagen. 

Der Bereich des Programmierens und 
das Feld der Entwicklung neuer, zu- 
verlässigerer und leistungsfähigerer 
t Programmiersprachen stellt ein Bin- 


Informationstheorie 


deglied zwischen der theoretischen 
und der technischen Informatik dar. 
Informationstheorie ist eine 1948 von 
dem amerikanischen Mathematiker 
C.E. Shannon (*1916) begründete ma- 
thematische Theorie, die sich mit der 
strukturellen und quantitativen Er- 
fassung und mit den (statistischen) 
Gesetzmäßigkeiten der Übermittlung 
und Verarbeitung von Informationen 
(Nachrichten) befaßt. Eine Nachricht 
ist eine (endliche) Folge von Zeichen 
oder Zuständen, denen eine bestimmte 
Bedeutung zugeordnet ist. Ein Nach- 
richtensystem besteht aus einer Nach- 
richtenquelle (Sender), einem Nach- 
richtenkanal (Übertragungssystem) und 
einer Nachrichtensenke (Empfänger). 
Fragen der Kodierung und Deko- 
dierung von Nachrichten und mög- 
licher Fehlererkennung und -korrek- 
tur werden in der TKodierungstheorie 
untersucht. 

Viele Informationen (Nachrichten) las- 
sen sich anhand von binären Entschei- 
dungen festlegen bzw. erfragen. Wer- 
den dazu k Abfragen benötigt, dann 
sagt man, die Information habe den 
Informationswert k. Dabei nimmt man 
an, daß für jede Abfrage die beiden 
möglichen Antworten die gleiche 
Wahrscheinlichkeit (3) haben. 
Beispiele: 1) Es sei ein Skatspiel 
(32 Karten) vorgelegt. Die Information 
„Herzdame“ hat den Informationswert 
5, denn mit 5 binären Entscheidungen 
kann man diese Karte ermitteln: 


1. Rot oder Schwarz? (Rot!) 

2. Karo oder Herz? (Herz!) 

3. Zahl oder Bild? (Bild!) 

4. Bube/Dame oder König/As? 
(Bube/Dame!) 

5. Bube oder Dame? (Dame!) 


2) Eine Zahl zwischen 0 und 1023 
(=2'°-1) soll erfragt werden. Hierzu 
sind 10 binäre Abfragen notwendig. 


280 


Im folgenden ist die richtige Antwort 
immer unterstrichen: 


x<51l2 oder x2512? 
x <256 oder x2 256? 
x<128 oder x2 128? 
x<192 oder x 192? 
x<160 oder x 2 160? 
x<176 oder x2 176° 
x<168 oder x2 168? 
x<164 oder x2 164? 
x<162 oder x2162? 
x<163.oder x2 163? 





Die erfragte Zahl 163 hat also unter 
den Zahlen 0,1,2,...,1023 den Infor- 
mationswert 10. Offentsichtlich hat in 
der Menge aller n-stelligen O- 1-Fol- 
gen jede dieser Folgen den Infor- 
mationswert n. 

Sind in einer n-stelligen O—-1-Folge N 
(„Nachricht“) die Wahrscheinlichkei- 
ten für das Auftreten der Zeichen 0 
und 1 gleich (also beide gleich 3), 
dann besteht zwischen der Wahr- 
scheinlichkeit P(N) (=2”") und dem 
Informationswert Inf(N) (=n) von N 
der Zusammenhang 2-"!W=P(N), al- 
so 


Inf(N)= —IdP(N), 


wobei ld der tLogarithmus zur Basis 
2 (Logarithmus dualis) ist. Dieser Zu- 
sammenhang legt eine allgemeinere 
Definition des Begriffs des Informa- 
tionswerts einer Nachricht nahe: Eine 
Nachricht N bestehe aus n Symbolen 
eines Alphabets A=[{a,,a>,...,a,} mit 
k Zeichen, welche mit den Wahr- 
scheinlichkeiten p;,P>, ...,p, auftreten 
(pı +p2+...+pı=1). Dabei komme 
das Symbol a; genau z;-mal vor 
(z1+22+...+z,=n). Dann definiert 
man den Informationswert (Informa- 
tionsgehalt) Inf{N) von N durch 
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k 
Inf(N):= -1d P(N)= - Y zildp.. 

i=1 
Man kann annehmen, daß in einer 
hinreichend langen Nachricht zwi- 
schen den Zahlen p; und z; der Zu- 
sammenhang z;=np; besteht, daß die 
Zeichen also in einer ihrer Wahr- 
scheinlichkeit entsprechenden Häufig- 
keit auftreten. Dann gilt 


k 
Inf(N)= —n y, pildp.. 


i=1 
’ . 1 
Die mittlere Informationsrate - Inf(N) 
n 


hängt dann nur noch von dem Alpha- 
bet ab. Man nennt sie die Entropie 
E(A) des Alphabets A. Es gilt also die 
Shannonsche Formel 


DI = 


E(A)=— ), pildpi. 


i=1 


It A={0,1}, dann liegt ein binärer 
Code vor (t Kodierungstheorie); dabei 
sei p die Wahrscheinlichkeit von 0, al- 
so 1—p die Wahrscheinlichkeit von 1. 
Die Entropie ist in diesem Fall 


Epin= —-p-Idp-(1—p)-Id(1—p) 


für O<p<1. Für p=0 oder p=|1 setzt 
man zweckmäßigerweise Eyn=0. In 
Abbildung I ist der Graph von Epin 
dargestellt. 

Epin nimmt seinen maximalen Wert | 
für p=$ an. Dies gilt auch im allge- 
meinen Fall: Für ein Alphabet mit k 
Zeichen ist die Entropie maximal, 
wenn alle Zeichen die gleiche Wahr- 


1 
scheinlichkeit (.) haben. Daher inter- 


pretiert man die Entropie auch als ein 
Maß für die Abweichung einer Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung von der 
Gleichverteilung. Für die maximale 


1 
Entropie bei Pi=, (=1,2,...,%K) gilt 





Inkreis 

En; =1Ak. 
Den Quotienten e:= nennt man 
relative  Entropie. Die Differenz 


R:=Enax—E nennt man Redundanz 





R 
des Alphabets. Der Quotient r:= 


(=1-.e) heißt relative Redundanz des 
Alphabets. 


Epin 





02 04 06 0,8 1 p 


0 für p=0 
Eyin(p)=$ -p ld p-(1-p)-Id(1-p) für O<p<I 
0 fürp=| 


Abb. 1: Entropie bei binären Codes 


Informationswerte pflegt man nicht 
einfach als Zahlen, sondern mit dem 
Einheitensymbol bit anzugeben. Dies 
ist eine Abkürzung für basic indisso- 
luble information unit. Die Entropie 
wird dann in bit/Zeichen angegeben. 
Dies ist zweckmäßig, damit man einen 
Informationswert oder eine Entropie 
gleich als solche erkennen kann. 

Inkreis: Ein Kreis, welcher alle Seiten 
eines TPolygons von innen berührt, 
heißt Inkreis des Polgygons. Genau 
dann besitzt ein Polygon einen In- 
kreis, wenn sich alle Winkelhalbieren- 
den der Innenwinkel in einem Punkt 
schneiden, welcher dann der Mittel- 
punkt des Inkreises ist. Alle regelmä- 
Bigen Polygone besitzen einen Inkreis. 





innerer Punkt 


Alle t Dreiecke besitzen einen Inkreis. 
Ein Viereck besitzt genau dann einen 
Inkreis und heißt dann ein Tangenten- 
viereck, wenn die Summen der Längen 
gegenüberliegender Seiten gleich sind 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Tangentenviereck 


Man kann den Begriff des Inkreises 
verallgemeinern, indem man nach n- 
Ecken sucht, welchen tEllipsen einbe- 
schrieben sind. Es gilt der folgende 
Satz: Einem Sechseck ist genau dann 
eine Ellipse einbeschrieben, wenn die 
Verbindungsgeraden gegenüberliegen- 
der Punkte durch einen gemeinsamen 
Punkt gehen (Abb. 2). Man spricht 
dann von einem Tangentensechseck. 


Abb. 2: Tangentensechseck 


Entsprechend dem Inkreis eines Poly- 
gons kann man die Inkugel eines 
t Polyeders definieren. Sie berührt die 
Seitenflächen des Polyeders, jede 
Polyederfläche ist also eine Tangen- 
tialebene der Inkugel. Alle regelmäßi- 
gen Polyeder (platonische Körper) be- 
sitzen eine Inkugel, jedoch auch einige 
weitere Polyeder wie z.B. die quadrati- 
sche Pyramide in Abbildung 3. 
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Abb. 3: dem Mittelpunkt 


6 


1+y10 


Inkugel mit 


M(0,0,r) und dem Radius r= 





innerer Punkt: Punkt einer Teilmenge 
M von R' (i=1,2,3), der eine ganz in 
M enthaltene ?tUmgebung besitzt. 
Die Menge der inneren Punkte von M 
ist toffen; sie heißt Inneres von M 
oder offener Kern von M und wird 
mit M° bezeichnet. Die Punkte aus 
R'\M° sind täußere Punkte oder 
Randpunkte. 

Integral. In der Mathematik haben 
sich unterschiedliche Integralbegriffe 
entwickelt. Der einfachste Integralbe- 
griff ist das Riemann-Integral; dieses 
spielt in naturwissenschaftlichen und 
technischen Anwendungen die größte 
Rolle. Das Stieltjes-Integral erweist 
sich z.B. in der ?Zahlentheorie und 
in der Wahrscheinlichkeitstheorie 
(tWahrscheinlichkeitsrechnung) von 
großem Nutzen. Das Lebesgue-Inte- 
gral ist ebenfalls in der Wahrschein- 
lichkeitstheorie (Maßtheorie) von Be- 
deutung. 

Riemann-Integral (nach B. Riemann, 
1826-1866): Es soll der Flächeninhalt 
berechnet werden, den der Graph ei- 
ner Funktion f mit der x-Achse zwi- 
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schen zwei Stellen a und b einschließt 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Riemann-Integral 


Die Funktion f soll dabei auf dem 


Intervall [a,b] tbeschränkt sein. 
Durch 

Z={x%, X1,%X25 Re 
mit 


ask <xXı &Xr<..<x,=b 


ist eine Zerlegung des Intervalls [a,b] 
in Teilintervalle I,:= [%-1; X] (k = 1, 
2,...,n) definiert. Setzt man 


m(f):= Int 768 
(tInfimum) und 


M= sup) 


(tSupremum), dann heißt 


Sz(f):= 3 mr xXk- 1) 
k=1 


die Untersumme von f bezüglich Z 
und 


Sz(f):= 2 MASK %k-ı) 
k=1 


die Obersumme von f bezüglich Z. In 
Abbildung 2 sind Untersumme und 
Obersumme für eine Funktion mit po- 
sitiven Werten veranschaulicht. 

Läßt man nun für Z alle nur denk- 
baren Zerlegungen von [a,b] zu, 
dann ist die Menge der Zahlen S;(f) 


Integral 


nach unten beschränkt durch (b-a) 
inf f(x), während die Menge der Zah- 


[a,b] _ 
len S,(f)nach oben beschränkt ist durch 


(b-a)sup’f(x). Daher existieren die 
[a,b] 
Zahlen 


S(N:=supsz(f) 
und 


SN:= inf SZ). 





O| a=x X4Xs X X =b 


X X. %3 


Abb. 2: Untersumme und Obersumme 





Abb. 3 


Stets gilt S(f)<S(f). Ist nun S(f) 
=S(f), dann heißt f auf [a,b] Rie- 
mann-integrierbar (kurz integrierbar), 
und der gemeinsame Wert von S(f) 
und S(f) heißt das Riemann-Integral 
(kurz Integral) von f auf [a,b]; man 
bezeichnet es mit 


b 
fax. 


Läßt man dabei auch Funktionen mit 
negativen Werten zu, dann kann das 


Integral 


Integral auch negative Werte anneh- 
men (Abb. 3). 

Wählt man zu einer Zerlegung Z ein 
n-Tupel X von Zwischenwerten, also 


X =f&,,82,:.,&,) 
mit 
HS SKK SHSKSe;S 
PR Erök 


dann heißt die Summe 


Sz(F, X): = , EICH -ı) 
k=1 


eine Riemannsche Summe zur Zerle- 
gung Z. Mit Hilfe dieser Summen 
kann man ebenfalls den Begriff des 
Riemann-Integrals definieren. Dazu 
definiert man die Feinheit ||Z|| der 
Zerlegung Z durch 

|Z|:= max (X —-x-1). 

1<k<n 

Genau dann ist f auf [a,b] Riemann- 
integrierbar, wenn für jede Folge von 
Zerlegungen ZU), ZI, zZ), ... mit 

lim |Z®||=0 
und jede Folge von zugehörigen Zwi- 
schenpunkt-Tupeln XV, x, x... 
die Folge der Riemannschen Summen 
zum gleichen Grenzwert konvergiert. 
Dieser Grenzwert ist dann das Rie- 
mann-Integral von f auf [a,b]. 
Ist f stetig auf [a,b] (tStetigkeit), 
dann ist f Riemann-integrierbar auf 
[a,b]. Die Umkehrung dieses Satzes 
gilt nicht, denn es gibt auf einem In- 
tervall unstetige Funktionen, welche 
dort integrierbar sind. Eine Funktion 
ist auf einem Intervall integrierbar, 
wenn sie dort beschränkt ist und die 
Menge ihrer Unstetigkeitsstellen das 
tMaß 0 hat. 
In der ?Integralrechnung entwickelt 
man Regeln für die Berechnung von 
Integralen. 
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Der Begriff des Riemann-Integrals 
läßt sich auf Funktionen ausdehnen, 
welche im Integrationsintervall unbe- 
schränkt sind, ferner auf Integrale mit 
unbeschränkten Integrationsinterval- 
len (Halbgeraden oder die ganze Zah- 
lengerade). Es handelt sich dann um 
T uneigentliche Integrale. 
Stieltjes-Integral (nach T.J. Stieltjes, 
1856-1894): Dies ist eine Verallgemei- 
nerung des Riemann-Integrals, wes- 
halb man auch vom Riemann-Stieltjes- 
Integral spricht. In analoger Weise 
läßt sich das unten definierte Lebes- 
gue-Integral zum Lebesgue-Stieltjes- 
Integral verallgemeinern. 

Auf dem Intervall [a,b] seien zwei be- 
schränkte Funktionen f und g 
definiert. Zu jeder Zerlegung Z= 
{X0, X15 ...,X%,} von [a,b], also 


a=Xy<xXı<..<x,=b, 
definiert man die Obersumme 
S):=% KUPFER) - 8-1) 
i=1 i 


und die Untersumme 


Sstf):=% (nk) (ei) - 8-1) 
i=1 i 


mit /:=[x;_ı,x;]. Ist das Infimum 
von Sz gleich dem Supremum von S;, 
jeweils gebildet über alle möglichen 
Zerlegungen Z von [a,b], dann be- 
zeichnet man die Zahl 


S:=infSz=supSz 
Z Z 
als Riemann-Stieltjes-Integral (kurz 


Stieltjes-Integral) von f nach g über 
[a,b]. Man schreibt dafür 


b 
If)dei). 
Es gelten folgende Sätze: 
b 
1) Wenn [f(x)dg(x) existiert, dann 
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b 
existiert auch [g(x)df (x 


a 


), und es ist 


b 


(f)dg@) 


= f(b)g(b)- f(a) g(a) - je x)df(x 


2) Ist f auf [a,b] stetig und ist 


ı ls Kin JISK 

für jede Zerlegung Z und eine feste 
positive Zahl K, dann existiert das 
Stieltjes-Integral von f nach g über 
[a,b]. 

3) Ist g in [a,b] stetig differenzierbar, 
dann ist 


b b 
\Fde)=| FT )dx, 

wobei auf der rechten Seite ein Rie- 
mann-Integral steht. 

4) Es sei f stetig auf [a,b] und g eine 
t Treppenfunktion mit den Sprungstel- 
len C1,C2, ...,Cm_ı und 


veh<t 8. << eh, 
dann existiert das Stieltjes-Integral 
von f nach g über [a,b], und es ist 


b m 
If 9dsld)= % Fla)lglc)- glei -ı)) 


Anwendung des Stieltjes-Integrals in 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Ist X 
eine TZufallsgröße und 


eX):=P(X x), 


dann gilt für den ?Erwartungswert 
von X 

E(X)= | xdg(x). 
Das tuneigentliche Integral ist hier 
ebenso wie im Fall des Riemann-Inte- 
grals definiert. Setzt man u=E(X), 
dann gilt für die f Varianz von X 


Integral 


VIX)= | (x-Wdgkk) 
Sind X,,X, unabhängige Zufallsgrö- 
Ben mit 


ER =P(X,sx), 
Sax P(X,<x), 


dann ist 


P(X, +Ä,<x)= | fl -t)dfz(t) 


= | flx-Vdfı(t) 


Lebesgue-Integral (nach H. Lebesgue, 
1875-1941): Zunächst wird das Lebes- 
gue-Maß (1Maß) einer Teilmenge 
von R definiert: Ist M eine offene und 
beschränkte Teilmenge von R, dann 
läßt sich M als disjunkte (paarweise 
elementfremde) Vereinigung von offe- 
nen Intervallen I,, I,,... schreiben. 
Ist |/,| die Länge des Intervalls I, 
(k=1,2, ....) dann setzt man 


=) hl; 
k 


dies ist eine endliche Summe oder eine 
(unendliche) Reihe. Die Zahl m(M) 
heißt das Lebesgue-Maß von M. 

Ist M eine abgeschlossene beschränkte 
Teilmenge von R und / ein offenes 
Intervall mit M<I, dann nennt man 


m(M):=|I|— m(I\M) 


das Lebesgue-Maß von M; man be- 
achte, daß I\M offen ist, daß also 
m(I\M) bereits definiert ist. 

Ist nun M eine beliebige beschränkte 
Teilmenge von R, so definiert man 
das äußere Maß von M durch 


m*(M):= inf m(F) 
M<eF 
F offen und beschränkt 


und das innere Maß von M durch 


m,(M):= sup m(F). 
FeM 
F abgeschlossen 


Integral 


Ist m*(M)=m,(M), dann heißt M Le- 
besgue-meßbar und m(M):=m*(M) 
(=m,(M)) das Lebesgue-Maß von M. 
Beispiel: Die Menge M=[0,1]n® 
(Menge der rationalen Zahlen im In- 
tervall [0,1]) ist Lebesgue-meßbar 
und hat das Lebesgue-Maß 0: 

a) It F<EM und F abgeschlossen, 
dann ist F={r} mit reM, also m(F) 
=0; denn in jeder Umgebung einer 
rationalen Zahl liegen irrationale Zah- 
len. Folglich ist m, (M)=0. 

b) M ist abzählbar, also 


M={a,,43,43,...}, 


Ist U; eine „Umgebung von a; (t Um- 
gebung), so ist M< | ) U,, also m*(M) 
i=1 


=2 = Folglich ist m*(M)<e für 


jedes &>0, also m*(M)=0. 

Eine auf einer Lebesgue-meßbaren 
Teilmenge M von R definierte Funk- 
tion f heißt Lebesgue-meßbar, wenn 
für je zwei Zahlen a,b mit a<b die 
Menge {xeMlasf(x)<b} Lebesgue- 
meßbar ist. 

Es sei nun f eine auf der Lebesgue- 
meßbaren Teilemenge M von R defi- 
nierte Lebesgue-meßbare Funktion 
mit 


A<f(x)<B 
Ferner sei 


für alle xeM. 


A=yo<yı<y2<...<y„=B 
eine Zerlegung des Intervalls [A,B[ 
und 

M.:={xeM|y.<sf(x)<yrrı)- 
Dann heißt 


n—1 


2 yım(M,) 
k=0 


eine untere Lebesgue-Summe und 
n—1 


> Yr+1M(M}) 


k= 


eine obere Lebesgue-Summe von f. 
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Ist s(f) das Supremum der Menge 
aller unteren Lebesgue-Summen zu 
allen möglichen Zerlegungen von 
[A,B[, ferner S(f) das Infimum der 
Menge aller oberen Lebesgue-Sum- 
men zu allen möglichen Zerlegungen 
von [A,B[, dann ist s(f)<S(f). Ist 
s(f)=S(f), dann heißt f auf M 
Lebesgue-integrierbar und der gemein- 
same Wert dieser Zahlen das Lebes- 
gue-Integral von f über M. Man be- 
zeichnet es mit 


(L)|f oder (L)|f(x)dx. 
M M 


Ist M ein abgeschlossenes Intervall 
und f Riemann-integrierbar auf M, 
dann stimmt das Lebesgue-Integral 
mit dem Riemann-Integral überein. 
Beispiel: Es sei f auf [0,1] definiert 
durch 


si, 


Dann ist O< f(x)<2 für alle xe[0, 1]. 
Für jede Einteilung von [0,2[ ergibt 
sich für beide Lebesgue-Summen der 
Wert 1, also ist 


(L) | fl. 


[0,1] 


für irrationales x, 
für rationales x. 


Die Funktion f ist nicht Riemann-in- 
tegrierbar, das Lebesgue-Integral ist 
also eine echte Verallgemeinerung des 
Riemann-Integrals. 

Die bisher genannten Integrale bezo- 
gen sich auf Funktionen einer reellen 
Variablen. Für Funktionen von zwei 
reellen Variablen kann man Integrale 
definieren, deren Integrationsbereich 
eine Kurve ist (T Kurvenintegral), und 
solche, deren Integrationsbereich ein 
Gebiet ist (TGebietsintegral). In ent- 
sprechender Weise lassen sich unter- 
schiedliche Arten von Integralen für 
Funktionen von mehr als zwei Va- 
riablen definieren. 
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Integration komplexer Funktionen: In 
der tFunktionentheorie definiert man 
das Integral einer komplexen Funk- 
tion einer komplexen Variablen über 
einen Weg y in der komplexen Zahlen- 
ebene. Im folgenden sei f in einem 
TGebiet G stetig, und y eine stetige, 
stückweise stetig differenzierbare ein- 
fache (d.h. doppelpunktfreie) Kurve in 
G, welche zwei Punkte a,beG verbin- 
det. Analog zur Riemannschen Sum- 
me bildete man eine Zerlegung der 
Kurve y durch Teilpunkte a=zo, 
Zi, ...,21„=b und wählt Zwischen- 
punkte £,, &3,...., &,, wie es in Abbil- 
dung 4 angedeutet ist. 





Abb. 4: Integration einer komplexen 
Funktion 


Man betrachtet nun die Summe 


Sz:= % fl&ulz 
k=1 


welche noch von den gewählten Zwi- 
schenpunkten abhängt. Aufgrund der 
Voraussetzungen über f und y gilt 
nun, daß für jede Folge von Zerle- 
gungen Z, deren Feinheiten ||Z||:= 


max |z,—z,_,| gegen O0 streben, die 
1sk<n 


Folge obiger Zahlen S, unabhängig 
von den gewählten Zwischenpunkten 
gegen ein und dieselbe komplexe Zahl 
konvergiert. Diese heißt das Integral 
von f über den Weg y und wird mit 


| f(a)dz 


bezeichnet. Ist G einfach zusammen- 
hängend und f eine in G fanalytische 


1) 


Integralrechnung 


Funktion, dann ist das Integral nicht 
von y, sondern nur von a,b abhängig, 
so daß man in diesem Fall auch 


b 
| f(a)dz 


schreibt. Dies folgt aus dem tHaupt- 
satz der Funktionentheorie bzw. ist 
mit diesem gleichwertig. 

Zerlegt man f in Real- und Imaginär- 
teil, also 


SRHiy)=ulx,y)+ivlx, y), 
dann gilt 
[f(z)dz 


=|(u(x, y)dx—-v(x, y)dy) 


+if(u(x, dx + us, y)dy), 
y 
wobei die rechts stehenden Integrale 
reelle tKurvenintegrale sind. Ist der 
Integrationsweg y in der ? Parameter- 
darstellung 


()-(0) weten 
gegeben, so e 


‚A (z)dz= Is z(t)) ai 

unabhängie von der gewählten Para- 
meterdarstellung. 

Integralrechnung. Den folgenden Aus- 
führungen liegt das Riemann-Integral 
für reelle Funktionen einer reellen Va- 
riablen zugrunde (? Integral). 
Grundlegende Regeln: 1) Ist f auf 
[a, b] integrierbar und ceR, dann ist 
auch cf auf [a, b] integrierbar, und es 
en 


jeri« Jax=e[faa 
2) Sind f und g auf [a,b] integrierbar, 


dann ist auch f+g auf [a,b] integrier- 
bar, und es gilt 


Integralrechnung 


b b b 
+9 ddx=|fd)dx+[g()dx. 


3) Sind f und g auf [a,b] integrierbar 
und gilt dort f(x)<g(x), dann ist 
b b 


[I dx<|g(a)dx. 
4) Ist f auf [a,b] integrierbar, dann 
ist auch | f| auf [a,b] integrierbar, und 
es gilt 








b b 
N fddx<||fR)Idx. 

5) Sind f und g auf [a,b] integrierbar, 
dann ist auch f-g auf [a,b] inte- 
grierbar. 

6) Ist f auf [a,b] und auf [b,c] inte- 
grierbar, dann ist f auch auf [a,c] in- 
tegrierbar, und es gilt 


c b N 
[FW dx=|f)dx+ | flX)dx. 
a a b 


(Intervalladditivität). b 
7) Zunächst ist das Integral | f(x)dx 


nur für a<b definiert. Für a=b und 
a>b ist die Definition des Integrals so 
zu ergänzen, daß Regel 6) erhalten 
bleibt, also folgendermaßen: 


[fwax:=0, 


a 


b 
(f)dx:= - | flx)dx. 


b 


Unbestimmtes Integral: Es sei I ein 
Intervall und f eine auf jedem Inter- 
vall [a,b]<=I integrierbare Funktion; 
ferner sei xoel. Die Funktion F mit 
D(F)=I und 


F(x)= | f(n)dt 
heißt Integral von f als Funktion der 


oberen Grenze oder kurz eine Integral- 
funktion von f. Die Funktion F ist ste- 
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tig auf I (?Stetigkeit). Sie ist ?differen- 
zierbar auf /, wenn f stetig auf I ist, 
und es gilt dann 


FR)=f&) 
(tHauptsatz der Differential- und In- 
tegralrechnung). Sind f und F auf I 
definiert und gilt dort F'=f, dann 
nennt man F eine Stammfunktion von 
f. Sind FR und RB Stammfunktionen 
von f, dann gilt F(x)=F(x)+c mit 
ceR. Mit F ist auch jede Funktion 
der Form F+c (ceR) eine Stamm- 
funktion von f. Aufgrund des Haupt- 
satzes gilt 

b 

\ f(w)dx=F(b)- F(a)=:F(x)l 
für jede Stammfunktion F von f. Das 
Aufsuchen einer Stammfunktion ist 
die Umkehrung des Bestimmens einer 
tAbleitungsfunktion. Eine auf I steti- 
ge Funktion f besitzt nach dem 
Hauptsatz immer Stammfunktionen; 
es ist aber oft schwer, eine solche ele- 
mentar zu beschreiben, d.h. für den 


Ausdruck | f(t)dt eine Beschreibung 


a 
durch einfache Funktionsterme zu fin- 
den (Telementare Funktion). Betrach- 
tet man einen gewissen Bereich von 
Funktionen (z.B. die rationalen Funk- 
tionen), so muß die Stammfunktion ei- 
ner Funktion aus diesem Bereich 
nicht wieder zu diesem Bereich gehö- 
ren. Mit Hilfe des Integrals kann man 
also neue Funktionen definieren. Man 
kann z.B. ausgehend von den rationa- 
len Funktionen die Funktion In und 
arctan durch 


“1 
Inx:=| -dt 
1 


bzw. 


x 


arctanx:= | —— dt 
ol+t? 


definieren. 
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Existiert keine Stammfunktion von f 
oder gelingt es nicht, diese zu berech- 
nen, dann benutzt man zur Bestim- 
mung des Integrals von f Methoden 
der tnumerischen Integration. 

Besitzt f eine Stammfunktion auf I, so 
bezeichnet man mit [f die Menge al- 
ler Stammfunktionen von f auf I, also 


(f:={FIF=f auf I}. 


Man nennt |f das unbestimmte Inte- 
gral von f und schreibt dafür auch 


(f)dx. 


Die Beziehung Fe|f drückt man 
dann auch in der Form 


[f(x)dx=F(x)+const. 


aus. In dieser Form sind auf den Sei- 
ten 291 bis 294 Beispiele für unbe- 
stimmte Integral angegeben. Der Gül- 
tigkeitsbereich ergibt sich aus den 
Definitionsmengen der jeweiligen 
Funktion. 

Ist Fe|f und Ge[g, so ist F+Ge/|f +g. 
Dies schreibt man auch in der Form 


[+8 )dx=|Fx)dx+ [gw)dx. 


Ist Fe|f und ceR, dann ist cFe|cf. 
Dies schreibt man in der Form 


fcf(&)dx=c|f(x)dx. 


Partielle Integration: Sind f und g ste- 
tig differenzierbar auf einem Intervall 
I, dann gilt dort 


Va)ga)dx 
= f(x) g(x)- IF )ela)dx 


(Produktregel, Regel von der partiellen 
Integration). Dies folgt aus der Formel 
(f-V=f-g+f-g für die Ableitung 
eines Produktes. Zwecks sinnvoller 
Anwendung dieser Regel muß man 
immer erst überlegen, welcher Faktor 
des Integranden die Rolle von f und 
welcher die Rolle von g’ übernehmen 
soll. 
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Integralrechnung 


Beispiel 1: Es gilt 
[xe*dx=xe’-[e"dx 


=xe’—e"+const. 


Beispiel 2: Für a# —1 ist 





[x"Inxdx 
xe+l 1 1 

_ Inx -— —— [x**!.—dx 
a+1 a+1 x 
a+1 rl 

=—— 11x - ———— +const. 
+1 («+ 1)? 


Substitutionsregel: Es sei p eine auf 
dem Intervall / stetig differenzierbare 
Funktion, ferner f eine auf dem Inter- 
vall o(I) (Bild von I unter 9) stetige 
Funktion. Dann gilt auf / 


FEW) PWdı=|f)dxie-gwm.  (*) 


In dem rechts stehenden unbestimm- 
ten Integral ist also nach Auffinden 
einer Stammfunktion F(x) die Va- 
riable x durch oft) zu ersetzen. Ist 
o'(t)#0 auf I, dann erhält man die 
Formel 


(fix)dx 
= (pt) PMdLl-.-1W- (xx) 


Die beiden Formeln (x) und (**) fol- 
gen aus der Kettenregel für 1Ablei- 
tungsfunktionen. Formel (xx) folgt aus 
(x), wenn @ auf I umkehrbar ist 
(t Umkehrfunktion); dies wird durch 
die Bedingung ’(t)+0 gewährleistet. 
Beispiel 3: Mit p(t)=1-t? erhält man 
t 1, —2t 
[ dt= I t 


VI-t? 


1.1 
— in 


= —-VYx+const.,-ı.. 
= -V1-t? +const. 


Beispiel 4: Mit gft)=1+t?, also 


p(x)=yVx-1 erhält man 
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| 


dx 





x—1 
4 l+t? 
” TE 
=2[(1+r?)dtl,_ vi 
=2t+3t?+const.|,_yxi 


=2yx—-1+3(x—-1)Vx—1+const. 


Integration mittels Partialbruchzerle- 
gung: Zur Integration einer rationalen 
Funktion stellt man diese zunächst 
als eine Summe aus einer ganzrationa- 
len Funktion (Polynomfunktion) und 
von Funktionen mit Termen der 





-2tdtl,- vi 





Form 
b bx+c 
(x+a)" (x?+1)" 


(nach geeigneter Substitution) dar 
(t Partialbruchzerlegung). Zu diesen 
Funktionen ermittelt man dann die 
Stammfunktionen. 
Beispiel 5: Es ist 


= 2x?r4r—2 





I SR Bert 
1 1 1 3 1 
= ——+-: a 7 5 
x-1l 2(x-1) 2x+1l 
also 


ddx=Ine-1)-;. 





x—|1 


3 
—zaretan x+ const. 


Unbestimmte Integrale rationaler Funk- 
tionen: Aufgrund der ?Partialbruch- 
zerlegung kann man sich auf die fol- 
genden drei Typen von Integralen be- 
schränken: 
1 
ragen 
(x-a) 
1 1 


m — ——+const, 
n—1 (x-a)"-! 
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1 
—d 
SFr = 

1 1 


(ce by} Ir +u?)" du, 


mit c>b?; dieses Integral wird nach 
der Rekursionsformel auf Seite 293 
berechnet. 


| 


X 
Eee. SEE 
(er2bxt — 
ı N 


2(n—1) (x?+2bx+.c)"-! 


-b| 


Gr2brroy " 

das Integral auf der rechten Seite ist 
vom zweiten Typ. 

Im folgenden sei R eine rationale 
Funktion von einer, zwei bzw. drei 
Variablen. Dann kann man Integrale 
mit den angegebenen Integranden 
durch die genannte Substitution im- 
mer in ein Integral einer rationalen 
Funktion verwandeln: 


’ 








Integrand Substitution 
R(e"*) t=e"* 

A x 
R(sinx,cosx) t=tan 3 
R(sinhx, coshx) t=tanh — 

5 1—-x 
R(x,y 1—-x”) i= 

l+x 
—1 
R&,V?-1) ie  —_ 
x+1l 

R(x,V1+x?) t=x+Vx?+1 
ax+b 


R(x,Yax?+2bx+c) | = ———— 
Vlac—b?| 


( | er) | /ax+b 
Rx, t= 
cx+d cx+d 








Unbestimmte Integrale 


a+1 


x 
2A = 
I “ a+l 





+const. (a+-|1) 


1 
| - dx=Inx+const. 
x 


X 


[a dx= + const. (a>0; a+1) 
Ina 
[Inxdx=xInx—x+const. 


l 
[ is =$(In x)? +const. 
x 


S 





dx=In(Inx)+const. 
xInx 


a+l 


+1 
[sinxdx= —-cosx+const. 





1 
(x Inxdx=- (inx-——) +eonst. («+ —1) 
& a 


[cosxdx=sinx+ const. 

[tanxdx= —-In (cos x)+const. 

[cotxdx=In (sin x)+ const. 

[sinh xdx=cosh x + const. 

[coshxdx=sinh x+const. 

[tanh xdx=In (cosh x) + const. 
[cothxdx=In (sinh x)+ const. 
[arcsinxdx=x arcsinx+y 1— x? +const. 
[arccosxdx=xarccosx— y1-x?+const. 

f arctanxdx=xarctanx—$In(1+x?)+const. 
[arccotxdx=x arccot x+$ In(1+x?)+const. 
[arsinnxdx=x arsinhx—y1+x?+const. 

| arcosh xdx=x arcosh x—yx?—1+const. 
[artanh xdx=x artanh x+$ In(1—x?)+ const. 
| arcoth xdx=x arcoth x +3 1n(x?—1)+ const. 


Bemerkung: Der Gültigkeitsbereich der Formeln für unbestimmte Integrale, in denen die 
Logarithmusfunktion vorkommt, läßt sich häufig mit Hilfe der Betragsfunktion ausdehnen, 
wie etwa in folgendem Beispiel: 
1 
1, dx=Inx+const. 
gilt in jedem Intervall ICE IR* (Menge der positiven reellen Zahlen) dagegen gilt 
\ 
f = dx=In|x| + const. 


auch in jedem Intervall ICE IR” (Menge der negativen reellen Zahlen). 


10* 


Unbestimmite Integrale (Fortsetzung) 
1 
| — dx=In (tan 2) +const. 
sinx 2 


1 
| —— dx=In (tan (2-5) +const.=2 artanh (tan x)) +const. 
cosx 2 2 2 


1 
| — —— dx=In(tan x) +const. 
sinx coSx 
1 
f 


5 dx= —-cotx+const. 
sin x 





1 
| —— dx=tanx+const. 
cos? x 


= 


sinh x 
l 


S 





dx=In (tan 2) +const. 


—— dx=2arctan (tanh 2) +const. 
cosh x 2 


hs dx=In(tanh x)+const. 
1 


een dx= —-cothx+const. 


1 
| ——— dx=tanh x+const. 
cosh“ x 


(sin? xdx=$(x-sin x cos x)+const. 
[cos?xdx=$(x+sinx cos x)+const. 


1 1 a 
Ran dam; arctan ( tan x) +const. (ab+0) 


a 


1 a 
Funn- Var dı= u artanh ( tan x) +const. (ab+0) 


1 
> -. du= arctan — — + onst. (a+0) 
1 x 1, a-x 
—- artanh —+ const.=— In ——+const., falls |x]<a 
1 a a 2a aH+tx 
(=— dx= (a>0) 
x’—a 1 x 1, x-a 
—- arcoth —+const.=— In——+const., falls |x|>a 
a a 2a x+a 
3 x 
f — dx=arcsin Z + sonst. = —arccos = + const. (a>0) 


X 


1 
ee 


1 ‚a 1 a 
dx= —- arcsin —+const.=- arccos—+const. (a>0) 
a x a x 


Unbestimmte Integrale (Fortsetzung) 


a ir a? —x? +const. 
[Va’-x?’dx= _& arocos &+% a?—-x?+const. (a>0) 


I dx=arsinh = +oonst.=In(+x+Y a?+x?)+const. (a>0) 


S 


dx=arcosh = +const. =In(x+yx?-a?)+const. (a>0) 


= 
1 


1 1 1 Va?+x? 
| —— dı= -- — arsinh — „+sonst. = —- zn u, (a>0) 
re x 
1 1 1 Ve?-x? 
| ——— dx= -- arcosh E +const.= --In Eye TE (a>0) 
xVal-x? a x a x 
x 
f —— dx=Yya?+x? +const. 


Va?+x? 
2 7 a? “8 /ı 23 
[Vx?’-a’ dx= er arcosh +, yx —-a?+const. (a>0) 


e 3% 
rn x?+a?+const. (a>0) 


ans const, falls c<b2 


en vr 


x +2bx+c 














arctan +const, falls c>b? 


1 x+ 
Ve-b? Ve-b? 


e’*(asinbx—bcosbx)+const. 





ax ci 1 
fe sinbxdx- 7. 





1 
fe**cosbx dx=7 gr e”*(acosbx+bsin bx)+ const. 


sin"*1x 





[sin'x cosxdx= +const. 


Rekursionsformeln für unbestimmte Integrale 


l . n-i,. 
[sin xdx= —- sin""! x cosx+—— |sin""?xdx 
n n 


1 . n-| 
| cos" xdx=- cos""! x sinx +—— | cos”"?xdx 
n n 


fx" sinxdx= -x"cosx+n|x""!cosxdx 


Unbestimmte Integrale (Fortsetzung) 


| x" cosxdx=x"sinx—n|x""!sinxdx 


[ sin” x cos"xdx= 


| (Inx)"dx=x(Inx)"—n|(Inx)""'"dx 

wedıere-n|n dx 

x a 
a+l 

1 x 


“(] ”.d 
| x’(Inx)"dx Sun 


sin"*"xcos" x n-1 





m+n m 


2n—3 


| sin” x cos""*xdx 


n 


— —— [x“(Inx)""!dx (a+-I|) 


1 


a 


Interpolation. Von einer Funktion f 
seien die Werte an den Stellen x, und 
x, (Stützstellen, Grundpunkte) be- 
kannt, man möchte aber f(x*) für eine 
Zwischenstelle x, <x*<x, näherungs- 
weise bestimmen. Dazu denkt man 
sich die Punkte (x,, f(xı)) und 
(x2, f(x3)) durch eine Strecke verbun- 
den und die Kurve zwischen x, und 
x, durch diese Strecke ersetzt 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Lineare Interpolation 


Aus dem Ansatz 
y*-f(ı) _xX*—X 


SR)-f&ı) %2-Xı 


findet man für f(x*) den Näherungs- 
wert 





X 





.Sa)-fı)). 


x* 
y=f(&ı)+t 
X2—Xı 


Dieses Verfahren nennt man lineare 
Interpolation. 

Beispiel 1: Aus der Logarithmentafel 
für Zehnerlogarithmen entnimmt man 


1g2,36=0,3729, 182,37 =0,3747. 


Man möchte daraus 1g2,364 bestim- 
men. Mit Hilfe der linearen Interpola- 
tion ergibt sich 
2,364 — 2,36 
2,37 — 2,36 
-(0,3747 — 0,3729) 
=0,3729 +75 0,0018 
=0,3729 + 0,00072. 
Man erhält also den (gerundeten) Nä- 
herungswert y*=0,3736. 
Beispiel 2: Aus der Logarithmentafel 
entnimmt man 
1g 2,36= 0,3729, 


Man möchte daraus den Numerus 
von 0,3736 möglichst genau bestim- 
men, also ein yeIR mit Igy=0,3736. 
Von der tUmkehrfunktion y=f(x) 
= 10* kennt man 


f(0,3729)=2,36, f1(0,3747)= 2,37. 
Die lineare Interpolation liefert 
0,3736 — 0,3729 
0,3747 — 0,3729 

(2,37 — 2,36) 
=2,36+73:0,01. 


y*=0,3729+ 


182,37 = 0,3747. 


y*=236+ 
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Man erhält für f(0,3736) also den (ge- 
rundeten) Näherungswert y* = 2,364. 
Beispiel 3: Aus der Sinustafel (? Trigo- 
nometrie) erhält man auf vier Stellen 
genau 


sin 26°12’=0,4415, 
sin 26°18’= 0,4431. 


Man möchte sin26°16' berechnen. 
Wegen 

16-12 5 2 

18-12 3 


muß man $% der Differenz 0,4431 
—0,4415=0,0016 zu 0,4415 addieren. 
Also ist 


sin 26° 16’ =0,4415+0,0011 
=0,4426. 
Die allgemeine Interpolationsaufgabe 
lautet: Gegeben seien n+1 verschiede- 
ne Punkte (x,, y;) (i=0, 1,2, ...,n). Ge- 
sucht ist ein Polynom p von möglichst 
kleinem Grad mit der Eigenschaft 


p(x.)=y; für i=0,1,2,...,n. 
Man nennt dabei 

Kos Ks u Stützstellen, 

Yo> Vi» +++» In Stützwerte, 


(Xo> Yo) +.» (Xn, Yn) Stützpunkte 


und p das zugehörige Interpolations- 
polynom. Das Interpolationspolynom 
ist eindeutig bestimmt, es gibt aber 
verschiedene Verfahren zu seiner Ge- 
winnung: Bei der Lagrangeschen In- 
terpolationsformel (nach J.L. Lagrange, 
1736-1813) bildet man zunächst die 
Grundpolynome 


n 





x—X; 
L.(x):= 
Z I KK 
ij 


([] ist das Produktzeichen) und mit 
diesen das Interpolationspolynom 


p(x)= >, y;Li(&). 
j=0 


Interpolation 


Beispiel 4: 


sun [3] 5 IE 





Sure [3 Po Tafel 


(x+l)x(x-1)x-2) 





L.)= 
IT DEI-I-N 
= 4x -2x°—x?+2x); 
RE sn ie een 
(FIN-II-2-3 
= txt -x?—-4x?+4x); 
(x+2)(x+1)(x-1)(x -2) 
Be nn 
(+2)(+1)(-1)(-2) 
=4(x?-5x?+4); 
(x+2)(x+1)x(x—2) 
Ba 
(+3)(+2(+D(-D 
= -4(x*+x°—4x?—4x); 
(x+2)(x+1)x(x—-1) 
A 
(+4)(+3)(+2)(+1) 
=Zu(x*+2x?’—x?—2x). 
Es ist 


p(Xx)=3Lo(x)—2Lz(x)+6L3(x)+ L4(x) 
= 4x? -2x°+12x2+2x—2, 

Von größerer Bedeutung für das prak- 

tische Rechnen ist die Newtonsche 


Interpolationsformel (nach I. Newton, 
1643-1727): 


p(x)= a0 
+a,(x—Xo) 
+a3(x—-Xo)(x —-Xı) 
+... 


FEREHRR) Ea) 


wobei sich die Koeffizienten ao, a1, -.-, 
a, sukzessiv aus dem folgenden Sche- 
ma berechnen: 


Yyo=4o, 
Yyı=a0+4a1(Xı -Xo), 


Intervall 


Y2=40+41(X2—Xo) 
+43(X2-Xo)X2 —-Xı), 


Yn=ao tan —-Xo)t -.. 
+4, -Xo lm -X1).-- 
ei): 
Beispiel 5: Mit der Newtonschen In- 
terpolationsformel erhält man für das 
Interpolationsproblem aus Beispiel 4 
das Schema 
3=49, 
O=m+a;-1, 
—2=a+4a1:2+a>:2-1, 
6=a9+a1-3+qa3-3-2+q3-3.2-1, 
l=a9+a,:4+43:4-3+qa3-4-3-2 


+44:4:3.2-1. 
Daraus ergibt sich der Reihe nach 
a=3, 1=-3, =}, 
a3=3, =-3. 


Also erhält man das Interpolations- 
polynom 
p(x)=3—-3(x+2)+3(x+2)(x+1) 
+3(x+2)(x+1)x 
—3(x+2)(x+1)x(x-1) 
= -Ixt-Ix’ +2? +2x—2. 


Intervall: Eine Menge treeller Zahlen 
heißt Intervall, wenn sie auf der 1 Zah- 
lengeraden durch eine Strecke darge- 
stellt werden kann (Abb. 1). Man be- 
zeichnet ein Intervall mit den End- 
punkten a und 5 (für a<b) mit 


[a, b], falls beide Endpunkte 
dazugehören, 


Ja, b], falls nur der rechte 
Endpunkt, 


[a, b[, falls nur der linke 
Endpunkt, 


Ja, b[, falls kein Endpunkt 


dazugehört. 
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Man nennt [a,b] abgeschlossenes In- 
tervall, ]a,b] und [a, b[ halboffene In- 
tervalle und ]a, b[ offenes Intervall. Es 
ıst 
[a,b]={xeRlasx<sb), 
Ja,b]={xeRla<xz<sb}, 
[a,b[={xeRjasx<b}, 
Ja,b[={xeRjla<x<b}. 


————— 
a [a,b] b 


——Ülm——— ii. 
a Ja,b] b 


a la. DT b 3 
a Ta, D] b 


Abb. 1: Intervalle 


Die Intervallschreibweise benutzt man 
auch für Halbgeraden aus der Zahlen- 
geraden: 

la, o[ :={xeRlasx}, 

Ja, o[ :={xeRla<x}, 

]-», al:={xeR|x<a)}, 

]-»,al:={xeR|x<a)}. 
Entsprechend kann man Intervalle in 
der Menge der trationalen Zahlen de- 
finieren. Um Intervalle in verschiede- 
nen Zahlenmengen unterscheiden zu 
können, kennzeichnet man diese ent- 
sprechend; man schreibt z.B. 

[a, bJr für ein Intervall in R, 

[a,b]o für ein Intervall in ®. 
Es ist also 

[2,3 R=ixeR|2<sx=s3}, 

[2,310 {xeQl2<xs3}. 
Treten als Intervallgrenzen Komma- 
zahlen (Dezimalzahlen) auf, so schreibt 
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man das Intervall mit Hilfe eines Se- 
mikolons: 

[2,35 3,721, 


Intervallschachtelung. Eine tFolge 
von abgeschlossenen Intervallen reel- 
ler Zahlen 


[aı, b,], 
mit 

La,+ 15 Dei ı] S [a,, b„] 

für alle neN 


[a>, b2], [a3, b;], Sale 


heißt eine Intervallschachtelung, wenn 
die Intervallängen b„—a, eine Nullfol- 
ge bilden, d.h. mit wachsendem n un- 
ter jede (noch so kleine) Schranke sin- 
ken. Die treellen Zahlen unterschei- 
den sich von den rationalen Zahlen 
dadurch, daß für sie das folgende In- 
tervallschachtelungsaxiom gilt: Jede 
Intervallschachtelung <[a,, b„]> reeller 
Zahlen besitzt einen Kern in R, d.h. 
es gibt ein ceR mit 


a„<sc<sb, füralle neN. 


Daher kann man die reellen Zahlen 
auch mit Hilfe von Intervallschachte- 
lungen in der Menge der rationalen 
Zahlen definieren. Dem entspricht, 
daß konkrete reelle Zahlen wie V2, Te, 
In 7,3Y2,... durch Intervallschachte- 
lungen in der Menge der rationalen 
Zahlen dargestellt („berechnet“) wer- 
den können. Definiert <[a,„, b„]> die 
reelle Zahl « und <[c„,d„]> die reelle 
Zahl ß, dann definiert <[a„+ch, 
b„+d,„]> die reelle Zahl «+ß. Sind 
überdies die Zahlen in den Intervall- 
schachtelungen positiv, so definiert 
<[a„c„, b„d„]> die reelle Zahl «Pß. 
inverses Element: Ist (M,x) eine 
talgebraische Struktur mit dem neu- 
tralen Element n und gilt für zwei Ele- 
mente a, deM 


axd=axa-mn, 


Inversion am Kreis 


dann heißt a’ inverses Element von a 
und a inverses Element von d'. 
Beispiele: 1) In (Z, +) (tganze Zahlen 
bezüglich der Addition) ist —5 inver- 
ses Element von +5 und umgekehrt. 
2) In der tGruppe der affınen Abbil- 
dungen (Tgeometrische Abbildungen) 
bezüglich der t Verkettung ist das in- 
verse Element einer Abbildung ihre 
t Umkehrabbildung. 

Inversion: Umkehrbare Abbildung, 
die mit ihrer ?tUmkehrabbildung 
übereinstimmt. Eine solche Abbildung 
heißt dann auch involutorisch. Beispie- 
le für Inversionen sind die Geraden- 
spiegelung, die Punktspiegelung (1 geo- 
metrische Abbildungen) und die ? Inver- 
sion am Kreis. 

Inversion am Kreis (Spiegelung am 
Kreis): Bezeichnung für die folgende 
Abbildung in der Ebene: Gegeben sei 
ein Kreis k (Inversionskreis) mit dem 
Mittelpunkt M _(Inversionszentrum) 
und dem Radius r. Dem Punkt M 
wird kein Bildpunkt zugeordnet. Ist 
P+M, dann liegt der Bildpunkt P’ auf 
der Halbgeraden von M aus durch P 
und es gilt 


MP-MP ar. 
Die Konstruktion des Bildpunktes er- 


folgt mit Hilfe des ?Kathetensatzes 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Konstruktion eines Bildpunktes 


Die Inversion am Kreis k hat folgende 
Eigenschaften: 

l) Sie ist eine bijektive (umkehrbare) 
Abbildung von ®\{M} auf sich, wo- 


Inversion am Kreis 


bei ® die Menge aller Punkte der 
Ebene bedeutet. 

2) Sie ist involutorisch, d.h. die Verket- 
tung mit sich selbst ergibt die identi- 
sche Abbildung; sie stimmt daher mit 
ihrer Umkehrabbildung überein. 

3) Die Punkte auf dem Kreis k sind 
die einzigen 1 Fixpunkte. 

4) Das Innere des Kreises k wird auf 
das Äußere abgebildet und umge- 
kehrt. 

5) Eine Gerade, die nicht durch M 
geht, wird in einen Kreis durch M 
abgebildet; ein Kreis durch M (ohne 
den Punkt M) wird in eine Gerade 
abgebildet (Abb. 2). 





Abb. 2: Inversion von Kreisen durch M 
(ohne den Punkt M) 


Abb. 3: Inversion eines Kreises 


6) Ein Kreis, der nicht durch M geht, 
wird wieder in einen Kreis abgebildet, 
der nicht durch M geht (Abb. 3). 
7) Die Geraden durch M (ohne den 
Punkt M) werden in sich abgebildet; 
dies sind die einzigen Fixgeraden. 
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8) Jeder Kreis, der k rechtwinklig 
schneidet, wird auf sich selbst abgebil- 
det, ist also ein Fixkreis (Abb. 4). 





Abb. 4: Fixkreis 


Ist in einem kartesischen Koordina- 
tensystem der Inversionskreis mit der 
Gleichung x?+y?=r? gegeben, dann 
lauten die Abbildungsgleichungen 


xr? yr? 


! ' 


x m, — 
x?+y? 2 


(Abb. 5). 


x?+y? 





Inversions- , 
kreis 





=(OP'-OP):(OP?) 
=r2:(x?+y?) 





Abb. 5: Abbildungsgleichungen einer 
Inversion 


Anwendungen. 1) Konstruktion von 
Spiegelbildern am Wölbspiegel (Abb. 6) 
und am Hohlspiegel (Abb. 7). 

2) Konstruktion eines Kreises k;, der 
zwei gegebene Kreise k, und kz be- 
rührt und durch einen gegebenen 
Punkt P geht (tApollonische Berüh- 
rungsaufgabe). Eine Inversion am 





4 
NY 7 
a — 
= 7 
Fan et 


N 


Abb. 6: Konstruktion von Spiegelbildern 
am Wölbspiegel 


Spiegel 


Bild 





Abb. 7: Konstruktion von Spiegelbildern 
am Hohlspiegel 


—— 


Abb. 8: Berührungsaufgabe 





Inzidenzstruktur 





Abb. 9: Hyperbel: x®—y?=1; Lemniskate: 
(x? +y?)?-(&?-y?)=0 


Kreis mit dem Mittelpunkt P, der 
rechtwinklig zu k, ist, liefert eine ein- 
fachere geometrische Konstellation: 
Der gesuchte Kreis wird zu einer Tan- 
gente an k, und an den Bildkreis von 
k,. Aus dieser Tangente entsteht bei 
Wiederholung der Inversion der ge- 
suchte Kreis k; (Abb. 8). 

3) Spiegelt man eine Hyperbel an dem 
Kreis um ihren Mittelpunkt durch die 
Scheitel, dann erhält man eine Lem- 
niskate (Abb. 9). 

Inzidenzstruktur: Tripel (P, B, I), wo- 
bei ®, B disjunkte Mengen sind und / 
eine TRelation zwischen ® und 8 ist, 
also /ZEWxB gilt. Die Elemente von 
PB heißen Punkte, die Elemente von B 
heiße Blöcke, und die Elemente von I 
heißen Fahnen. Für (P, b)eI schreibt 
man PIb und sagt „P inzidiert mit b“ 
oder „P liegt auf b*“ bzw. „b inzidiert 
mit P“ oder „b geht durch P“. Sind ® 
und ®B endliche Mengen, dann heißt 
die Inzidenzstruktur endlich. In diesem 
Fall setzt man 


rp:= Anzahl der beB mit PIb, 
k,:=Anzahl der Pe® mit PIb. 


Dann gilt 
Ir=lIl=\k. (1) 
Pe® beB 


Inzidenzstruktur 


Ist rp=r für alle Pe® und k,=k für 
alle beB, so heißt die Inzidenzstruktur 
eine taktische Konfiguration mit den 
Parametern |®|, |B|, r und k. In die- 
sem Fall inzidiert jeder Punkt mit r 
Blöcken und jeder Block mit k Punk- 
ten. Aus (1) folgt die Beziehung 


r-|PBI=k-|Bl. (2) 


Beispiele: 1) Es sei M eine n-elementi- 
ge Menge und P(M) die Menge der i- 
elementigen Teilmenge von M. Dann 
ist 

(P(M), P(M), <) 
eine taktische Konfiguration. Daher 


liefert (2) die folgende Beziehung für 
t Binomialkoeffizienten: 


AInLIHINEN 
N N N\j-i) 
2) Bezeichnet man mit P>,(M) die 
Menge aller Teilmengen von M mit 


mindestens k Elementen, dann ist die 
Inzidenzstruktur 


(R(M), P2,(M), <) 


keine taktische Konfiguration. Hier 
liefert (1) die Beziehung 


hin) 


12 Zahlen 


mit 0<i<j<n 


mit Osk<sn 







5 
9 
12 


19 
27 


Abb. 1: Blockplan des Systems VEW 22 


xIxixt I I IxT I Ixix] | IxIxI Ixixixt I || 
XXI IxI | 1 Ixtaixt II | I Ixixixl IST I 
ESEEJERR ER ES ES ER ER EIER EIER ES ER EI ES ER ER EIS N 
18|x| IxIx| IX 1x] I IX] Ixixi IxI [XI I IxT | 
x IxI IX] Ixixix] | Ixil | I XI IX IX] | 
EIER EIEIEIET ER ER ES ER ET RR ES EI ER ER ER ER EI EI I 
30| Ix[xixT Ixix| IxI | IxixI II I xl I I xl 
3ı[ IXixt [XIX IxI xl XI Isl IX I IxT I 
aa| IX] Ixixi Ixixi I XI IxIxT I IX I IK] 
aa\ ı IxIxixi I I [xixix] I | Ixixixi IT Ix| 
at | | | I xpeielaceixt I | 1 | 1 |xeixix 
s[ | III II TTT  KixixiKixieixTxixik 
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Eine endliche Inzidenzstruktur (P, 8, I) 
heißt ein Blockplan, wenn jeder Block 
mit genau k Punkten inzidiert und je- 
de t-Teilmenge von ® mit genau A 
Blöcken inzidiert. Ist dabei v:=|P|, 
dann spricht man von einem t— 
(v, k, A)-Blockplan. Dabei sagt man, 
eine Menge von Punkten inzidiere mit 
einem Block, wenn jeder Punkt dieser 
Menge mit dem Block inzidiert. Eine 
taktische Konfiguration ist ein 1— 
(v, k, r)-Blockplan. 





Tabelle 1 


Beispiel: Beim Zahlenlotto „6 aus 49“ 
(TGlücksspiele) sind die VEW-Sy- 
steme (verkürzte engere Wahl) Block- 
pläne. Abbildung I zeigt das System 
VEW 22; hier werden aus 12 Zahlen 
22 Tips gebildet, so daß jede 3-Teil- 
menge der gewählten 12 Zahlen in ge- 


22 Tips 














xxx Ix[x| 
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nau 2 Tips vorkommt. Es handelt sich 
also um einen 3— (12, 6, 2)-Blockplan. 
In Tabelle I sind alle beim Zahlenlot- 
to „6 aus 49“ üblichen VEW-Systeme 
angegeben. 

Eine Inzidenzstruktur (®, B, I) heißt 
eine Inzidenzgeometrie, wenn folgende 
Bedingungen erfüllt sind (fAxiome 
der Geometrie): 


I. Jeder Block inzidiert mit minde- 
stens zwei verschiedenen Punkten. 

II. Je zwei verschiedene Punkte inzi- 
dieren mit genau einem Block. 

III. Es gibt drei Punkte, die nicht mit 
ein und demselben Block inzidie- 
ren. 


Beispiele für Inzidenzgeometrien sind 
die Taffine Ebene und die ?projektive 
Ebene. 

irrational: Eine treelle Zahl, die keine 
trationale Zahl ist, bezeichnet man 
als irrationale Zahl. Eine irrationale 
Zahl läßt sich also nicht als Quotient 
zweier ganzer Zahlen darstellen. Die 
Menge R der reellen Zahlen setzt sich 
also aus der Menge ® der rationalen 
Zahlen und der Menge R\® der irra- 
tionalen Zahlen zusammen. 

Beispiele: 1) Die reelle Zahl v2 ist 
irrational. Gäbe es nämlich eine ratio- 
nale z mit z?=2, dann könnte man z 
in der Gestalt 


2 mit a,beN 
b 
und 
ggT (a, b)=1, 


also als voll gekürzten Bruch anneh- 
men. Dann wäre a?=2b?, also wäre a 
eine gerade Zahl, etwa a=2u mit 
ueN. Dann wäre aber (2u)?=2b?, al- 
so 2u?=b* und somit auch b eine ge- 
rade Zahl. Daher wäre ggT(a,b)>2, 
was im Widerspruch zu ggT(a, b)=1 
steht. Ähnlich kann man zeigen, daß 


irrational 


Vn mit neN immer dann irrational 
ist, wenn n keine Quadratzahl ist. 
2) Für r,neN ist die r-te Wurzel aus 
n, also die Zahl / n, genau dann ratio- 
nal, wenn n die r-te Potenz einer na- 
türlichen Zahl ist. Als Beispiel wird 
die Irrationalität von /120 bewiesen: 
—da 
Wäre y1290=, mit a,beN und 
ggT(a,b)=1 (voll gekürzter Bruch), 
dann wäre a’=120b°. Ist p ein Prim- 
teiler von a (t Primzahl), dann ist p° 
ein Primteiler von a°, also auch von 
120b°. Da 120 keine Primzahl zur 5- 
ten Potenz enthält, muß p ein Primtei- 
ler von b°, also auch von b sein. Dies 
widerspricht der angenommenen Tei- 
lerfremdheit von a und b. 
3) Mit einem ähnlichen Wider- 
spruchsbeweis wie in 1) und 2) kann 
man zeigen, daß jede reelle Zahl, wel- 
che einer Gleichung der Form 


X"+_1ıX" 14... +4xXt0=0 


mit zeZ für i=0,1,...,n—1 genügt 
(eine solche Talgebraische Zahl heißt 
ganzalgebraisch), ganz oder irrational 
1st. 

4) Die Werte der ?Logarithmusfunk- 
tion sind außer für einige Sonderfälle 
immer irrational. Im folgenden wird 
dies am Beispiel der Zahl 1g18 (Zeh- 
nerlogarithmus von 18) bewiesen: Wä- 


a 


re Ig 18=, mit a,beN, dann wäre 10 


=18, also 10°=18P. Eine solche Glei- 
chung kann aber nicht bestehen, denn 
10° ist durch die Primzahl 5 teilbar, 
während 18° nicht durch 5 teilbar 
ist. 

Bei allen Beweisen in 1) bis 4) haben 
wir den tHauptsatz der Zahlentheorie 
(Satz von der eindeutigen Primfaktor- 
zerlegung natürlicher Zahlen) be- 
nutzt. 

Unter den irrationalen Zahlen unter- 
scheidet man die falgebraischen Zah- 


isoperimetrische Ungleichung 


len und die transzendenten Zahlen. 
Beispiele für transzendente Zahlen 
sind lg18 (vgl. Beispiel 4), die t Euler- 
sche Zahl e und die Kreiszahl n 
(tKreis). Die „meisten“ irrationalen 
Zahlen sind transzendent, denn die 
Menge der algebraischen Zahlen ist 
fabzählbar, während die Menge der 
reellen Zahlen überabzählbar ist. 
isoperimetrische Ungleichung 

a) in der Ebene: Von allen konvexen 
Figuren mit gegebenem Flächeninhalt 
hat der Kreis den kleinsten Umfang. 


Wegen 
(nr) =4n(nr?) 


besteht also zwischen Umfang u und 
Flächeninhalt F einer konvexen Figur 
die Ungleichung 


u?>4AnF. 


b) im Raum: Von allen konvexen 
Körpern mit gegebenem Rauminhalt 
hat die Kugel die kleinste Oberfläche. 


Wegen 
(Anr?)’=36n($nr?)? 


besteht also zwischen Oberfläche O 
und Rauminhalt V eines konvexen 
Körpers die Ungleichung 


0°?>36nV*?. 


Iteration: Verfahren der schrittweisen 
Annäherung an die Lösung einer 
Gleichung, wobei man jedesmal den- 
selben Rechenvorgang auf den zuvor 
berechneten Wert anwendet: Im abge- 
schlossenen Intervall I sei eine Glei- 
chung 


x=o(x) 


und ein Startwert xoeI gegeben. Man 
bildet die Folge (x,„> nach der Vor- 
schrift 


x1:=P(Xo), 
X2:=0(X1), 
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x:=pR)), 


X:=olXn- 1) 


Damit ist der allgemeine Fall eines 
Iterationsverfahrens in IR beschrieben. 
Die Gleichung x=o(x) bezeichnet 
man in diesem Zusammenhang als 
Iterationsformel. Die Folge (x,> kann 
man natürlich nur dann konstruieren, 
wenn gilt: 


xel > o(x)el. 


Die Funktion p muß also das Inter- 
vall / in sich abbilden. Ist I=[a, b], 
so muß der Graph von @ ganz in dem 
in Abbildung I eingezeichneten Qua- 
drat verlaufen. 





XX3 | x ° 


-2 % 


Abb. 2 


Das Iterationsverfahren kann man 
durch einen achsenparallelen Strek- 
kenzug veranschaulichen. 
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Beispiel 1: Für p(x)= 





und x,= 
2+x . 


—1,5 beginnt die Iterationsfolge mit 
“o=-15, Xı=2 X%,=0,25, x3=0,44, 
x4=0,41 (Abb. 2). 

Beispiel 2: Mit p(x)=Y5S+x und 
xo= -2 ergibt sich die Iterationsfolge 
= -2, X =1,73, X, =2,59, %3=2,76, 
x%=278, X =279,  xXe6=2,79, ... 
(Abb. 3). 







yayst 


—5 
Abb. 3 
Beispiel 3: Mit p(x)=cosx und xo= 


—2 ergibt sich der in Abbildung 4 
eingezeichnete Streckenzug. 





Abb. 4 


a 
Beispiel 4: Mit p(x)=% (x+2) ergibt 
% 


sich das tHeronsche Verfahren zur 
Berechnung der Quadratwurzel Ya. 

Ist die Funktion p in / stetig und 
besitzt die Folge (x,> einen Grenz- 
wert X in I, dann gilt x=o(X), dann 
ist also X eine Lösung der Gleichung 
x=o(x). Diese Lösung X wird durch 
die Zahlen der Folge (x„> schrittweise 
angenähert. Das Iterationsverfahren 
heißt daher auch Verfahren der schritt- 


Iteration 


weisen Annäherung oder Verfahren der 
sukzessiven Approximation. 

Die Iterationsfolge in Beispiel 1 kon- 
vergiert gegen die positive Lösung von 


l 
x=, also von x? +2x—-1=0; die- 


Die Iterationsfolge in Beispiel 2 kon- 
vergiertt gegen die Lösung von 
x=y5+x, also gegen die positive Lö- 
sung von x’ —x—5=0; diese ist 


14721 
2 





Se =2,79128.... 

Die Iterationsfolge in Beispiel 3 kon- 
vergiert gegen die (einzige) Lösung 
von x=cosx. Wiederholtes Drücken 
der cos-Taste auf dem Taschenrechner 
liefert nach etwa 20 Schritten den Nä- 
herungswert 0,739. 

Besonders wichtig ist das ?Newton- 
sche Verfahren zur Nullstellenbestim- 
mung einer Funktion f. Dieses Verfah- 
ren benutzt die Iterationsfunktion 


SR) 

FR) 

Die Konvergenz der Iterationsfolge 
hängt sowohl von der Iterationsfunk- 
tion p als auch vom Startwert x, ab. 
Beispiel 5: Es soll die Nullstelle —2 
der Funktion f:x>x?+x-—2 iterativ 
bestimmt werden. 

a) Wählt man die Iterationsfunktion 


PX)=xX— 





o)=2-x? 
und den Startwert xo= -3, so erhält 
man 

xı = 2— 32 =— 7, 


%=2-72=-47, 
x =2-472= — 2207, 


Die Folge <(x„»> ist nicht konvergent 
(Abb. 5). 


Iteration 





Abb. 5 
b) Wählt man die Iterationsfunktion 
2 
P&)=-—1 
x 


und den Startwert xo= —3, so erhält 
man 


x = — 1,6667, 
x, = — 2,2000, 


x = — 1,9091, 


Die Folge <x,„> konvergiert zum 
Grenzwert —2 (Abb. 6). 





Abb. 6 
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Beispiel 5 legt die Vermutung nahe, 
daß das Iterationsverfahren nur dann 
konvergiert, wenn der Graph der Ite- 
rationsfunktion in der Umgebung der 
Stelle x hinreichend „flach“ verläuft. 
In der Tat gilt folgender Satz: Ist 
differenzierbar in einem abgeschlosse- 
nen Intervall / und gilt 


o(x)el für alle xel, 


P(K)SL<1 füralle xel 


(mit einer festen Zahl L>0), dann 
konvergiert die Iterationsfolge <(x,„> 
für jeden beliebigen Startwert xoEl, 
und für den Grenzwert X gilt XeI und 
x=off). 

Allgemeinere Iterationsverfahren be- 
nutzen zur Berechnung des n-ten Glie- 
des der Iterationsfolge die beiden vor- 
angehenden, die drei vorangehen- 
den, ... oder sogar alle vorangehenden 
Glieder. Werden nur die beiden 
vorangehenden Glieder benutzt, dann 
ist die Iterationsfunktion eine Funk- 
tion von zwei Veränderlichen ((x, y)— 
(x, y)); man benötigt zwei Startwerte 
Xo, Xı und erhält dann 


x =WlXo, Xı), 
x3=WV(X1,X2), 
xu=ulR, X3), 


Eine einfache graphische Interpreta- 
tion ist in diesem Fall meistens nicht 
mehr möglich. 

Beispiel 6: Mit (x, y)=Y2x?+3y 
und (x0,xı)=(1, 2) erhält man die Ite- 
rationsfolge 


Xxo=1, %=2, 
%=2, X3=2,4101, 


x4= 2,4788, Xs =2,6709, 


Diese konvergiert gegen die Lösung 
von x=%/2x?+3x, also gegen die po- 
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sitive Lösung von x?’—2x?-3x=0; 
diese ist 3. 

Beispiel 7: Es sei f eine differenzierba- 
re Funktion mit f'(x)#0 in I. Die Ite- 
rationsfunktion 2 


BIER. ER Sn HE 
v&)=y-f(y) 0-0 


beschreibt das Sekantenverfahren zur 
Bestimmung einer Nullstelle von f. 
Mit den Startwerten x,, x, erhält man 
also 


b XAn-ıXn-2 
KA Xn-1 Rn ı) 


Min) 2) 
n=2, 3; ..). 


K 


Kalender. Die Erde dreht sich in etwa 
3654 Tagen einmal um die Sonne, wo- 
bei ein Tag durch eine Drehung der 
Erde um sich selbst festgelegt ist. 
Durch die Gregorianische Kalenderre- 
form (1582) wurde die Länge des Jah- 
res auf 

365,2425 Tage 
festgelegt. Daraus ergibt sich die Not- 
wendigkeit von Schaltjahren, also von 
Jahren mit 366 statt 365 Tagen. Der 
zusätzliche Tag wird im Monat Fe- 
bruar angehängt, welcher in römischer 
Zeit als letzter Monat des Jahres galt. 
Alle Jahre, deren Jahreszahl durch 4 
teilbar ist, sind Schaltjahre; ausge- 
nommen sind aber die Jahre, deren 
Jahreszahl durch 100 teilbar ist, aber 
nicht durch 400: 

1988, 1992, 1996, 2004, ... 
sind Schaltjahre; 

1900, 2100, 2200, ... 
sind keine Schaltjahre; 

2000, 2400, 2800, ... 


sind wieder Schaltjahre. 


Kalender 


Dadurch gewinnt man in 400 Jahren 
100-4+1=97 Tage hinzu. Dies er- 
gibt pro Jahre 2#005=0,2425 Tage. 
Auch mit der Gregorianischen Schalt- 
regel sind noch nicht alle Abweichun- 
gen beseitigt, aber die verbleibenden 
Fehler ergeben erst in etwa 3300 Jah- 
ren einen vollen Tag. 

Möchte man zu jedem beliebigen Da- 
tum unserer Zeitrechnung (nach der 
Gregorianischen Kalenderreform) den 
zugehörigen Wochentag bestimmen, 
so benutzt man den Ewigen Kalender: 
Es sei J die Jahreszahl des Vorjahres 
und D die Anzahl der Tage, die im 
Jahr J+1 bis zu diesem Tag (diesen 
mitgezählt) verstrichen sind. Man bil- 
de die Zahl 


T=365 1+[3] --] [.]+o 
a 4 100)" | 200 


also die Anzahl der seit Beginn unse- 
rer Zeitrechnung verstrichenen Tage, 
wenn stets nach dem Gregorianischen 
Kalender gerechnet worden wäre. Da- 
bei bedeutet [x] die größte ganze 
Zahl, die nicht größer als x ist 
(t Ganzteilfunktion. Dann rechne 
man den Rest von T bei Division 
durch 7 aus; wegen 365=52-7+1 
kann man dabei 365-J durch 1-J=J 
ersetzen. Es sei nun r der Siebenerrest 
von 


re=J+|;| -[Gool* löool v 


Der 1.1.1982 war ein Freitag. Für 
dieses Datum ist 








T*=1981+495—19+4+1 
= 2402. 
Wegen 2462=351-.7+5 hat T* den 
Siebenerrest r=5. Diesem Freitag und 


damit jedem Freitag ist also der Sie- 
benerrest 5 zugeordnet. Damit kennt 


Kalender 


man auch die übrigen Zuordnungen 
von Siebenerresten und Wochentagen: 


So Mo Di Mi Do Fr Sa 


Beispiel: Die Schlacht bei Waterloo 
fand am 18.6.1815 statt. Um den Wo- 
chentag zu bestimmen, berechnet man 
zunächst 





f 





Wochentag 





D=31+28+31+30+31+18=169 
und 


T*=1814+453—18+4+ 169 
=2422. 


Nun ist 2422=346-7+0; die Schlacht 
bei Waterloo fand also an einem 
Sonntag statt. 

Schreibt man die Jahreszahl in der 
Form 100c+d (0<d<100) und zählt 
die Monate römisch (Januar, Fe- 
bruar=11., 12. Monat des Vorjahres), 
dann ergibt sich die Nummer des Wo- 
chentags des n.m. im Jahr 100c+d 
auch als Siebenerrest von 


n+5c+d 4214] +] 
4" [a 5; | 


Für die christliche Zeitrechnung ist 
das Datum des Osterfestes von Bedeu- 
tung. Das Konzil von Nizäa (325 
n.Chr.) beschloß, daß das Osterfest 
am ersten Sonntag nach dem Voll- 
mond gefeiert wird, der dem Früh- 
lingsanfang (Frühlings-Tagundnacht- 
gleiche) folgt. Demnach sind der 22. 
März und der 25. April die äußersten 
Daten, auf welche Ostern fallen kann. 
Pfingsten wird 50 Tage nach Ostern ge- 
feiert. C.F. Gauß (1777 bis 1855) hat 
das folgende Verfahren zur Berechnung 
des Osterdatums angegeben: Es sei J 
die Jahreszahl und 
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a der Rest von J bei Division 
durch 19, 

b der Rest von J bei 
durch 4, 

c der Rest von J bei 
durch 7, 

d der Rest von 19a+M bei Divi- 
sion durch 30, 

e der Rest von 2b+4c+6d+N bei 
Division durch 7, 


wobei für M und N die Zahlen aus 
folgender Tabelle einzusetzen sind: 


Division 


Division 


1700-1799 


1800-1899 
1900-2099 
2100-2199 





Dann fällt Ostern auf den 
(22+d-+ e)-ten März 

oder auf den 
(d+e-9)-ten April. 


Dabei ist aber zu beachten, daß an 
Stelle des 26. April stets der 19. April 
zu setzen ist, an Stelle des 25. April 
aber nur dann der 18. April, wenn 
d=28 und a größer als 10 ist. 


Beispiel: Es soll das Osterdatum für 
das Jahr 1988 berechnet werden: 


1988=104-19+12, 


also a=12; 
1988 =497-.4+0, 
also b=0; 
1988 =284-7+0, 
also c=0; 
19.12 +24=252=8-30+12, 
also d=12; 


2-0+4-0+6-12+5=77=11-7+0, 
also e=0. 
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Nun ist 2+d+e=34>31l und 
d+e-9=3<30; also fiel Ostern im 
Jahr 1988 auf den 3. April. 
kartesisches Blatt (Folium cartesii; 
nach R. Descartes, 1596-1650, genannt 
Cartesius): Kurve mit der Gleichung 
x’+y°=3axy. 
In t Polarkoordinaten hat diese Talge- 
braische Kurve die Darstellung 
3asingpcosp 
rm, 
sin’p+cos’@ 
Ferner hat sie die ? Parameterdar- 
stellung 
3at 3at? 
x =S—— = —_ 
1+t? 7 +t? 


(teR\{-1}) (Abb. 1). 





Asymptote 


Abb. 1: Kartesisches Blatt 


kartesisches Produkt (nach R. Des- 
cartes, 1596-1650, genannt Cartesius): 
Das kartesische Produkt der Menge 
A mit der Menge B besteht aus allen 
Paaren (a,b) mit aeA und beB; daher 
spricht man auch von einer Paarmen- 
ge. Bei einem Paar kommt es auf die 
Reihenfolge der Elemente an, es gilt 
also 


(a,b)+(b,a), falls a#+b. 


kartesisches Produkt 


Um dies zu betonen, spricht man oft 
von geordneten Paaren. Das kartesi- 
sche Produkt von A mit B bezeichnet 
man mit AxB (lies „A kreuz B“). Es 
ist also 


AxB:={(a,b)|aeA und beB}. 


Für A=® (leere Menge) oder B=® gilt 
AxB=ß. Ist Ax B+ß, dann ist 


AxB=+BxA, falls A+B. 


Für das kartesische Produkt verwen- 
det man auch die Bezeichnungen 
Kreuzprodukt, Mengenprodukt und 
Produktmenge. 

Für endliche Mengen A und B gilt die 
Anzahlbeziehung 


IAxBi=|Al-|Bl. 


Um das kartesische Produkt von 
mehr als zwei Mengen zu definieren, 
verallgemeinert man den Begriff des 
Paares: Ein n-Tupel besteht aus n Ele- 
menten und hat die Form 


(a1,da,...,d,) 

mit ayneA,, AyE&As,...,a„€A„, Wobei 
A1,Aa,...,dA„n Mengen sind. Man 
nennt qı,da,...,d,„ die Koordinaten 
des n-Tupels, manchmal auch die 
Komponenten. Zwei n-Tupel sind 
gleich, wenn sie koordinatenweise 


übereinstimmen, d.h. an gleichen Stel- 
len gleiche Koordinaten haben. Man 
nennt nun die Menge 


AR AsX ... XA, 
:= {(a1,43,...,a,)|a;€A;} 


das kartesische Produkt von A,, 
As,...,A„ (in dieser Reihenfolge). 
Statt 2-Tupel sagt man Paar, statt 3- 
Tupel sagt man Tripel, statt 4-Tupel 
sagt man Quadrupel, statt 5-Tupel sagt 
man Quintupel usw. Das n-fache karte- 
sische Produkt einer Menge mit sich 
selbst bezeichnet man mit A", also 


A':=AXAX..xA. 


Katastrophentheorie 


Für endliche Mengen gilt die Anzahl- 
beziehung 


|Aı X A2X ...X Anl 

=|Aıl-|A2l-...|Anl. 
Insbesondere ist 

IA"]=|Al". 


Beispiele: 1) Die Ausfälle beim zwei- 
maligen Würfeln (? Zufallsversuch) bil- 
den die Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6}?; sie 
besteht aus 36 Elementen. 

2) Ist Z die Menge der Tganzen Zah- 
len, dann ist Z? die Menge aller Git- 
terpunkte im zweidimensionalen kar- 
tesischen tKoordinatensystem. Die 
Menge aller Punkte mit reellen Koor- 
dinaten in diesem Koordinatensystem 
ist IR?, wobei IR die Menge der ?reel- 
len Zahlen ist. 

3) In der fanalytischen Geometrie des 
Raumes ordnet man jedem Punkt ein 
Tripel reeller Zahlen zu. Man rechnet 
also in der Menge R°. 

4) Ein Tip im Fußballtoto (?Glücks- 
spiele) ist ein 11-Tupel, gebildet aus 
den Zahlen der Menge M={0,1,2}. 
Die Anzahl der verschiedenen Tips ist 


IM" |=|M]|!=311 = 177147. 


Eine Teilmenge des kartesischen Pro- 
duktes AxB ist eine TRelation zwi- 
schen A und B. 

Katastrophentheorie: Ein von R. 
Thom (*1923) begründetes For- 
schungsgebiet der Mathematik, in 
dem Modelle und Methoden ent- 
wickelt werden, mit denen sich 
sprunghaft auftretende Phänomene 
beschreiben sowie systematisch und 
rechnerisch behandeln lassen. Die Be- 
griffe und Methoden der Katastro- 
phentheorie stammen im wesentlichen 
aus der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen sowie aus der alge- 
braischen Geometrie, der Topologie 
und der Gruppentheorie. Eine Klassi- 
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fizierung der verschiedenen Formen 
von sprunghaft auftretenden, hier als 
singuläre Ereignisse oder Katastrophen 
bezeichneten Phänomenen bzw. Sy- 
stemveränderungen ist insbesondere 
für solche Vorgänge bzw. Systeme 
möglich, die selbst oder deren stabile 
Zustände durch Extrema einer geeig- 
neten, von Parametern linear abhängi- 
gen Größe (z.B. bei Gleichgewichtszu- 
ständen durch Minima der Energie) 
bestimmt sind und die von nicht mehr 
als vier Parametern (Einflußgrößen) 
beeinflußt werden. Dazu werden die 
Zustandsänderungen in Abhängigkeit 
von den n Einflußgrößen (n=1, 2, 3, 
4) in einem mehrdimensionalen ab- 
strakten Raum dargestellt, was für 
n=1 eine intervallweise zweideuti- 
ge Zustands- oder Verhaltenskurve 
(Abb. I), für n=2 eine stellenweise ge- 
faltete Fläche (Abb. 2) ergibt. Die 
Randpunkte der sich überlappenden 
Kurven- bzw. Flächenbereiche erge- 
ben nun bei Projektion auf die Para- 
meterachsen bzw. auf die von diesen 
aufgespannten Parameterebenen oder 
-räume bei n=1 Katastrophenpunkte, 
bei n=2 kuspenartige Katastrophenli- 
nien, bei n=3 und n=4 unterschied- 
lich strukturierte Katastrophenflächen 
im drei- bzw. vierdimensionalen Para- 
meterraum. Dadurch lassen sich zahl- 
reiche in der Natur und im täglichen 
Leben vorkommende sprunghafte Ver- 
änderungen auf insgesamt sieben Ar- 
ten von Elementarkatastrophen bzw. 
-ereignissen zurückführen, z.B. in der 
Physik die verschiedenen Phasenum- 
wandlungen, die Übergänge in einen 
anderen Aggregatzustand sowie das 
Auftreten von Stoßwellen, in der Che- 
mie gewisse chemische Reaktionen, in 
der Biologie die Entstehung biologi- 
scher Formen, in der Sozialwissen- 
schaft wirtschaftliche Krisen, militäri- 
sche Konflikte. Schwierigkeiten bei 
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der Anwendung ergeben sich jedoch 
dadurch, daß man bei vielen Phäno- 
menen die maßgebenden Parameter 
bzw. Einflußgrößen nicht oder nur un- 
genau kennt. 









Zustands- 
variable 


Katastrophenpunkte 
EEEMESEEI 





Abb. 1: 
einem System mit einem Parameter C; die 
Projektion auf die Parameterachse ergibt 
zwei Katastrophenpunkte 


Zustandskurve (Trajektorie) bei 


Zustands- 
variable 


Parameterebene 


Katastrophenlinien 


Abb. 2: Teilweise gefaltete Fläche bei einem 
System mit zwei Parametern C,, C,;; die 
Projektion auf die von den Parametern auf- 
gespannte Ebene ergibt dabei eine Kuspe 
aus zwei Katastrophenlinien 


Kathetensatz: Im _rechtwinkligen 
Dreieck ist das Quadrat über einer 
Kathete flächengleich zum Rechteck 
aus der Hypotenuse und dem Hypote- 
nusenabschnitt, der der Kathete an- 
liegt (Abb. 1). 


Kathetensatz 





Abb. 1: Kathetensatz 


Diesen Satz kann man aus dem THö- 
hensatz oder aus dem Satz des 
t Pythagoras herleiten. Einen Beweis 
kann man auch der Abbildung 2 ent- 
nehmen. Man beachte dabei, daß der 
Flächeninhalt einer Figur bei einer 


Scherung (tgeometrische Abbildun- 
gen) unverändert bleibt. 
N 
” x 
z# 
! S 


Abb. 2: Beweis des Kathetensatzes 


Mit Hilfe des Kathetensatzes kann 
man Rechtecke in flächengleiche Qua- 
drate verwandeln und umgekehrt. Da- 
her dient er auch zur Konstruktion 
von Wurzeln, indem man den Radi- 
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kanden als Produkt cq schreibt. In | Grundfläche ein Kreis ist (Kreiskegel, 
Abbildung 3 ist die Konstruktion von | Abb. 3 und 4). 


y12=y4-3 dargestellt. 
Thaleskreis 
über AB h 


A 1 3 B 
Abb. 3: Kreiskegel 
Abb. 3: Konstruktion von yı2 


Kegel. Verbindet man den Rand eines 
ebenen Flächenstücks mit einem 
Punkt außerhalb eines Flächenstücks g 


durch Strecken, dann entsteht ein (all- 


gemeiner) Kegel (Abb. 1). 
Abb. 4: Gerader Kreiskegel 





Abb. 1: Kegel 


Ist das Flächenstück ein n-Eck (1 Po- 
lygon), dann nennt man den Kegel a 
eine (allgemeine) Pyramide (Abb. 2). I 


Abb. 5: Quadratische Pyramide 


ä 
N 


Abb. 2: Pyramide 


: 


Oft versteht man unter einem Kegel z 
nur einen solchen, bei welchem die | Abb. 6: Gerade quadratische Pyramide 


311 


Ebenso versteht man unter einer Py- 
ramide meistens nur eine solche, bei 
welcher die Grundfläche ein Quadrat 
ist (quadratische Pyramide, Abb. 5, 6). 
Hierbei unterscheidet man schiefe und 
gerade Kegel bzw. Pyramiden. 

Für das Volumen V eines allgemeinen 
Kegels gilt 


V=4-G-h, 


wobei G der Inhalt der Grundfläche 
und h der TAbstand der Spitze von 
der Grundfläche ist; dies beweist man 
mit dem TCavalierischen Prinzip. 

Bei einem geraden Kreiskegel kann 
man auch den Inhalt M der Mantel- 
fläche berechnen; es gilt 


M=nr:r:s, 


wobei r der Grundkreisradius und 
s=Yh?+r? die Länge der Mantellinie 
ist (Satz des ?! Pythagoras). Ist « der 
halbe Öffungswinkel eines geraden 
Kreiskegels und p der Winkel seiner 
Mantelfläche (Abwicklung, vgl. Abb. 7), 


RR r 
so gilt sina=-= also 
s 


E. 
360°’ 
op = 360° -sin.a. 





Abb. 7: Abwicklung eines Kreiskegels 


Bei einer geraden quadratischen Pyra- 
mide erhält man für den Inhalt M der 
Mantelfläche 


M=2.a-h', 


wobei a die Seitenlänge des Grund- 


2 
quadrats ist und =|/ "+ (5) die 


Kegelschnitt 


Höhe des Seitendreiecks bedeutet 
(Satz des ? Pythagoras). 

Ein Kegelstumpf entsteht, wenn von 
einem Kegel durch einen zur Grund- 
fläche parallelen Schnitt ein Stück ab- 
geschnitten wird. Ein Kegelstumpf der 


Höhe h hat das Volumen 


h I —— 
Zr G,6G> +G,), 


wobei G,,G, die Flächeninhalte der 
Grund- bzw. der Deckfläche sind. Ab- 


bildung 8 zeigt einen Pyramiden- 
stumpf, Abbildung9 einen Kreis- 
kegelstumpf. 

Abb. 8: Pyramidenstumpf 

Abb. 9: Kreiskegelstumpf 

Kegelschnitt. Schneidet man einen 


Kreiskegel (t Kegel) mit einer Ebene, 
so entstehen verschiedene Arten von 
Schnittkurven, nämlich tEllipsen, 
tParabeln und ?THyperbeln. Deshalb 
heißen diese Kurven auch Kegel- 
schnitte oder Kegelschnittkurven (Abb. 
1). Der zweite Ast der Hyperbel entsteht, 
wenn man den Kegel zum Doppelke- 
gel erweitert. Geht die Schnittebene 
durch die Kegelspitze oder berührt 
sie den Kegel in einer Mantellinie, 


Kegelschnitt 





dann erhält man ausgeartete Kegel- 
schnitte. 








ri Parabel Hyperbel | 


Abb. 1: Kegelschnitte 


In einem kartesischen ?Koordinaten- 
system lassen sich die Kegelschnitte 
als Kurven zweiter Ordnung cha- 
rakterisieren. 

Bewegt sich ein Körper (mit relativ 
kleiner Masse) im Schwerefeld eines 
Körpers mit relativ großer Masse, 
dann ist die Bahnkurve näherungs- 
weise ein Kegelschnitt. 

Kegelschnitte lassen sich als Orts- 
kurven definieren: Es sei ein fester 
Punkt F (Brennpunkt des Kegel- 
schnitts) und eine feste Gerade k (Leit- 
linie des Kegelschnitts) gegeben. Die 
Menge aller Punkte P, für welche das 
Verhältnis e des Abstands von F zum 
Abstand von ! konstant ist, ist 


eine Ellipse, falls e<1, 
eine Parabel, falls e=1, 
eine Hyperbel, falls e>1. 


Man nennt e die numerische Exzentri- 
zität des Kegelschnitts (Abb. 2). 







der Hyperbel 


F-Leitlinie 





Leitlinie der Parabel 





F-Leitlinie der Ellipse 


_ p Ellipse 
PFTZE cos @ | Parabel 
Hyperbel 
Abb. 2: Leitliniendefinition der 
Kegelschnitte 


Die t Normale zur Leitlinie durch den 
Brennpunkt heißt die Hauptachse des 
Kegelschnitts. Ihre Schnittpunkte mit 
dem Kegelschnitt sind dessen Scheitel. 
Ist d der Abstand des Brennpunktes 
vom nächstliegenden Scheitel, so heißt 
die Zahl p:=d(l1+e) der Parameter 
des Kegelschnitts. Ist die x-Achse des 
Koordinatensystems die Hauptachse 
eines Kegelschnitts, dann ist p der po- 
sitive y-Wert der Kurve im Brenn- 
punkt (Abb. 3). 





Leitlinie / 






Hauptachse 


Abb. 3: 


Ellipse; F: Brennpunkt; 0,4: 


i F ; 
Scheitel; p: Parameter; PB. (numerische 


Exzentrizität) QL 
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In einem kartesischen Koordinatensy- 
stem, dessen x-Achse die Hauptachse 
des Kegelschnitts bildet und dessen y- 
Achse ihn in einem Scheitel berührt, 
hat der Kegelschnitt eine Gleichung 
der Form 


y’=2px-(1-e?)x?, 


wobei & und p die oben angegebenen 
Bedeutungen haben. Man nennt dies 
die Scheitelgleichung des Kegelschnitts 
(Abb. 4). 





Ellipse 
Parabel 
Hyperbel 


Abb. 4: Scheitelgleichung 


In tPolarkoordinaten lautet die Ke- 
gelschnittgleichung 


p 
r= ———, 
1-£cosp 


wenn der Brennpunkt als Pol und die 
Hauptachse als Polarachse gewählt 
werden. Wird ein gerader Kreiskegel 
von einer Ebene in einer Ellipse ge- 
schnitten, dann heißen die beiden Ku- 
geln, welche die Schnittebene und den 
Kegel berühren, die Dandelinschen 
Kugeln (nach P.G. Dandelin, 1794 bis 
1847; Abb. 5). 

Ihre Berührungspunkte mit der Schnitt- 
ebene sind die Brennpunkte der Ellip- 


Kehrzahl 


se. Ähnlich sind beim Doppelkegel die 
Dandelinschen Kugeln bezüglich einer 
Hyperbel definiert, welche von einer 
Ebene ausgeschnitten wird. Zu einem 
Parabelschnitt gibt es nur eine Dande- 
linsche Kugel. Auch in diesen Fällen 
berührt diese Kugel die Schnittebene 
in den Brennpunkten des Kegel- 
schnitts. 





Abb. 5: Dandelinsche Kugeln 


Kehrzahl: Gegeben sei eine von O ver- 
1 

schiedene Zahl a. Die Zahl -— heißt 
a 

Kehrzahl dieser Zahl. Die Kehrzahl 


der ? Bruchzahl P ist der Kehrbruch 4 
q p 
Die Kehrzahl von a nennt man auch 


den Kehrwert von a oder die zu a 
reziproke Zahl. Unter der Kehrfunk- 
tion (Reziprokfunktion) einer Funktion 


f versteht man die Funktion 


Kettenbruch 
1 1 


"70 


mit der Definitionsmenge 


D (Z=DN\xeRIs=0) 
Sie darf nicht mit der t Umkehrfunk- 
tion verwechselt werden. Beispielswei- 
se ist cot die Kehrfunktion von tan 
(ftrigonometrische Funktionen). 

Kettenbruch. Ein abbrechender Ket- 
tenbruch ist ein Term der Form 


1 
ao+ 


| 
a,+ 


1 
aA,+ 


A3+ 
4 
+. 
Ay 
wobei ao, 41,...,a, ganze Zahlen und 
die Teilnenner a,,...,a, positiv sind. 
Man nennt n die Ordnung des Ketten- 
bruchs. Beispielsweise ist 
l 
2+ 


34 — 


1 

L- 

27 
ein Kettenbruch dritter Ordnung. Jede 
tBruchzahl kann durch einen abbre- 
chenden Kettenbruch dargestellt wer- 


den: Ist die Bruchzahl ; (a,beN) ge- 


geben: so führt man für a,b den teu- 
klidischen Algorithmus durch: 


a=gb+n (O<r,<b), 
b=qın+r;3 (0<r3<r,), 
n=qgal3 tra ((<r4<r3), 


M-2=4n-2Mm-1 +n Den<h-ik 
n-1=Gn-ım +0. 
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Es ist dann 
a +9. FR. 
p p 1 b 
rz 
=g9+ 
r3 
Be ia 
rz 
1 
=g0+ 
1 
dı+t 
l 
gd2+ 
q3 





An-2+ . 
An-1 


Man schreibt dafür 


a 
„ [90;91,92, AR SB N 


Da man dieses Verfahren auch auf 
a 
Terme der Form T anwenden kann, 


ergibt sich: Jede rationale Zahl läßt 
sich in einen abbrechenden Ketten- 
bruch entwickeln. 

Entsprechend lassen sich nichtabbre- 
chende Kettenbrüche [ao;aı,4>,...] 
betrachten. Es gilt der Satz: 

Die Kettenbruchentwicklung einer 
reellen Zahl bricht genau dann ab, 
wenn sie rational ist. 

tIrrationale Zahlen haben also eine 
nicht-abbrechende Kettenbruchent- 
wicklung. 

Beispiele: 1) Es ist V2=[1; 2,2, 2, ...]. 
Denn 


V2=1+(Y2-1) 
OBEN ON SEERRERE 
l 2+2-1) 


y2-1 
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Die Kettenbruchentwicklung von v2 
ist also periodisch. Die Zahlen 


[1;2]=1+3=1,5 





l 
1; 2,2]=1+ =1+2=1,4 
[ ] Fr $ 


= 
ei 

[1;2,2,2]=...=1+75=1,416 

usw. sind Näherungswerte für v2. 

2) Die Kettenbruchentwicklung der 

tKreiszahl n lautet 
r=[3;7,15,1,292,1,1,1,2, 1, ...]. 

Näherungswerte für n sind also 


3+4=3,142857..., 


l 
3+ =3 +75 =3,141509..., 
ee 106 


34. BR 
EM. 73 
15+ 292 

=3,141592... 








3) Die Kettenbruchentwicklung der 
t Eulerschen Zahl e lautet 


e=[2;1,2.1,1,4,1, 1,61, ..1. 
Näherungswerte für e sind also 


2+4=3, 





1 - 
2+—=2+3=28, 
1+3 e 
1 
2+ =2+3=2,75. 
1 
1+—— 
2+4 


Kettenlinie: Graph der Funktion 


x a 
xH>a cosh— | =- 
a 2 


(ei+e 9) 
(tHyperbelfunktionen). Eine an zwei 
nicht senkrecht übereinanderliegenden 
Punkten aufgehängte frei durchhän- 
gende Kette mit gleichmäßiger Mas- 
senbelegung bildet nämlich eine Kur- 
ve dieser Art. Die Kettenlinie besitzt 
die t Parameterdarstellung 


Klammern 


s+YVa?+s? 
x=saln ———, 
a 





y=Va?+s? 


mit der !Bogenlänge s als Parameter. 
Aufgrund dieser Darstellung kann die 
Bogenlänge der Kettenlinie mit Zirkel 
und Lineal konstruiert werden (Abb. 1). 





Abb. 1: Bogenlänge s der Kettenlinie 


Die TEvolvente der Kettenlinie ist die 
TSchleppkurve. 
Klammern: Bei einem Rechenaus- 
druck (TTerm) dienen Klammern zur 
Festlegung der Reihenfolge, in welcher 
die auftretenden Rechenoperationen 
ausgeführt werden sollen. Bezüglich 
der Grundrechenarten gelten folgende 
Regeln: 
(1) Punktrechnung geht vor Strichrech- 
nung: Zuerst werden die Multiplika- 
tionen und Divisionen ausgeführt, 
dann die Subtraktionen. 
(2) Zuerst wird der Inhalt der Klam- 
mern berechnet. 
Beispiel: Es gilt 
3.4+5=12+5=17, 
3.(44+5)=3-9=217. 
Eine weitere Konvention wird häufig 


verwendet: Stehen in einem Term, der 
nur Punktrechnungen oder nur Strich- 


Klasseneinteilung 


rechnungen enthält, keine Klammern, 
dann wird „von links nach rechts“ ge- 
rechnet. Es bedeutet also 360:5-2 das- 
selbe wie (360:5)-2; 


360:5-2=72-.2=144, 
360:(5-2)=360:10=36. 


Entsprechend wird z.B. 10—-4—3 wie 
(10—4)—3 berechnet; 


10-4-3=6-3=3, 
10-(4-3)=10-1=9. 


Steht im Exponent einer ? Potenz wie- 
der eine Potenz, so wird „von oben 
auch unten“ gerechnet, wenn keine 
Klammern stehen. Also bedeutet 2° 
dasselbe wie 2°), 


2°’=2°=512, 
(2?)?=8?=864. 


Ist (M,x) eine Tassoziative Talge- 
braische Struktur, dann müssen in ei- 
nem Ausdruck der Form 


X1*X2*...*%X,  (X;eM) 


keine Klammern gesetzt werden, da 
bei jeder Beklammerung das gleiche 
Resultat entsteht. Ist (M, x) aber nicht 
assoziativ, dann sind in diesem Aus- 
druck C(n) Beklammerungen zu un- 
terscheiden, wobei C(n) die n-te 1Ca- 
talan-Zahl ist. 

Klasseneinteilung: Zerlegung einer 
Menge in paarweise elementfremde 
(disjunkte) nichtleere Teilmengen. 
Man spricht auch von einer Partition 
oder einer Klassenzerlegung der Men- 
ge. It M+P und 


M=K,UK,v... UK, 
mit 

K,+6 füri=12,...,n 
und 


KınK;=b für ij, 
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so bilden die Mengen K,,K,,...,K, 
eine Klasseneinteilung von M in n 
Klassen. Man spricht dann auch von 
einer n-gliedrigen Partition von M. In 
der Mathematik spielen auch Zerle- 
gungen von Mengen in unendlich 
viele Klassen eine Rolle. Jede tÄqui- 
valenzrelation in einer Menge erzeugt 
eine Klasseneinteilung der Menge, die 
Klassen sind die Äquivalenzklassen. 
Teilt man bei einer statistischen Erhe- 
bung die Menge der gefundenen Wer- 
te in Klassen ein, dann spricht man 
von einer Klassierung. 

kleinstes gemeinsames Vielfaches: 
Als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
zweier natürlicher Zahlen a,b bezeich- 
net man die kleinste Zahl, die sowohl 
ein Vielfaches von a als auch von b ist 
(tTeilbarkeitslehre). Diese Zahl be- 
zeichnet man mit kgV(a,b). Beispiels- 
weise ist kgV(15, 25)=75. Jedes ge- 
meinsame Vielfache von a und b ist 
auch ein Vielfaches von kgV (a,b). Ist 
V, die Menge aller Vielfachen von 
neN, dann gilt also 


VNV,=Vevüa,b): 


Das kgV zweier Zahlen kann man mit 
Hilfe des ?größten gemeinsamen Tei- 
lers in der Form 
a-b 
kgV(a,b)>=—__ —- 
ggT(a, b) 


berechnen. Für n natürliche Zahlen 
A1,42,...,4n 1St kgV(a1,Q>,...,a,) die 
kleinste Zahl in der Schnittmenge 


NN; 


Es ist 


kgV(a,,a>, BE 


=kgV(kgV(a,,a;, re, An), 


so daß man stets mit der Berechnung 
des kgV von nur zwei Zahlen aus- 
kommt. Es ist z.B. 
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kgV(12, 18, 30,42) 

=kgV(kgV (12, 18,30), 42) 
=kgV(kgV(kgV (12, 18),30),42) 
= kgV (kgV (36, 30), 42) 

=kgV (180,42) = 1260. 


Das kgV läßt sich auch mit Hilfe der 
Primfaktorzerlegung (t Primzahlen) 
berechnen. Das kgV kann wie der 
größte gemeinsame Teiler auch in ge- 
wissen T Ringen definiert werden. 
Kodierungstheorie (Codierungstheo- 
rie): Teilgebiet der ?Kombinatorik, 
das sich damit befaßt, Nachrichten 
mit Hilfe gewisser Symbole zu schrei- 
ben (kodieren) und Möglichkeiten zur 
Überprüfung und Fehlerkorrektur 
empfangener Nachrichten zu schaffen. 
Ein Code besteht aus Wörtern der 
Länge I! (l-Tupel), die man aus einem 
gegebenen Alphabet mit k Buchstaben 
(k-Menge) bilden kann; ein solcher 
Code besteht also aus höchstens k' 
Wörtern. Für k=2 erhält man binäre 
Codes, wobei das Alphabet in der Re- 
gel als {0,1} geschrieben wird. Tabel- 
le 1 zeigt gebräuchliche binäre Codes 
für die Ziffern von O bis 9, wobei die 
Wortlänge 4 bzw. 5 ist. 


Ziffer|| Binary Coded | Gray-Code 
Decimals 
(BCD) 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


Tabelle 1: Binäre Codes 


Kodierungstheorie 


Vergleicht man zwei Wörter eines Co- 
des Stelle für Stelle, so nennt man die 
Anzahl der unterschiedlich besetzten 
Stellen den Hamming-Abstand dieser 
Wörter (Hamming-Distanz,; nach R.W. 
Hamming, 1959; engl. signal distance). 
Beispiele: 1) Im ASCII-Code (Ameri- 
can Standard Code for Information 
Interchange) werden die Buchstaben 
A und X folgendermaßen codiert: 


A: 01000001; X: 01011000. 
Die „Wörter“ 


AX : 0100000101011000, 
X A: 0101100001000001 


haben den Hamming-Abstand 6. 


2) Der kleinste Hamming-Abstand, 
der im (3)-Code auftritt, ist 2. 

Der Hamming-Abstand eines Codes ist 
der kleinste auftretende Hamming-Ab- 
stand verschiedener Codewörter. Der 
Hamming-Abstand des (3)-Codes ist 2, 
der Hamming-Abstand der übrigen 
Codes in Tabelle I ist 1. Ein Code mit 


d 
dem Hamming-Abstand d ist [=]- 


prüfbar: ein Codewort, das bei der 


Dreiexzeß- | Aiken-Code | (3)-Code 
Code 





Kodierungstheorie 


R d 
Übertragung in weniger als > Kompo- 


nenten gestört wurde, ist richtig deko- 
dierbar, indem man das empfangene 
Wort als das „nächstliegende“ Code- 
wort liest. Abbildung 1 vermittelt hier- 
von eine anschauliche Vorstellung. 

Ein Code mit Wörtern der Länge I 
über dem Alphabet A heißt ein syste- 
matischer Code oder (l,k)-Code, wenn 
Indizes i,,iz,...,xe{l,2,...,!} mit fol- 
gender Eigenschaft existieren: Die 
Wörter der Länge k, die aus der i;- 
ten, i,-ten, ....,irten Komponente der 
Codewörter gebildet werden, ergeben 
insgesamt alle Wörter der Länge k 
über A. Die Stellen i,,i,,...,i, heißen 
die Informationsstellen, die übrigen 
I—k Stellen heißen die Kontrollstellen 
des Codes. 

Beispiel für einen 
{0,1}: 


(5,3)-Code über 


000 00 
001 10 
010 01 
100 11 
011 11 
101 01 
110 10 
111 00 


Informations- Kontroll- 
stellen stellen 


Ist A ein endlicher t Körper, so bilden 
die Wörter der Blocklänge ! einen 
tVektorraum V über A. Dabei ist die 
Addition und vVervielfachung von 
Wörtern komponentenweise definiert. 
Ist C ein Unterraum von V, so heißt 
C ein linearer Code (ein solcher ist 
stets ein systematischer Code). Die li- 
nearen Codes sind für die Kodie- 
rungstheorie von besonderer Bedeu- 
tung. 

Beispiel: Es sei A ein Körper mit 11 
Elementen (Restklassenkörper modulo 
11), also 
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COBODOOEODOD 
D\O 09% ae 
OIGOMODDD—E 
ogfaooogtoo 

pDaopagnong 
Somosauson 
ANoooona090 
ORGOMODGOM 


nnhannnnAfAnn 


WCodewörter [L] Wörter, die nicht 


zum Code gehören 


Abb. 1 


A={0, 1,2, 3, 4, 5, 6,7,8,9,X}; 


ferner sei C die Menge aller Wörter 
(a1; Az, Aa, da, ds, Ag, A7, Ag, Ag, dı0) 
mit 


9 10 
Yia=ano bzw. Yia=0, 
i=1 i=1 
was wegen 10=-—1| (in A) dasselbe ist. 


Dieser lineare (10,9)-Code wird inter- 
national zur Kennzeichnung von Bü- 
chern verwendet (International Stan- 
dard Book Number): 
ISBN 3-411-01912-3 
Land Prüfziffer 
Verlag 
verlagsinterne 
Nummer 
1-3+2-4+3-1+4-1+5-0+6-1 
+7-.9+8-1+9-.2=3(mod 11). 


Eine wichtige Aufgabe der Kodie- 
rungstheorie besteht in der Konstruk- 
tion von Geheimcodes zum Schutz 
von Daten und zur Übermittlung von 
Nachrichten, welche nicht von Unbe- 
fugten entschlüsselt werden sollen. Re- 
lativ einbruchsichere Codes kann man 
mit Hilfe von sehr großen t Primzah- 
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len konstruieren: Der Empfänger ei- 
ner geheimen Nachricht bildet mit 
zwei sehr großen Primzahlen p und q 
die Zahl 


n=p-q 
und berechnet dann die Zahl 
eln)=(p-1)g-1). 


Ferner wählt er eine Zahl s>1, die zu 
o(n) teilerfremd ist. Die Zahlen n und 
s (nicht aber die Zahlen p und g) teilt 
er dem Absender der Nachricht mit, 
wobei es kein Unglück ist, wenn diese 
Zahlen öffentlich bekannt werden; das 
Zahlenpaar (n,s) kann sogar als „Ruf- 
nummer“ des Empfängers in einem öf- 
fentlich zugänglichen Verzeichnis ste- 
hen. Das weitere Vorgehen sei auch 
allgemein bekannt: Der Absender ko- 
diert Buchstaben und Ziffern durch 
zweistellige Zifferngruppen, etwa 


A=0l, B=02,...,2=26, 
0=27, 1=28,...., 9=37, 
Komma=38,..., Zwischenraum =99. 


Die aus einer Nachricht entstehende 
Ziffernfolge wird in Ser-Gruppen zer- 
legt und jede solche als eine höchstens 
Sstellige Zahl aufgefaßt. Es ergibt sich 
eine Folge rı,r2,r3,... von Zahlen, die 
kleiner als 10° sind. Hat der Empfän- 
ger p und q größer als 10° gewählt, 
dann sind die Zahlen r,,r,r3,... alle 
zu n teilerfremd. Nun bildet der Ab- 
sender die Potenzen r? und berechnet 
ihre Reste 7, bei Division durch n 
(i=1,2,3, ...). Die Zahlen 7; sind kleiner 
als n; durch Hinzufügen von führen- 
den Nullen (falls notwendig) kann 
man sie mit der gleichen Stellenzahl 
wie n schreiben. In dieser Form wer- 
den sie der Reihe nach dem Empfän- 
ger mitgeteilt. Dieser berechnet nun 
eine Zahl t so, daß das Produkt st bei 
Division durch a(n) den Rest I ergibt. 
Eine solche Zahl t kann nur der Emp- 
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fänger bestimmen, da man o(n) nur 
berechnen kann, wenn man die Prim- 
faktoren von n kennt. Nach dem Satz 
von tFermat (Satz von Fermat-Euler) 
läßt die Zahl 7 ebenso wie die Zahl r;* 
bei Division durch n den Rest r; 
(i=1,2,3,....). So gelangt also der Emp- 
fänger in den Besitz der Zahlen 
r1,P2,F3,... und kann schließlich die 
Nachricht wieder in Klartext über- 
setzen. 

Die Sicherheit des Codes kann noch 
dadurch gesteigert werden, daß man 
im ersten Schritt statt einer Einteilung 
in Ser-Gruppen eine solche in längere 
Gruppen vereinbart; ist die Länge der 
Gruppen k, so müssen die Primzahlen 
p und q beide größer als 10* sein. 
Weiterhin kann man auch Kodie- 
rungszahlen n benutzen, die aus mehr 
als nur zwei Primzahlen aufgebaut 
sind. Entscheidend bei diesem Verfah- 
ren ist die Tatsache, daß es auch 
für moderne Rechenanlagen äußerst 
schwierig ist, eine Zahl im Primfakto- 
ren zu zerlegen, wenn die Primfakto- 
ren sehr groß sind. Für Unbefugte ist 
also auch bei Einsatz modernster 
Computer ein enormer Aufwand zur 
Informationsentschlüsselung (Krypt- 
analyse) nötig. 

Koeffizient: In einem ?Term oder in 
einer tGleichung nennt man die Zah- 
len, die als Faktoren bei den Va- 
riablen stehen, Koeffizienten oder Bei- 
zahlen. In dem Term 3x?+17x?—3x 
+9 ist 17 der Koeffizient des quadra- 
tischen Gliedes. In der Formel 


(x+y)’=x?+3x?y+3xy?+y° 


heißen die Zahlen 1, 3, 3, 1 die K.oeffi- 
zienten der betreffenden Glieder dieser 
Summe (Binomialkoeffizient). 
Koeffizientenvergleich. Sind 41,43, ..., 
a, Vektoren eines tVektorraums und 
ist {@,,d5,...,d,> Tlinear unabhängig, 
dann folgt aus 


kollinear 


nAıt+ndat...+n.d, 

=5,A4+542+...+5.0, 
für die Koeffizienten: 

Den hate 
Beispiel 1: Im Vektorraum der Funk- 
tionen über R ist 

(EEE A 


für jedes neN eine linear unabhängige 
Menge. Folglich sind zwei ganzratio- 
nale Funktionen (Polynomfunktionen) 
genau dann gleich, wenn ihre Koeffi- 
zienten übereinstimmen. 

Beispiel 2: Der Schwerpunkt des Te- 
traeders in Abbildung 1 habe den 
Ortsvektor 5. Es gilt 


3=d+ult(b+cH+d)-@) 
und 
3=b+v(d(dä+c+d)-b) 
mit geeigneten reellen Zahlen u,v. Aus 
ä+ul (b+c+d)-@) 
=b+vd (d+c+d)- b) 


folgt 
(4+.-1)6-2 
+3)€-9+ 55) d-a-3 





x 


Abb. 1: Tetraeder 
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Wegen der linearen Unabhängigkeit 
der Vektoren b— a4, c-a, d-a erhält 
man daraus durch Koeffizientenver- 
gleich 

uv uv 


u 
il: Soul, ei 
jr 3,3 33 


also u=v=$. Man erhält schließlich 
S=4Had+b+d+d). 

kollinear: Drei Punkte P,O,R (in der 
Ebene oder im Raum) heißen kolline- 
ar, wenn sie auf einer Geraden liegen. 
Entsprechend heißen n Punkte kolline- 
ar, wenn sie auf einer Geraden liegen. 
Drei Punkte P,O,R sind genau dann 
kollinear, wenn die ! Vektoren PO, PR 
linear abhängig sind. Daher nennt 
man auch zwei linear abhängige Vek- 
toren im Vektorraum R? kollinear. 
Vier oder mehr Punkte des Raumes 
heißen komplanar, wenn sie in einer 
Ebene liegen. Die vier Punkte 
P,O,R,S sind genau dann komplanar, 
wenn die Vektoren PO, PR, PS linear 
abhängig sind. Daher nennt man auch 
drei linear abhängige Vektoren im 
Vektorraum R? komplanar. 
Kombinatorik: Zweig der Mathema- 
tik, in dem man sich mit Fragestellun- 
gen über endliche Mengen beschäftigt, 
beispielsweise mit der Abzählung der 
verschiedenen Möglichkeiten der Aus- 
wahl und Anordnung von Elementen 
einer endlichen Menge. Die Bezeich- 
nung „Kombinatorik“ geht auf Gott- 
fried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zu- 
rück, der sich in seiner „Dissertatio de 
arte combinatoria“ (1666) mit ?1Per- 
mutationen beschäftigte. Die eigentli- 
chen Begründer der Kombinatorik 
sind die französischen Mathematiker 
Blaise Pascal (1623-1662) und Pierre 
de Fermat (1601-1665). Pascal unter- 
suchte u.a. die t Binomialkoeffizienten 
(Pascalsches Dreieck), Fermat beschäf- 
tigte sich mit den tPolygonalzahlen. 
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In einem Briefwechsel zwischen Pascal 
und Fermat wurden die Grundlagen 
der t Wahrscheinlichkeitsrechnung ge- 
legt, bei der es sich um einen wichti- 
gen Anwendungsbereich der Kombi- 
natorik handelt. Im Jahr 1713 er- 
schien das Werk „Ars conjectandi“ 
von Jacob Bernoulli (1654-1705), wel- 
ches für die weitere Entwicklung der 
Kombinatorik und der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung von großer Bedeu- 


k-Auswahlen | geordnet 
aus einer (mit Berücksichtigung 
n-Menge der Reihenfolge) 


mit Grundaufgabe 1 


Kombinatorik 


tung war. Durch Leonhard Euler 
(1707-1783) wurde die Betrachtung 
von Graphen (? Graphentheorie) in die 
Kombinatorik eingeführt. Neuere 
Teilgebiete sind die Theorie der ?Inzi- 
denzstrukturen und die tKodierungs- 
theorie. 

Die folgenden vier Aufgaben sind 
Beispiele für die vier Grundaufgaben 
der elementaren Kombinatorik (vgl. 
Tabelle 1): 


nicht-geordnet 
(ohne Berücksichtigung 
der Reihenfolge) 


Grundaufgabe 4 


Wieder- 
holungen 


ohne 
Wieder- 
holungen 


(Aufgabe I (n=3,k=11)); 
geordnete Stichprobe mit 
Zurücklegen vom Umfang k 
aus einer n-Menge; 
Variation zur Klasse k 

von n Elementen 

mit Wiederholungen; 
Abbildung von 

{1,2, ...,k} in eine 
n-Menge; 


Anzahl: n* 


Grundaufgabe 2 

(Aufgabe 2 (n=12,k=5)); 
geordnete Stichprobe ohne 
Zurücklegen vom Umfang k 
aus einer n-Menge; 
Variation zur Klasse k 
von n Elementen 

ohne Wiederholungen; 
injektive Abbildung von 
1,2, 2.,%} in eine 
n-Menge; 


n! 
Anzahl: nn! 


Tabelle 1: k-Auswahlen aus einer n-Menge 


11 DRM 


(Aufgabe 4 (n=6, k=3)); 
ungeordnete Stichprobe mit 
Zurücklegen vom Umfang k 
aus einer n-Menge; 
Kombination zur Klasse k 
von n Elementen 

mit Wiederholungen; 
k-Kollektion einer 

n-Menge; 


Anzahl: ( 


ae 
k 


Grundaufgabe 3 

(Aufgabe 3 (n=49, k=6)); 
ungeordnete Stichprobe ohne 
Zurücklegen vom Umfang k 
aus einer n-Menge; 
Kombination zur Klasse k 
von n Elementen 

ohne Wiederholungen; 
k-Kombination einer 
n-Menge; 

k-Teilmenge einer n-Menge; 


n 
Anzahl: ( 
nza k 
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Aufgabe 1: Wie viele verschiedene 
Tips gibt es im Fußballtoto bei der 
l1er-Wette? (Antwort: 3!!= 177147.) 
Aufgabe 2: Wie viele verschiedene 
Tips gibt es beim Pferderennen mit 12 
Pferden, wenn man auf die 5 Erstpla- 
zierten in der richtigen Reihenfolge 
wetten soll? (Antwort: 12-11-10-9-8 
=95040.) 

Aufgabe 3: Wie viele verschiedene Tips 
gibt es beim Zahlenlotto „6 aus 49“? 


| 49 .4847.46:45:44 
Antwort: ———— 
65:43 


= 13983816.) 


Aufgabe 4: Wie viele verschiedene 
Würfe mit drei nicht unterscheidbaren 
Würfeln gibt es? 


76,5) 
2 





(Antwort: 


Bei den vier Grundaufgaben muß man 
bestimmen, auf wie viele verschiedene 
Arten aus einer n-Menge (Menge mit 
genau n Elementen) k Elemente ausge- 
wählt werden können. Dabei muß 
man unterscheiden, ob es auf die Rei- 
henfolge der Elemente ankommt oder 
nicht, und ob man ein Element nur 
einmal oder auch mehrmals auswäh- 
len darf. Man spricht allgemein von 
einer r-Auswahl aus einer n-Menge mit 
oder ohne Berücksichtigung der Rei- 
henfolge und mit oder ohne Wiederho- 
lungen. In Tabelle 1 sind alle vier Fäl- 
le zusammengestellt. Die dort angege- 
benen Anzahlformeln gewinnt man 
folgendermaßen: 

Zu Grundaufgabe 1: Die Plätze 


1,2, sk 
sollen mit Elementen aus der Menge 
fa,, dz3, .... a„} 


besetzt werden, wobei auch verschie- 
dene Plätze mit dem gleichen Element 
besetzt werden dürfen. Es entsteht 
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eine k-Auswahl aus der n-Menge 
{a1,@2,...,a,} mit Berücksichtigung 
der Reihenfolge mit Wiederholungen. 
Für jeden Platz gibt es n Möglichkei- 
ten, insgesamt also 

n.n....n =n* 
EEE 

k Faktoren 


Möglichkeiten. Man spricht hier auch 
kurz von k-Tupeln; aus den Elemen- 
ten einer n-Menge kann man also n* 
verschiedene k-Tupel bilden (tkar- 
tesisches Produkt). 


Zu Grundaufgabe 2: Im Gegensatz zu 
Grundaufgabe 1 müssen jetzt die Plät- 
ze 1,2,3,...,k mit verschiedenen 
Elementen aus der n-Menge {a,, 
A235 ...,@„n} besetzt werden. Für den 
1. Platz gibt es n Möglichkeiten; für 
den 2. Platz gibt es (wenn der 1. Platz 
schon besetzt ist) dann noch n-1 
Möglichkeiten; für den 3. Platz bleiben 
dann noch n—2 Möglichkeiten usw. 
Insgesamt gibt es 

n-(n— 1)-(n—2)-....(n—k+1) 

Nam — (— — — — — —  — — — — 

k Faktoren 


Möglichkeiten. Dies ist also die An- 
zahl der k-Tupel mit lauter verschie- 
denen Elementen aus der n-Menge. Im 
Sonderfall k=n bildet man aus allen 
Elementen von {a,,4>,...,a,} ein n- 
Tupel, d.h., man schreibt die Elemente 
dieser Menge in einer bestimmten 
Reihenfolge auf. Jede solche Reihen- 
folge nennt man eine ?Permutation 
oder eine Anordnung der Menge. Mit 
der Abkürzung 


n!:=1:-2-3-.....n 


(T Fakultät) gilt also: Es gibt genau n! 
Permutationen einer n-Menge. Mit Hil- 
fe der Fakultät läßt sich die oben ge- 
fundene Anzahlformel kürzer schrei- 
ben: 
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n-(n—-1)-(n—2)-...- 


n! 


(nk)! 


(n—-k+1) 


Diese Formel gilt auch für k=n, denn 
man vereinbart 0'!=1. 


Zu Grundaufgabe 3: Aus der Menge 
41,42, ...,d, soll eine k-Teilmenge 
(k-elementige Teilmenge) ausgewählt 
werden. Es entsteht eine k-Auswahl 
aus {a,,43,...,a,; ohne Berücksichti- 
gung der Reihenfolge ohne Wiederho- 
lungen. Wählt man die Elemente in 
einer bestimmten m aus, so 


entstehen zunächst ——— verschiede- 


(n ET 
ne k-Tupel ohne Wiederholungen 
(Grundaufgabe 2). Je k! dieser k-Tupel 
unterscheiden sich nur in der Reihen- 
folge der Elemente, liefern also die 
gleiche k-Teilmenge von {a}, as, ..., a} 
(vgl. Grundaufgabe 2, Permutationen). 


. n! n . 
Also gibt es kun—h)! (= ()) k-Teil- 
mengen von {a,, 4a, ..., a„} (t Binomial- 


koeffizient). 
Zu Grundaufgabe 4: Aus der n-Menge 
{a1, 2, ...,a,} sollen k Elemente aus- 


gewählt werden, wobei es nicht auf die 
Reihenfolge ankommt und jedes Ele- 
ment auch mehrfach ausgewählt wer- 
den darf. Es entsteht eine k-Auswahl 
aus {a,,Q>,...,a,} ohne Berücksichti- 
gung der Reihenfolge mit Wiederho- 
lungen. Es seien nun n+k—1 Plätze 
gegeben, aus diesen k ausgewählt und 
die restlichen n—1 Plätze mit O be- 
setzt (Abb. 1). 

Die k Zwischenräume zwischen den 
Nullen besetzt man der Reihe nach 
mit Elementen aus {a1,4s, ...,d,}, 
und zwar den i-ten Zwischenraum mit 
lauter Elementen a; (Abb. 2). 

Die dadurch gegebene k-Auswahl ist 
eindeutig durch die ursprüngliche 
Wahl der k Plätze festgelegt. Also gibt 


11* 
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n+k-1 
es genau ( solche k-Auswah- 


len (vgl. Grundaufgabe 3). Damit ist 
auch Grundaufgabe 4 gelöst. 





n+k-1 Plätze — ——---- 


1. harte 2. Läcke 3, "Lücke 4. re “ 
Abb. I 





i-te Lücke 


Abb. 2 


Viele kombinatorische Aufgaben las- 
sen sich auf diese Grundaufgaben zu- 
rückführen. 

Beispiele: 1) Auf wie viele Arten las- 
sen sich die 32 Karten eines Skatspiels 
an die Spieler A,B, C (in dieser Rei- 
henfolge) und den Skat (2 Karten) ver- 
teilen? Für Spieler A gibt es (15) Mög- 
lichkeiten, für Spieler B dann noch 
23) Möglichkeiten, für Spieler C dann 
noch (13) Möglichkeiten. Die gesuchte 
Anzahl ist also 


(1) (1) (1) 
10/ \10/ \10 
_ 32122112! 
- 10122!10!12!10!2! 
32! 
10110! 1012! 
2) Die Anzahl der k-Tupel (geordnete 
k-Auswahlen), welche genau k,-mal das 
Element a,, k,-mal das Element 


Az, ...., k„.mal das Element a, enthalten, 
wobei k, +k3+... +k,=k gilt, ist 


Je) ee 
k/\k) \k) kılkz!..k,! 


(T Polynomialsatz). 


z2,753.101°, 


kommensurabel 


kommensurabel: Zwei Größen a,b 
(Längen, Zahlen, ...) heißen kommen- 
surabel, wenn sie beide ganzzahlige 
Vielfache einer Einheit e sind. Je zwei 
rationale Zahlen sind kommensurabel: 


R 
Ist PL und b=- mit p,q,r,seZ, 
s 
q,5s+0, dann ist die rationale Zahl 
e=— ein „gemeinsames Maß“ von a 
qs 


und b: Es ist a=(ps)-e, b=(qr):e. 

Eine rationale und eine tirrationale 
Zahl sind nicht kommensurabel, sie 
sind inkommensurabel. 

kommutativ: Eigenschaft einer talge- 
braischen Struktur (M, x), wenn 


axb=bxsa füralle a,beM 


gilt. Man sagt dann auch, in (M, x) 
gelte das Kommutativgesetz. Addition 
und Multiplikation von Zahlen sind 
kommutative Verknüpfungen; die 
TVerkettung von Abbildungen ist in 
der Regel nicht kommutativ. 
kompakt: Eine Menge von reellen 
Zahlen (Teilmenge von R) heißt kom- 
pakt, wenn sie tTabgeschlossen und 
Tbeschränkt ist. (Vgl. Satz von tHei- 
ne-Borel.) 

komplementär: 1) Ist A eine Teilmen- 
ge von G, dann heißt die Menge G\A 
(Differenzmenge) komplementär zu A 
bezüglich G (t Menge). 

2) Ist d ein Teiler von a, dann ist 


auch die (ganze) Zahl = ein Teiler von 


a, sie heißt der zu d komplementäre 
Teiler von a (t Teilbarkeitslehre). 

3) Ergänzen sich zwei 1 Winkel zu ei- 
nem rechten Winkel (90°), dann hei- 
Ben sie komplementär zueinander. 

komplexe Zahlen. In der Menge R 
der Treellen Zahlen ist eine Tqua- 
dratische Gleichung nicht immer lös- 
bar. Beispielsweise besitzt die Glei- 
chung x?+1=0 keine Lösungen in R. 
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Ein tKörper, welcher R umfaßt und 
in dem jede quadratische Gleichung 
(und allgemein jede talgebraische 
Gleichung) lösbar ist, ist der Körper 
der komplexen Zahlen. 

Unter einer komplexen Zahl versteht 
man ein Paar reeller Zahlen (also 
(a),a,)ERxR), wobei für diese Paare 
folgendermaßen eine Addition und ei- 
ne Multiplikation definiert sind: 


(aı,a2)+(bı,b;) 
:=(a,+b,ı,a,+b,), 


(a1, a3)-(bı, b;) 

:=(a,b, —a2b,,a, b»+azbı). 
Man kann die komplexe Zahl (a,, a;) 
auch als die f Matrix 


aı —q; 

® .) 
definieren. Dann sind die Addition und 
die Multiplikation die entsprechenden 
Matrixoperationen. 
Die komplexen Zahlen der Form (a, 0) 
heißen reell, da sie einen Teilbereich 


bilden, der dem Körper der reellen 
Zahlen entspricht: 


(a, 0)+(b, 0)=(a+b,0), 

(a, 0)(b, 0)=(ab, 0). 
Die komplexen Zahlen der Form (0, a) 
heißen imaginär; die imaginäre Zahl 

i:=(0, 1) 
heißt die imaginäre Einheit. (In der 
Elektrotechnik bezeichnet man die ima- 
ginäre Einheit auch mit j, da i als Be- 
zeichnung für Stromstärken verwendet 
wird.) Wegen 

(a;, a,)=(a,, 0)+(0, a) 

=(a,, O)+(a>, 0)-(0, 1) 


schreibt man komplexe Zahlen in der 
Form 


(a1,a,)=aı +azi. 
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Man nennt a, den Realteil und a; 
bzw. a,i den Imaginärteil von a, +a3i 
und verwendet folgende Schreibwei- 
sen: 


z=a, +a31, 


Reiz)=a,, Imiz)=a,. 


Komplexe Zahlen stellt man in einer 
Koordinatenebene dar; sie heißt die 
Gaußsche Zahlenebene (nach C.F. 
Gauß, 1777-1855) oder auch die kom- 
plexe Zahlenebene (Abb. 1). 


imaginäre Achse 






reelle Achse 


Abb. 1: Gaußsche Zahlenebene 


Die Addition komplexer Zahlen er- 
folgt ähnlich wie die Addition von 
tVektoren in dem Vektorraum R? 
(Abb. 2). 


imaginäre Achse 


&+Pß 
o 





reelle Achse 


Abb. 2: Addition komplexer Zahlen 


Eine von 0 (=0+0-i) verschiedene 
komplexe Zahl z kann man durch ihre 
Entfernung r vom Koordinatenur- 
sprung und den Winkel p zwischen 
der Verbindungsstrecke zum Koordi- 
natenursprung und der positiven reel- 
len Achse angeben (Abb. 3). 


komplexe Zahlen 


imaginäre Achse 


reelle Achse 





Abb. 3: Darstellung einer komplexen Zahl 


Dies sind die Polarkoordinaten der 
komplexen Zahl z. Man nennt r den 
Betrag und @ das Argument der kom- 
plexen Zahl z. Für z=a, +azi gilt 


r=|z|=Vaitas, 


az 
p=argz=arctan — 
aı 
und 
a,=rCcoSsP, M=rsingp, 
also 


z=r(cosp+isingp). 


imaginäre 





1 reelle Achse 


Abb. 4: Multiplikation von komplexen 
Zahlen 


Mit Hilfe der Polarkoordinaten läßt 
sich auch die Multiplikation komple- 
xer Zahlen geometrisch deuten: Ist 


komplexe Zahlen 


z,=r,(cosp, +isinp,), 
Z,=13(C0S,+i1sin Q,), 
dann ergibt sich aufgrund der Addi- 
tionstheoreme (1 Trigonometrie) 
2,2,=r,r2(cos(Pı+P2) 
+i1sin(pı+99)). 
Zwei komplexe Zahlen werden also 
multipliziert, indem man ihre Beträge 
multipliziert und ihre Argumente ad- 
diert. Geometrisch kann man dies als 
die Verkettung von zwei Dreh- 


streckungen interpretieren (Abb. 4; 
tgeometrische Abbildungen). 


Die Gegenzahl von a, +az1 ist 
(a, +9 1):=(-a,)+(-a;)i. 
Die Kehrzahl von a, +az i=#+0 ist 


l Aı —az1 





aıtai at+a 
aı 4; 


= + —— | 
a+a3 a?+a} 





dabei wurde die Beziehung 
(an +a3 i)-(aı az i)=al+a3 
benutzt. Die Zahlen 


aı+azi und da —4;1 


heißen zueinander konjugiert. Die zu z 
konjugierte Zahl bezeichnet man mit Z 
(in der Elektrotechnik auch mit z*). 
Es gilt 


zz=|z|‘, also |zl=Yzz, 


Damit kann man die Kehrzahl von z 
| = 
sehr einfach ausdrücken: nu 
(Abb. 5). z el 
Für eine ganze (positive oder negative) 


Zahl n gilt mit z=r(cosp+isin op) 
z"=r"(cosnp+isinnp). 
Andrerseits gilt auch 


z"=r"(cosp+ising)". 
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imaginäre 
Achse 






reelle 





Abb. 5: Zueinander konjugierte Zahlen 


Durch Vergleich von Realteil und 
Imaginärteil in diesen Formeln erge- 
ben sich die t1Moivreschen For- 
meln. 

Vergleicht man die tTaylor-Reihen 
von sin und cos mit der formal für 
das Argument ix (xeR) gebildeten 
Taylorreihe der natürlichen Exponen- 
tialfunktion, dann erhält man die Eu- 
lersche Formel (nach L. Euler, 1707 bis 
1783): 


cosx+isinx=el*, 


Daraus folgt 


el? Le-1* 
u ve 
er _e-ix 
sin x =——., 
2i 


Ist |z|=r und argz=p, dann kann 
man also die komplexe Zahl z mit 
Hilfe der Eulerschen Formel in der 
Form 


z=rei? 
schreiben; für neZ ist dann 
et, 
Die Menge der komplexen Zahlen be- 


zeichnet man mit €. In € besitzt jede 
quadratische Gleichung eine Lösung. 
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komplexe Zahlen 





Die Gleichung 
z?+1=0 bzw zZ=-I 

hat die Lösungen i und -i, denn 
?=(-i”=-1. 


Daher 
durch 


:=y-1, 
was aber unbefriedigend ist, da man 
ohne Kenntnis der komplexen Zahlen 
noch nicht weiß, was vi bedeuten 
soll. Ist a eine positive reelle Zahl, 
dann hat 


„definiert“ man i auch oft 


z?=a die Lösungen Ya 
und -YVa, 


z?= -a die Lösungen iya 


und -iVa; 


dabei bedeutet Va die (positive) reelle 
Quadratwurzel aus der reellen Zahl a. 
Die Lösungen von z"=1 sind die n- 
ten tEinheitswurzeln 1,£,(?, ..., (1 


. 7 
mit &=cos —+isin —. Ist 
n n 


w=r(cosp+tising), 


dann hat die Gleichung z"=w die n 
Lösungen 


ur (cos er sin 2) I 
n n 


mit k=0,1,2,....n—1. Dabei ist Yr 
die positive reelle Wurzel aus der reel- 
len Zahl r. Schreibt man die Lösung 
von z"=w einfach in der Form /w, 
dann ist dies nicht eindeutig, Man 
kommt überein, darunter nur die Lö- 
sung mit k=0 zu verstehen und nennt 
dies den Hauptwert der n-ten Wurzel 
aus w. 

Die Lösungen einer quadratischen 
Gleichung mit reellen Koeffizienten 
sind zueinander konjugierte komplexe 


Zahlen, falls sie nicht reell sind. Bei- 
spielsweise hat x’+2x+4=0 die Lö- 
sungen -1+iy3 und ii), 

Sind a,b,c reelle Zahlen und sind a, b 
nicht beide gleich 0, dann wird durch 
z+2Z 2—Z 
ee 








a +c=0 
eine Gerade in der Gaußschen Zah- 


lenebene beschrieben. Ist r eine reelle 
Zahl, dann wird durch 


(z-a)(z-ä)=r? 


ein tKreis mit dem Mittelpunkt a 
und dem Radius r in der Gaußschen 
Zahlenebene beschrieben. Diese Bei- 
spiele zeigen, daß man die komplexen 
Zahlen zur Beschreibung geometri- 
scher Sachverhalte in der Ebene be- 
nutzen kann. Auch ?geometrische Ab- 
bildungen lassen sich durch komplexe 
Funktionen, also Abbildungen von € 
in sich, oft sehr einfach beschreiben. 
Beispielsweise ist durch 


Sf: 2 = 
Z 


eine tInversion am Kreis (Einheits- 
kreis um den Ursprung) gegeben. Von 
besonderem Interesse sind die linearen 
Transformationen 


az+b 
cz+d 





zr (ad—bc=#D0), 

welche Kreise wieder in Kreise über- 
führen (wenn man eine Gerade auch 
als einen Kreis auffaßt) und deshalb 
Kreisverwandtschaften heißen. Ist f ei- 
ne ?tdifferenzierbare komplexe Funk- 
tion mit f(z)+0 für alle zeC, dann 
läßt die von f vermittelte Abbildung 
den Schnittwinkel von Kurven fest 
und ändert auch nicht den Umlauf- 
sinn von Figuren, ist also „ähnlich im 
Kleinen“. Eine solche Abbildung 
nennt man eine ?Tkonforme Abbil- 
dung. 


Komplexitätstheorie 


Die tFunktionentheorie ist die Theo- 
rie der komplexen Funktionen. Von 
besonderem Interesse sind hier die 
tanalytischen Funktionen. 

Neben der Gaußschen Zahlenebene 
verwendet man zur Darstellung der 
komplexen Zahlen auch die Riemann- 
sche Zahlenkugel (nach B. Riemann, 
1826-1866). Hier werden die komple- 
xen Zahlen umkehrbar eindeutig den 
Punkten einer Kugelfläche zugeordnet. 
Dazu betrachtet man ein räumliches 
kartesisches T Koordinatensystem und 
identifiziert dessen xy-Ebene mit der 
Gaußschen Zahlenebene. Dann ordnet 
man jedem Punkt der Oberfläche der 
Einheitskugel mit dem Mittelpunkt 
(0,0, 1) den Schnitt der Verbindungs- 
geraden dieses Punktes und des Nord- 
pols (0,0, 2) mit der Gaußschen Zah- 
lenebene zu (Abb. 6). 





Abb. 6: Riemannsche Zahlenkugel 
(N Nordpol) 


Das Bild des Nordpols unter dieser 
Abbildung fügt man als neues Ele- 
ment z, zur Gaußschen Zahlenebene 
hinzu und erhält so die volle Gaußsche 
Zahlenebene (abgeschlossene Gaußsche 
Zahlenebene). Die Abbildung der Rie- 
mannschen Zahlenkugel auf die 
Gaußsche Zahlenebene nennt man 
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stereographische Projektion. Ist der 
Punkt (£,n,{) der Kugel dem Punkt 
(x, y) der Ebene zugeordnet, dann gilt 
__2 
Be 


bzw. 


2n 


x = 
2-[ 


und y 


4x 
er 
* 
er y2+4 
2x?+2y? 
x2ry2+4 


n 


Komplexitätstheorie: Forschungsbe- 
reich der Mathematik, in dem unter- 
sucht wird, ob es zu bekannten Be- 
rechnungsverfahren weitere und „bes- 
sere“ Algorithmen gibt, die das gleiche 
Problem mit weniger Aufwand, d.h. 
mit weniger und einfacheren Rechen- 
schritten, lösen. Die Komplexitäts- 
theorie ist von besonderer Bedeutung 
für die Datenverarbeitung und Infor- 
matik, da Rechenmaschinen prinzi- 
piell nur zur Lösung solcher Probleme 
anwendbar sind, für die Algorithmen 
existieren, jedoch manche Algorith- 
men viel zu aufwendig sind. So gibt es 
z.B. für das Problem eines Handelsrei- 
senden, der nacheinander n Städte auf 
der kürzesten Route besuchen will, ei- 
nen Algorithmus, der diese kürzeste 
Route durch Vergleich aller mögli- 
chen Routen auswählt. Da aber bei 
„Ausprobieren“ aller Möglichkeiten 
die Rechenzeit exponentiell mit der 
Größe des Problems wächst, benöti- 
gen bereits für den Fall n= 100 die zur 
Zeit schnellsten Rechenanlagen meh- 
rere Tage, um den kürzesten Weg her- 
auszufinden. Für die Anwendung von 
Rechenmaschinen sind deshalb im we- 
sentlichen nur solche Algorithmen ge- 
eignet, deren Rechenzeit polynomial 
von den Eingangsgrößen abhängt 
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(polynomiale Rechenzeit; d.h. die Re- 
chenzeit läßt sich durch ein Polynom 
von den Eingangsgrößen abschätzen). 
In den von der Komplexitätstheorie 
verwendeten mathematischen Model- 
len von Rechenmaschinen entspricht 
der Rechenzeit etwa die Anzahl der 
Rechenschritte. Die Komplexitäts- 
theorie konnte nun zeigen, daß es 
Probleme gibt, für die zwar Algorith- 
men existieren, jedoch keine mit poly- 
nomialer Rechenzeit. Ein anderer 
Zweig der Komplexitätstheorie behan- 
delt die Verbesserung des Systems Al- 
gorithmus-Rechenautomat: Entweder 
sucht man z.B. durch Einprogrammie- 
rung (Implementierung) neuer Funk- 
tionen in die Rechenanlage die Re- 
chenzeit des Algorithmus zu verbes- 
sern, oder man sucht die Rechenanla- 
ge bzw. Teile von ihr durch Umfor- 
mulieren des Algorithmus zu entla- 
sten. Die Komplexitätstheorie stellt 
auch Methoden für die Datensiche- 
rung zur Verfügung (1 Kodierungs- 
theorie; vgl. DUDEN Informatik). 
Konchoide: Bezeichnung für eine ebe- 
ne Kurve, die folgendermaßen ent- 
steht: Es seien ein Punkt S, eine Kur- 
ve k und eine Zahl A>0 gegeben. Auf 
jeder Geraden durch S, welche k 
schneidet, trägt man vom Schnitt- 
punkt aus nach beiden Seiten eine 
Strecke der Länge A ab. Die auf diese 
Art entstehenden Punkte bilden dann 
eine Kurve, die man als Konchoi- 
de bezeichnet (Abb. 1). 

In Abbildung 2 ist die Konchoide 
dargestellt für den Fall, daß k eine 
Gerade ist (hier die y-Achse) und der 
Abstand d von S zu dieser Geraden 
kleiner als A ist. Diese Kurve hat fol- 
gende Gleichung: 


xy? =(x—-d)?2(A? -x?). 


Ist k ein Kreis und $S ein Punkt auf 
dem Kreis, dann erhält man eine Pas- 





Konchoide 


calsche Schnecke 
1623-1662). Diese ist 


(nach B. Pascal, 


gestreckt, falls A>2r (Abb. 3), 
spitz, falls A=2r (Abb. 4), 
geschlungen, falls A<2r (Abb. 5). 


Abb. 2: Konchoide mit der Gleichung 


x? y?=(x—-d)?(1?—x?) 
Die spitze Form der Pascalschen 
Schnecke (Abb. 4) nennt man auch 
Kardioide. Ihre Gleichung in ? Polar- 
koordinaten lautet 


r=a(l—-cosp), 


Konditionsproblem 


wenn ihre Spitze im Pol liegt und die 
Polarachse ihre Symmetrieachse ist. 





Abb. 3: Gestreckte Pascalsche Schnecke 





Abb. 4: Spitze Pascalsche Schnecke 
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\ 
EIN | 
LI 
/ 
Lt 
k 


Abb. 5: Geschlungene Pascalsche Schnecke 


Pascalsche Schnecken kann man auch 
folgendermaßen erzeugen: Auf einem 
festen Kreis x rollt ein gleich großer 
Kreis k ab. Ein fest mit k verbundener 
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Punkt P beschreibt dann eine Pascal- 
sche Schnecke. Diese ist gestreckt, 
spitz bzw. geschlungen, wenn P im In- 
nern von k, auf K bzw. im Äußern 
von k liegt. Wählt man den Mittel- 
punkt von x als Koordinatenursprung, 
dann erhält man die Parameterdar- 
stellung 


(*)- (5 cost—acos ) 
y  \2rsint-asin2t 


mit O<t<2n. 

Es gibt noch weitere Erzeugungsmög- 
lichkeiten für Pascalsche Schnecken. 
Beispielsweise entstehen sie als Bilder 
von tKegelschnitten bei tInversion 
an einem Kreis, dessen Mittelpunkt 
ein Brennpunkt ist. Bei geeigneter 
Wahl des Radius des Inversionskreises 
erhält man aus einer Ellipse, einer Pa- 
rabel und einer Hyperbel der Reihe 
nach die gestreckte, die spitze und die 
geschlungene Form. 
Konditionsproblem. Sind die Anfangs- 
daten einer numerischen Aufgabe (z.B. 
die Koeffizienten in einem Glei- 
chungsterm) fehlerhaft gegeben, dann 
wird auch das Ergebnis fehlerhaft sein. 
Das Problem der Fortpflanzung der 
Datenfehler in die Lösung der Aufga- 
be bezeichnet man als Konditionspro- 
blem dieser Aufgabe. Man nennt eine 
Aufgabe gut konditioniert, wenn „klei- 
ne“ Datenfehler auch nur zu „kleinen“ 
Fehlern im Ergebnis führen. Lineare 
Gleichungssysteme sind oft schlecht 
konditioniert, d.h. „kleine“ Fehler in 
den Koeffizienten bewirken in der Re- 
gel „große“ Fehler im Ergebnis. Die 
Nullstellenbestimmung bei Polynomen 
ist meistens auch schlecht konditio- 
niert. 

Beispiel 1: Die Gleichung 


x?—-4x+4=0 


hat die (doppelte) Lösung 2. Die Glei- 
chung 
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x? —4x+3,9999999 = 0 


hat die Lösungen 
1,9996837 und 2,0003162; 


hier ist die Änderung der Lösungen 
also 3162mal so groß wie die Ände- 
rung des Koeffizienten in der Glei- 
chung. 

Beispiel 2: Das Polynom 


(x —- 1)(x< -2)(x -3)...(x — 20) 
=x?2’-210x"’+—... 

hat die 20 reellen Nullstellen 
1,2, 3, 2.4,.20, 


Ersetzt man lediglich den Koeffizien- 
ten —210 von x!? durch —210— 2°? 
(= - 210,000000119...), dann sind 10 
der 20 Nullstellen nicht mehr reell; 
zwei von ihnen haben sogar einen 
Imaginärteil, der größer als 2,8 ist 
(tkomplexe Zahlen). 

konforme Abbildung. Eine komplexe 
Funktion f (komplexe Zahlen, ? Funk- 
tionentheorie) bildet ihre Definitions- 
menge D(f)=C wieder auf eine Teil- 
menge von CE ab, kann also als eine 
geometrische Abbildung eines Teils 
der Gaußschen Zahlenebene in sich 
betrachtet werden. Ist f in einem 
Gebiet GZCT Tdifferenzierbar und 
gilt f’(z)+0 für alle zeG, dann ist die- 
se Abbildung winkeltreu und ändert 
nicht den Umlaufsinn von Figuren; 
man sagt, sie sei „ähnlich im Kleinen“ 
und nennt eine solche Abbildung kon- 
form. Bei einer konformen Abbildung 
ist also der Schnittwinkel zweier Kur- 
ven ebenso groß wie der Schnittwinkel 
ihrer Bildkurven. Dies erkennt man 
leicht, wenn man die Kurven durch 
Tangentenstücke annähert und die 
Funktion f durch ihre lineare Appro- 
ximation zmra+bz ersetzt: zi>a ist 
eine Verschiebung und zr>bz ist eine 
Drehstreckung (Abb. 1; tgeometrische 
Abbildungen). 


konforme Abbildung 





Abb. 1: Konforme Abbildung 


Sind a,b,c,d komplexe Zahlen mit 
ad—-bc+0, dann ist die Abbildung 
zw mit 


az+b 
w= 
cz+d 


konform in G= e\\ 





d 

-&h falls c+0 
ist, bzw. in G=T, falls c=0 gilt. Diese 
Abbildung heißt lineare Transforma- 
tion. Faßt man eine Gerade als einen 
Kreis (mit unendlichem Radius) auf, 
dann gilt: Jede lineare Transformation 
bildet einen Kreis wieder auf einen 
Kreis ab. Dies erkennt man folgender- 
maßen: Eine lineare Transformation 
läßt sich aus Abbildungen der Form 


zrz+0a (gel), (1) 

zrßz (Bet, B+0), (2) 

RR. (3) 
z 


zusammensetzen. (1) ist eine Verschie- 
bung, (2) eine Drehstreckung; bei die- 
sen Abbildungen werden also Kreise 
wieder auf Kreise abgebildet. (3) läßt 
sich aus der tInversion am Einheits- 


1 
kreis zt>- und der Spiegelung zı>Z 
zZ 


an der reellen Achse zusammensetzen. 
Diese beiden Abbildungen sind eben- 
falls kreistreu. Wegen der Kreistreue 
nennt man die linearen Transforma- 
tionen auch Kreisverwandtschaften. 
Die konforme Abbildung mit der 
Gleichung 


w=z? 


konforme Abbildung 


bildet das Hyperbelgitter in Abbil- 
dung 2 auf das Quadratgitter in Ab- 
bildung 3 ab. Denn mit z=x+iy 
und w=u+iv gilt 


u=x?’—-y? und v=2xy. 


Die konforme Abbildung mit der 
Gleichung 


w=2+- 
ist in der Strömungslehre von Bedeu- 
tung. Sie bildet einen Kreis, der durch 
+1 geht und —1 in seinem Innern 
enthält, auf eine Kurve ab, welche un- 
ter dem Namen Joukowsky-Profil be- 
kannt ist (Abb. 4). 


43 2 | 
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Abb. 3: Quadratgitter 


- 





0-1-2-3-4 





Abb. 2: Hyperbelgitter 


v 
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imaginäre 
Achse 





Abb. 4: Joukowsky-Profil 


Der Riemannsche Abbildungssatz (nach 
B. Riemann, 1826-1866) besagt, daß 
sich jedes einfach zusammenhängende 
tGebiet der Gaußschen Zahlenebene, 
welches nicht alle komplexen Zahlen 
enthält, eindeutig (bijektiv) und kon- 
form auf den Einheitskreis abbilden 
läßt. 

kongruent: 1) In der Geometrie nennt 
man zwei Figuren kongruent oder 
deckungsgleich, wenn sie in allen Be- 
stimmungsstücken (Längen, Winkel, ...) 
übereinstimmen. Genau dann sind 
zwei Figuren kongruent, wenn sie 
mit Hilfe einer Kongruenzabbildung 
(tgeometrische Abbildungen) aufein- 
ander abgebildet werden können. Die 
Kongruenz ist eine tÄquivalenzrela- 
tion in der Menge aller Figuren (der 
Ebene oder des Raumes). Die Kon- 
gruenzsätze für Dreiecke geben an, 
durch welche Bestimmungsstücke ein 
Dreieck eindeutig (bis auf Kongruenz) 
festgelegt und damit konstruierbar ist: 
l. Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in den Längen aller drei Seiten über- 
einstimmen. 

2. Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in den Längen zweier Seiten und in 
der Größe des eingeschlossenen Win- 
kels übereinstimmen. 

3. Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in den Längen zweier Seiten und der 


konjugiert 


Größe des Winkels, der der längeren 
Seite gegenüberliegt, übereinstimmen. 
4. Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in der Länge einer Seite und der Grö- 
Be der dieser Seite anliegenden Winkel 
übereinstimmen. 

2) In der Teilbarkeitslehre nennt man 
zwei ganze Zahlen a,b kongruent mo- 
dulo m, wobei m eine natürliche Zahl 
ist, wenn a und 5b bei Division durch 
m den gleichen Rest lassen, wenn also 
a—b durch m teilbar ist. Man schreibt 
dann 


a=b (modm) 


und nennt m den Modul der Kon- 
gruenz. Die Kongruenz modulo m ist 
eine tÄquivalenzrelation in N oder in 
Z, die zugehörigen Äquivalenzklassen 
sind die ? Restklassen modulo m. 
Beispiele: 


15=4 (mod 1), 


denn 11|15-4; 
—3=17 (mod 4), 
denn 4| —3-—17; 


13#37 (mod 5), 
denn 5413 - 37. 


Die Kongruenz (genauer Bestimmungs- 
kongruenz) 


ax=b (mod m) 


ist genau dann lösbar, wenn der 1 größ- 
te gemeinsame Teiler von a und m 
ein Teiler von b ist. Beispielsweise hat 
6x=5 (mod 9) keine Lösung; dagegen 
ist 5x=4 (mod 9) lösbar, und zwar in 
der Form x=8 (mod 9), alle Zahlen 
der 9er-Restklasse 8 sind also Lösun- 
gen. 

konjugiert: 1) Zwei Durchmesser ei- 
ner TEllipse heißen konjugiert, wenn 
sie als Bilder zweier rechtwinkliger 
Durchmesser eines Kreises bei einer 
affınen Abbildung entstehen. 

2) Zwei tkomplexe Zahlen heißen 
konjugiert, wenn sie sich nur im Vor- 


Konstante 


zeichen des Imaginärteils unterschei- 
den, wenn sie in der Gaußschen Zah- 
lenebene also spiegelbildlich zur reel- 
len Achse liegen. 

Konstante: Bezeichnung für eine feste 
Zahl oder tGröße, die in einer Glei- 
chung, Ungleichung o.ä. auftritt. In 
der tquadratischen Gleichung ax? 
+bx+c=0 stehen a,b, c für Konstan- 
ten, während x die t Variable (Unbe- 
stimmte) ist. Die Symbole a,b,c sind 
also „Variable für Konstanten“, daher 
spricht man auch von Formvariablen 
(t Koeffizient). Eine t Funktion, die an 
allen Stellen ihrer Definitionsmenge 
den gleichen Wert annimmt, heißt ei- 
ne konstante Funktion oder kurz eine 
Konstante. 

Konstruktion mit Zirkel und Lineal. 
Für geometrische Konstruktionen be- 
nutzt man in der Regel einen Zirkel 
(Zeichnen eines Kreises) und ein Line- 
al (Zeichnen einer Geraden). In der 
Antike untersuchte man, welche geo- 
metrischen Konstruktionen unter al- 
leiniger Verwendung von Zirkel und 
Lineal ausführbar sind. Dabei interes- 
sierte man sich auch für die fol- 
genden drei Probleme, bei denen die 
Unmöglichkeit der Konstruktion mit 
Zirkel und Lineal erst in neuerer Zeit 
bewiesen werden konnte. 

1) Würfelverdopplung (Delisches Pro- 
blem): Aufgabe, zu einem Würfel mit 
gegebener Kantenlänge einen zweiten 
Würfel zu konstruieren, der das dop- 
pelte TVolumen besitzt. Ausgehend 
von einer Strecke der Länge 1 muß 
also eine Strecke der Länge Y2 kon- 
struiertt werden. Mit algebraischen 
Mitteln kann man zeigen, daß eine 
solche Konstruktion mit Zirkel und 
Lineal nicht möglich ist. 

2) Dreiteilung des Winkels (Trisektion 
des Winkels): Aufgabe, unter alleiniger 
Verwendung von Zirkel und Lineal ei- 
nen Winkel in drei gleich große Win- 
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kel zu teilen. Mit algebraischen Hilfs- 
mitteln kann man zeigen, daß dies im 
allgemeinen nicht möglich ist, ledig- 
lich bei einigen besonderen Winkeln 
(45°, 90° u.a.) gelingt eine solche Kon- 
struktion. Schon in der Antike kannte 
man aber Näherungskonstruktionen 
für die Dreiteilung beliebiger Winkel. 
3) Quadratur des Kreises: Hier geht es 
darum, ein Quadrat zu konstruieren, 
welches den gleichen Flächeninhalt 
wie ein gegebener Kreis hat (TFlä- 
chenverwandlung). Die Unmöglichkeit 
einer solchen Konstruktion mit Zirkel 
und Lineal wurde erst im Jahr 1882 
von F.Lindemann (1852-1939) be- 
wiesen. 
Kontinuum: Bezeichnung für die Men- 
ge der Treellen Zahlen, für ein Inter- 
vall reeller Zahlen oder allgemeiner 
für jede zur Menge der reellen Zahlen 
Tgleichmächtige Menge. Die Menge ® 
der trationalen Zahlen ist kein Konti- 
nuum, denn ® ist Tabzählbar, wäh- 
rend RR überabzählbar ist. Die Konti- 
nuumshypothese besagt: Es gibt keine 
überabzählbare Menge, deren Mäch- 
tigkeit kleiner als die des Kontinuums 
ist, welche also gleichmächtig zu einer 
Teilmenge von R, aber nicht gleich- 
mächtig zu R ist. Die Kontinuumshy- 
pothese kann aus den Axiomen der 
Mengenlehre weder bewiesen noch 
widerlegt werden. 
konvergent: Eine tFolge von Zahlen 
<a„> heißt konvergent, wenn eine Zahl 
a mit folgender Eigenschaft existiert: 
Zu jedem e>0O gibt es ein N,eN der- 
art, daß ja„-al<e für alle n mit 
n>N,. Man sagt dann, die Folge <a,„> 
sei konvergent zum Grenzwert a und 
schreibt 

lim a,= a. 
Die Konvergenz der Folge <(a,> zum 
Grenzwert a kann man etwas ungenau 
folgendermaßen umschreiben: Für 
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hinreichend große Indizes n liegen die 
Zahlen a, beliebig nahe bei a. 

Eine tReihe ist eine spezielle Folge, 
so daß auch hier der Begriff der Kon- 
vergenz von Bedeutung ist. Eine Fol- 
ge, die nicht konvergent ist, heißt 
divergent. 

Eine tFunktionenfolge <f,> heißt 
konvergent an der Stelle xo, wenn die 
Zahlenfolge <f„(xo)> konvergent ist. 
Sind die Funktionen f, auf einem In- 
tervall / definiert und ist < f„> konver- 
gent an jeder Stelle xeI, dann heißt 
die Funktionenfolge punktweise konver- 
gent auf I. Die Funktionenfolge heißt 
dagegen gleichmäßig konvergent auf I, 
wenn eine Funktion f auf I existiert 
und wenn für jedes e>O ein N,eN 
existiert (wobei N, nicht von der Stelle 
x abhängt!), so daß für jedes xeI 


Im) fo)l<e 
für allen>N, gilt. 


In diesem Fall ist die Grenzfunktion f 


stetig, falls die Funktionen f, stetig 
sind (? Stetigkeit). 

konvergent nach Wahrscheinlichkeit: 
- Eine Folge <X,„> von tZufallsgrößen 
mit diskreter t Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung heißt konvergent nach Wahr- 
scheinlichkeit, wenn eine Zufallsgröße 
X mit folgender Eigenschaft existiert: 
Zu jedem e>O und jedem ö>0 exi- 
stiert ein no(&,ö)eN derart, daß 


P(X„-X|>e)<ö 


für alle n2zno(e,ö) gilt. Es ist also 
lim P(|X„-X|>e)=0; man schreibt 
dann 

Ku>X 
(1 Gesetz der großen Zahlen). 
Konvergenzkriterium: Bedingung für 
die Konvergenz einer ?TFolge oder 
t Reihe (tkonvergent). 
Ein Konvergenzkriterium heißt not- 
wendig, wenn es von jeder konvergen- 


konvex 


ten Folge bzw. Reihe erfüllt wird. 
Notwendig für die Konvergenz einer 
Folge <a,» ist beispielsweise die Be- 
dingung lim (a„— a, 1)=0. 

Ein Konvergenzkriterium heißt hinrei- 
chend, wenn aus ihm die Konvergenz 
der Folge bzw. Reihe hergeleitet wer- 
den kann. Beispielsweise enthält der 
tHauptsatz über monotone Folgen 
ein hinreichendes Konvergenzkrite- 
rium. 

Ein hinreichendes und notwendiges 
Konvergenzkriterium für Folgen reel- 
ler Zahlen ist das Cauchy-Kriterium 
(nach A.L. Cauchy, 1789-1857): Eine 
Folge <a,» reeller Zahlen ist genau 
dann konvergent, wenn für jedes e>0 
ein N,eN derart existiert, daß 


la„-a.|<e für alle m,n>N, 


(tCauchy-Folge) gilt. Stehen nur die 
Trationalen Zahlen zur Verfügung, ist 
also <a,» eine Folge rationaler Zahlen 
und muß auch ein eventuell vorhan- 
dener Grenzwert rational sein, dann ist 
das Cauchy-Kriterium nur notwendig, 
nicht aber hinreichend. 

konvex: 1) Eine Punktmenge (in der 
Ebene oder im Raum) heißt konvex, 
wenn sie zu je zwei Punkten auch 
deren Verbindungsstrecke enthält 
(Abb. 1). Andernfalls heißt die Punkt- 
menge nicht-konvex (Abb. 2). 


Abb. 1: Konvexe Flächenstücke 





Abb. 2: Nicht-konvexe Flächenstücke 


Koordinatensysteme 


Sind die Punkte X,Y,... durch ihre 
t Ortsvektoren x,y,... bezüglich eines 
Koordinatensystems beschrieben, 
dann kann man die Konvexität auch 
vektoriell definieren: Ist M die Menge 
aller Ortsvektoren einer Punktmenge, 
dann ist diese genau dann konvex, 
wenn gilt: 


K,VEM > aX+PßyeM 


für alle «,ßeR mit O0<sa, P<1 und 
&«+ß=1 (Abb. 3). 





Abb. 3: Konvexe Punktmenge 


Die konvexe Hülle einer Punktmenge 
M ist die kleinste konvexe Punktmen- 
ge, welche M umfaßt. Die konvexe 
Hülle von {A,B,C} ist die Dreiecks- 
fläche 

{X |X=ad+ßb+yd 

mit 0o<wß,y<l und a+ß+y=1}. 
Die konvexe Hülle von n Punkten im 
Raum ist ein t Polyeder. 


2) Eine Funktion f heißt konvex auf 
dem Intervall /, wenn 


Xı+X2\ _fXı)+ f(x2) 
a 
für alle x,,xzeI (Abb. 4). 








x, + 


x 





Abb. 4: Konvexe Funktion 
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Gilt dagegen 
.(Xı +%2\ _f(Xı)+ f(&2) 
J | 2 )s 2 


für alle x,,xzeI, dann heißt f konkav 
auf I. Die Funktion heißt streng kon- 
vex bzw. konkav, wenn die Gleichheit 
jeweils ausgeschlossen ist. Beispiels- 
weise ist die Sinusfunktion auf [0, rn] 
streng konvex und auf [n,2n] streng 
konkav (Abb. 5): 






y=sinx 


konkav 





Abb. 5: Sinusfunktion 


Ist f auf I zweimal tdifferenzierbar, so 
ist f genau dann 


konvex bzw. konkav, 
wenn 
FRW)SO bzw. FO 


für alle xel gilt. 

Die Begriffe „konvex“ und „konkav“ 
für Funktionen werden auch entge- 
gengesetzt verwendet. Ferner findet 
man die Bezeichnungen 


„konvex von oben“ (=konvex), 
„konvex von unten“ (=konkav). 


Koordinatensysteme. In der Tanaly- 
tischen Geometrie werden geometri- 
sche Probleme algebraisch behandelt. 
Dies wird ermöglicht, indem man je- 
den Punkt der Ebene durch ein Zah- 
lenpaar bzw. jeden Punkt des Raumes 
durch ein Zahlentripel beschreibt. Die 
betreffenden Zahlen nennt man dann 
die Koordinaten des Punktes. Dazu 
muß man in der Ebene bzw. im Raum 
ein Koordinatensystem festlegen. 
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Koordinatensysteme in der Ebene: Ein 
schiefwinkliges oder affines Koordina- 
tensystem wird durch zwei Geraden 
festgelegt, die sich in einem Punkt O 
schneiden und auf denen jeweils durch 
Angabe der Stelle „I“ eine Einheit 
festgelegt ist. Diese Geraden heißen 
die Achsen des Koordinatensystems. 
Eine der Achsen nennt man die I. Ach- 
se oder die x-Achse, die andere ist 
dann die 2. Achse oder die y-Achse. 
Die Koordinaten eines Punktes der 
Ebene erhält man dann, indem man 
ihn achsenparallel auf die beiden Ach- 
sen projiziert (Abb. 1). 


x „P=(r, vr) 





y Il. Quadrant 






----.9 P=(xp, Yr) 
ı 
ı 
1 


III. Quadrant IV. Quadrant 


Abb. 2: Kartesisches Koordinatensystem 





Abb. 3: Punkte im kartesischen 
Koordinatensystem 


Koordinatensysteme 


Am häufigsten verwendet man das 
kartesische Koordinatensystem (nach 
R. Descartes, genannt Cartesius, 1596 
bis 1650). Bei diesem sind die Achsen 
zueinander rechtwinklig, die Einheiten 
auf den Achsen sind gleich groß und 
die positive 1. Achse (x-Achse) geht 
durch eine Linksdrehung um 90° in 
die positive 2. Achse (y-Achse) über 
(Abb. 2 und Abb. 3). 

Ist in einem Koordinatensystem 
P=(x,,y,), dann nennt man die x-Ko- 
ordinate xp von P die Abszisse des 
Punktes P, die y-Koordinate yp die 
Ordinate des Punktes P. Es sind auch 
die Schreibweisen 


P=(xp;yp), P=(xp/yp), 
P(xp, Yp), P(xp;yp),  P(xp/yP) 


in Gebrauch. Der Schnittpunkt O der 
Koordinatenachsen heißt Ursprung 
des Koordinatensystems; es ist 
O=(0, 0). Ein affines Koordinatensy- 
stem teilt die Ebene in vier Quadran- 
ten ein (vgl. Abb. 2). Tabelle 1 zeigt die 
Vorzeichen der Koordinaten in den 
verschiedene Quadranten. 


Vorzeichen | Vorzeichen 


P=(Xp,yp) 
liegt in 
Quadrant 





Tabelle I 


Neben affınen bzw. kartesischen Ko- 
ordinaten verwendet man in der Ebe- 
ne auch häufig ?t Polarkoordinaten. 

Koordinatensysteme im Raum: Wie in 
der Ebene kann man auch im Raum 
affine (schiefwinklige) Koordinatensy- 
steme definieren, am häufigsten ver- 
wendet man aber auch hier kartesische 


Koordinatentransformation 


Koordinatensysteme. Ein solches ist 
durch drei paarweise zueinander 
rechtwinklige Achsen mit gleichen 
Einheiten gegeben. Dabei ist die Ori- 
entierung der Achsen gemäß der 
„Korkenzieherregel“ zu wählen: Führt 
man die positive x-Achse durch eine 
Drehung um 90° in die positive y- 
Achse über und schreitet dabei in z- 
Richtung voran, dann entsteht eine 
„Rechtsschraubung“. Die Bezeichnun- 
gen im räumlichen kartesischen Koor- 
dinatensystem entsprechen denjenigen 
in der Ebene; insbesondere ist 


P=(xp, yp,Zp) 


der Punkt mit der x-Koordinate xp, 
der y-Koordinate yp und der z-Koor- 
dinate zp (Abb. 4). 





Abb. 4: Kartesisches Koordinatensystem 
im Raum 





Abb. 5: Zerlegung des Raums in Oktanten 
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Die Ebenen durch die Koordinaten- 
achsen (xy-Ebene, xz-Ebene, yz-Ebe- 
ne) zerlegen den Raum in acht Oktan- 
ten (Abb. 5). 

Auch im Raum benutzt man häufig 
t Polarkoordinaten. 
Koordinatentransformation: Über- 
gang von einem vorliegenden 1Koor- 
dinatensystem zu einem anderen, wo- 
bei durch Transformationsgleichungen 
beschrieben wird, wie man von den 
Koordinaten eines Punktes im ur- 
sprünglichen System zu den Koordi- 
naten im neuen System kommt. 
Koordinatentransformation bei ebenen 
Koordinatensystemen: Sind x,y die 
Koordinaten im ursprünglichen Koor- 
dinatensystem und x’, y’ diejenigen im 
neuen System, dann gibt es Funktio- 
nen f,g von zwei Variablen mit 


x=f(x,y)) und y'=g(x,y). 


Dieses Gleichungssystem muß eindeu- 
tig nach x,y auflösbar sein, es muß 
also Funktionen p,/ von zwei Va- 
riablen geben mit 


und y=Y(x',y'). 


Beide Formen der Transformations- 
gleichungen können zur Beschreibung 
der Koordinatentransformation heran- 
gezogen werden. Zur Veranschauli- 
chung einer Koordinatentransforma- 
tion benutzt man die zweite Form, um 
darzustellen, wie das Quadratgitter 
des ursprünglichen Koordinatensy- 
stems abgebildet wird: Die Parallele 
zur y-Achse mit der Gleichung x=a 
wird auf die Kurve mit der Gleichung 
o(x’,y)=a abgebildet, die Parallele 
zur x-Achse mit der Gleichung y=b 
auf die Kurve mit der Gleichung 
v(x’,y)=b. Allgemein hat die Kurve 
mit der Gleichung F(x, y)=0 im neuen 
Koordinatensystem die Gleichung 
F(p(x', y), v(x’,y))=0. Zweck der Ko- 
ordinatentransformation ist es häufig, 


x=o(Xx,y) 
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eine gegebene Kurve durch eine einfa- 
chere Gleichung zu beschreiben. 

Am wichtigsten sind lineare Koordina- 
tentransformationen, welche durch 
Transformationsgleichungen der Form 


x=ax+by+c 
y=dx+ey+f 


(a,b,c,d,e,feR) mit ae—-bd+0 ge- 
geben sind. Sie bilden das Quadratgit- 
ter eines kartesischen Koordinatensy- 
stems auf ein Parallelogrammjgitter 
eines schiefwinkligen Koordinatensy- 
stems ab. Sie können als Taffine Ab- 
bildung einer Ebene auf sich gedeutet 
werden. 

Beispiele: 1) Durch 


x=x-3, y=x-2 
bzw. 
x=xX+3, y=y+t2 


wird eine Verschiebung (Translation) 
des kartesischen Koordinatensystems 
bewirkt (Abb. I). Der Kreis mit der 
Gleichung 


(x 3)? +(y-2)?=4 


hat im neuen Koordinatensystem die 
einfachere Gleichung x’ ?+y’?=4. 





Abb. I 


2) Durch 


x=3x-1, y=3y+3 


Koordinatentransformation 


bzw. 


x=2xX+2, y=3y-2 


wird eine Verschiebung und eine Än- 
derung der Einheiten auf den Achsen 
bewirkt. Die Punkte (0,0), (1,0) und 
(0,1) im neuen Koordinatensystem ha- 
ben im alten Koordinatensystem die 
Koordinaten (2, — 2), (4, —2) und (2, 1). 
Daraus erhält man eine Vorstellung 
vom Koordinatengitter im neuen Ko- 
ordinatensystem (Abb. 2). Die Ellipse 
mit der Gleichung 


x-2? +? _ 
TEE Ye 


1 





hat im neuen Koordinatensystem die 
einfache Gleichung x’?+y’?=1. 





Abb. 2 


3) Die Transformationsgleichungen sei- 
en gegeben durch 

x=5x+3y-3, 

y=3x+3y-3 
bzw. 

x=2x-y+Hl, 

y=-3xX+yH+l. 
Die Punkte (0,0), (1,0) und (0,1) im 
neuen Koordinatensystem die Koordi- 


naten (1,1), (3,3) und (0,2). Das x’y'- 
Koordinatensystem ist also schief- 


Körper, algebraischer 


winklig (Abb. 3). Die talgebraische 
Kurve mit der Gleichung 
4x?+8xy+4y?-19x-28y+31=0 


hat im neuen Koordinatensystem die 
einfache Gleichung y’=x’?. 





Abb. 3 


Koordinatentransformation bei räumli- 

chen Koordinatensystemen. Im Raum 

ist eine lineare Koordinatentransfor- 

mation durch Gleichungen der Form 
x =4a11X+qa12Y+aı32+a,, 
y=431%+432)+4332+43, 
Z=431X+432J+4332+43 

gegeben, wobei die ?Determimante 


‚2,;, von Null ver- 
2 


Ist f eine ?tdifferenzierbare Funktion 
von drei reellen Variablen x,y,z, und 
ist durch 

x=x(u,v,w), 

y=y(u, v,w), 

z=z(u,v,w) 
eine differenzierbare Koordinaten- 
transformation gegeben, dann besteht 
zwischen den tpartiellen Ableitungen 
von f und denen von p mit 

p(u, v, w) 

= f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) 


der Zusammenhang 
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fof7) Ox 0y dz öf 
du du du du dx 
pP | [| 9x dy dz öf 
dv I N 00 00 dy 
Op 0x 0y Oz of 
dw dw Ow dw d2 


Die dabei auftretende Matrix heißt 
Jacobi-Matrix oder Jacobische Funk- 
tionalmatrix der Transformation (nach 
C.G.J. Jacobi, 1804-1851) und wird 
mit 


0(X, y, z) 
(u, v, w) 


abgekürzt. 

Eine lineare Koordinatentransforma- 

tion, bei der die Gleichung einer Kur- 

ve oder Fläche zweiter Ordnung so 
transformiert wird, daß sie keine ge- 
mischten Glieder mehr enthält, ist die 

t Hauptachsentransformation. 

Körper, algebraischer: In der Alge- 

bra bezeichnet man eine Talgebraische 

Struktur mit zwei Verknüpfungen (K, 

+,:) als einen Körper, wenn folgende 

Gesetze erfüllt sind: 

a) (K, +) ist eine kommutative Grup- 

pe, d.h.: 

(1) (a+b)+c=a+(b+c) 
für alle a,b,ceK; 

(2) atb=b+a für alle a,beK; 

(3) es gibt ein Element 0eK derart, 
daß a+0=0+a=a für alle aeK; 

(4) für jedes aeK gibt es ein deK mit 
a+tä=ä+ta=0. 

b) (K\{0), ) ist 

Gruppe, d.h.: 

(5) (a-b)-c=(a-b).c 
für alle a,b, ceK\{0}; 

(6) a-b=b-a für alle a,beK\{0}; 

(7) es gibt ein Element leK‘\{0} der- 
art, daß a-l=1l-a=a für alle 
aeK\{0}; 

(8) für jedes aeK\{0} gibt es ein 
a’eK\{0} mit a-d=a-a=|. 


eine kommutative 
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c) Zwischen den beiden Verknüpfun- 
gen + und - bestehen folgende Bezie- 
hungen 


(9) a-(b+c)=a-b+a-c 
für alle a,b,ceK; 


(10) (a+b)-c=a-c+b-c 
für alle a,b, ceK. 


Da die rationalen Zahlen und die reel- 
len Zahlen bezüglich der Addition 
und der Multiplikation einen Körper 
bilden, pflegt man bei den Verknüp- 
fungen „+“ und „-“ auch im allge- 
meinen Fall von Addition und Multi- 
plikation zu sprechen. 

(1) und (5) bedeuten, daß die Ver- 
knüpfungen assoziativ sind, es gilt das 
Assoziativgesetz der Addition und der 
Multiplikation. 

(2) und (6) bedeuten, daß die Ver- 
knüpfungen kommutativ sind, es gilt 
das Kommutativgesetz der Addition 
und der Multiplikation. 

(3) und (7) sichern die Existenz eines 
neutralen Elements bezüglich der Ad- 
dition und eines neutralen Elements 
bezüglich der Multiplikation. 

(4) und (8) besagen, daß jedes Element 
aus K bezüglich der Addition und je- 
des Element aus K\{0} bezüglich der 
Multiplikation ein inverses Element 
besitzt. 

(9) und (10) bedeuten, daß die Multi- 
plikation distributiv bezüglich der Ad- 
dition ist, es gilt das rechts- und links- 
seitige Distributivgesetz. 

Verzichtet man auf (6), also auf die 
Kommutativität der Multiplikation, 
dann erhält man einen Schiefkörper. 
Zuweilen nennt man einen Schiefkör- 
per auch Körper und spricht bei ei- 
nem Körper im hier definierten Sinn 
von einem kommutativen Körper. 
Beispiele für Körper sind der Körper 
der trationalen Zahlen, der Körper 
der Treellen Zahlen, der Körper der 
trationalen Funktionen, der Körper 


Körper, geometrischer 


der TRestklassen modulo p (p Prim- 
zahl). 
Bildet eine Teilmenge von K selbst 
wieder einen Körper bezüglich der 
in K definierten Verknüpfungen, so 
spricht man von einem Unterkörper. 
Der Körper der rationalen Zahlen ist 
ein Unterkörper des Körpers der reel- 
len Zahlen. Der Körper (K, +,:) heißt 
angeordnet, wenn eine Relation „<“ 
in K mit folgenden Eigenschaften defi- 
niert ist (a,b,c seien dabei Elemente 
von K): 
(I) Es gilt genau eine der Beziehun- 
gen 
a<b, a=b, b<a; 


(IH) axbrb<c>a<c; 
(IN)a<b>a+tc<b+c; 
(IV) a<ba0<c>a:c<b.c. 
(I 


) heißt Trichotomiegesetz. (Il) heißt 
Transitivgesetz. (III) und (IV) sind die 
Monotoniegesetze der Addition bzw. 
der Multiplikation. 

Der Körper der reellen Zahlen und 
der Körper der rationalen Zahlen sind 
angeordnet bezüglich der Relation „ist 
kleiner als“. Für den Körper der ratio- 
nalen Funktionen kann man ebenfalls 
eine Anordnung definieren. Endliche 
Körper (z.B Restklassenkörper) besit- 
zen keine Anordnung. Auch der Kör- 
per der komplexen Zahlen kann nicht 
angeordnet werden. 

Körper, geometrischer: Eine allseitig 
von ebenen oder gekrümmten Flächen 
begrenzte Teilmenge des Raumes 
heißt Körper (z.B. 1TKegel, ?Kugel, 
t Rotationskörper, tTorus, t Zylinder). 
Allgemeiner kann man einen Körper 
als eine Teilmenge des Raumes auffas- 
sen, welcher man ein von Null ver- 
schiedenes T Volumen zuordnen kann. 
Die Gesamtheit der Begrenzungsflä- 
chen eines Körpers bildet seine Ober- 
fläche; die Punkte des Körpers, die 
nicht zur Oberfläche gehören, bilden 


Korrelation 


das Innere des Körpers. Ein von end- 
lich vielen tPolygonen (n-Ecken) be- 
grenzter Körper ist ein ? Polyeder. Die 
Lehre von der Berechnung von Län- 
gen und Winkeln an Körpern sowie 
des Oberflächeninhalts und des Volu- 
mens nennt man Stereometrie (Körper- 
berechnung). Zur Berechnung des 
Oberflächeninhalts und des Volumens 
von Körpern mit gekrümmten Ober- 
flächen benötigt man häufig den Be- 
griff des tlIntegrals (1 Gebietsinte- 
gral). 

Korrelation. 1) In der Tprojektiven 
Geometrie versteht man unter einer 
Korrelation eine tlineare Abbildung 
mit nicht verschwindender t Determi- 
nante, die Punktkoordinaten in Li- 
nienkoordinaten bzw. Ebenenkoordi- 
naten überführt. Beispiele für Korrela- 
tionen sind die durch Kegelschnitte 
bzw. Flächen zweiter Ordnung vermit- 
telten ? Polaritäten. 

2) In der ?Statistik und 1 Wahrschein- 
lichkeitsrechnung versteht man unter 
Korrelation die (mehr oder weniger 
starke) lineare Abhängigkeit zweier 
Zufallsgrößen voneinander (tUnab- 
hängigkeit von Zufallsgrößen). Als 
Maß für die Korrelation dient der 
Korrelationskoeffizient 


E(XY)-E(X)E(Y) 
V(X)V(Y) 


o(X, Y):= 


wobei E(U) der t Erwartungswert und 
V(U) die t Varianz der Zufallsgröße U 
ist. Dabei muß V(X)V(Y)=0 sein, kei- 
ne der beiden Zufallsgrößen X, Y darf 
also konstant sein. Die im Zähler ste- 
hende Zahl E(XY)—-E(X)E(Y) ist die 
tKovarianz der Zufallsgrößen X, Y. Es 
gilt 
-1s0(X,Y)=l. 


Zufallsgrößen mit o(X,Y)=0 heißen 
unkorreliert; insbesondere sind unab- 
hängige Zufallsgrößen unkorreliert. 
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Jedoch müssen unkorrelierte Zufalls- 
größen nicht unabhängig sein. In der 
Praxis schließt man auf einen kausa- 
len Zusammenhang, wenn mit statisti- 
schen Methoden ein hoher Korre- 
lationskoeffizient ermittelt worden ist 
(t Regression). 

Beispiel: Anhand der Zeugnisnoten 
von Schülern in den Fächern Mathe- 
matik und Latein soll ermittelt wer- 
den, wie stark der Zusammenhang 
zwischen den Leistungen in diesen Fä- 
chern ist. Angenommen, es haben sich 
folgende Zahlen ergeben: 








Aus dieser Tafel kann man z.B. able- 
sen, daß genau 17 der 407 Schüler in 
Latein eine 3 und in Mathematik eine 5 
haben, oder daß insgesamt 108 Schü- 
ler in Latein die Note 3 haben usw. 
Zur Berechnung von o(L,M) benöti- 
gen wir E(L), E(M), E(LM), V(L) und 
V(M). 
E(L) =zö7(11-1+58-2+108-3 
+127.4+81-5+22-6) 

=3,68; 

E(M) =z07(9:1+43-2+97:-3 

+127:4+99.5+32-6) 

= 3,88; 
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E(LM)=287(2:1+8-2+7-3+17-4 
+42-6+15-8+36-9+4-10 
+58.12+24-15+48-16 
+2-18+67-20+17-24 
+32.25+21-30+7-36) 

= 15,07; 

=z47(11-(2,68)? +58-(1,68)? 
+ 108 (0,68)? + 127-(0,32)? 
+81-(1,32)? + 22-(2,32)?) 

=1,39; 

V(M) =z657(9:(2,88)? +43-(1,88)? 
+97.(0,88)? + 127-(0,12)? 
+99.(1,12)?+32-(2,12)?) 

=1,40. 


V(L) 


Mit diesen Werten ergibt sich 
2 15,07 — 3,68 - 3,66 
—.1,39.1,40 
Dies bedeutet, daß in diesem Beispiel 
eine recht hohe Korrelation zwischen 
der Latein- und der Mathematiknote 
besteht. 
Kovarianz: Als Kovarianz 
t Zufallsgrößen bezeichnet 
Zahl 
KV(X,Y):=E(X - E(X))E(Y-E(Y)) 
=E(XY)-E(X)E(Y), 


o(L,M) =0,82. 


zweier 
man die 


wobei E(U) der tErwartungswert der 
Zufallsgröße U ist. Statt KV findet 
man auch die Abkürzung Cov. Es gilt 
KV(X,X)=V(X) (1 Varianz). 

Sind die Zufallsgrößen X, Y unabhän- 
gig (tUnabhängigkeit von Zufalls- 
größen), so ist KV(X,Y)=0. Aus 
KV(X,Y)=0 folgt zwar nicht die Un- 
abhängigkeit von X, Y, trotzdem dient 
KV(X,Y) als Maß für die Abhängig- 
keit dieser Zufallsgrößen (1 Korrela- 
tion). 

Kreis: Ein Kreis (genauer eine Kreis- 
linie) ist der geometrische Ort aller 
Punkte der Ebene, die von einem fe- 


Kreis 


sten Punkt M die gleiche Entfernung r 
haben (Abb. 1). Dabei heißt M Mittel- 
punkt oder Zentrum des Kreises und r 
der Radius des Kreises. 
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Abb. 1: Kreis 


Jede Strecke vom Mittelpunkt zu ei- 
nem Punkt der Kreislinie heißt eben- 
falls Radius. Eine Strecke, die zwei 
Punkte der Kreislinie miteinander ver- 
bindet und durch den Mittelpunkt 
geht, heißt ein Durchmesser des Krei- 
ses. Für die Länge d eines Durchmes- 
sers gilt d=2r. Daher bezeichnet man 
den Radius auch als Halbmesser des 
Kreises. Eine Strecke, die zwei beliebi- 
ge Punkte der Kreislinie miteinander 
verbindet, heißt eine Sehne des 
Kreises. 
Die Kreislinie begrenzt die Kreisfläche; 
sie ist die Menge aller Punkte P mit 
MP<r. Die Punkte P mit MP<r 
bilden das Innere 3 des Kreises, die 
Punkte P mit MP>r bilden das 
Äußere U des Kreises. 
Statt „Kreislinie* oder „Kreisfläche“ 
sagt man meistens kurz „Kreis“, wenn 
aus dem Zusammenhang hervorgeht, 
welcher dieser beiden Begriffe gemeint 
ist. Die Länge der Kreislinie heißt 
Umfang des Kreises, der Inhalt der 
Kreisfläche heißt Flächeninhalt des 
Kreises. Es gilt 

Flächeninhalt A= nr”, 

Umfang u=2nr. 


Dabei ist n die Kreiszahl oder Ludolf- 
sche Zahl (nach Ludolf von Ceulen, 


Kreis 


1540-1610, der n auf 35 Stellen be- 
rechnete). Archimedes von Syrakus 
(287-212 v.Chr.) berechnete den 
Kreisumfang mit Hilfe eines einbe- 
schriebenen und eines umbeschriebe- 
nen regelmäßigen 96-Ecks und gab für 
die Kreiszahl die Abschätzung 


He<n<a 


an. Heute ist es leicht, die Zahl n auf 
mehrere 100 Stellen zu berechnen: 


n=3,1415926535897932384626 .... 


Zwischen dem Umfang und dem 
Flächeninhalt des Kreises besteht der 
Zusammenhang 


kennt. 





Abb. 2: Umfang und Flächeninhalt eines 
Kreises 


Die Berechnung des Flächeninhalts 
und damit der Zahl rn ist in Abbil- 
dung 3 dargestellt. 

Durch zwei Radien wird die Kreisflä- 
che in zwei Kreisausschnitte (Sektoren) 
und die Kreislinie in zwei Kreisbogen 


344 


zerlegt (Abb. 4). Zu jedem Kreisaus- 
schnitt bzw. Kreisbogen gehört ein 
Zentriwinkel. Die Zentriwinkel der 


beiden Kreisausschnitte ergänzen sich 
zu 360°. 





g 
An=4 Wıty2t...+yn) 
rn. PR: V 22 
A 2 mr > 2 n —| 
i=1 i=1 
A20as = 3,1406 r? 
(mit einem Fehler von etwa 0,001 r?) 


Abb. 3: Berechnung der Zahl rn 





Abb. 4: Kreisausschnitt 
Der Bogen zum Zentriwinkel @ hat 
die Länge 


_Rrro 
180°’ 





der zugehörige Kreisausschnitt hat 
den Flächeninhalt 
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_nar’o br 
360° 2° 
Eine Sehne zerlegt die Kreisfläche in 
zwei Kreisabschnitte (Segmente). Der 
Flächeninhalt eines Kreisabschnitts ist 
br s(r—| 
Pi br s{r ) 
2 2 
wobei die Größen b, s und h aus Ab- 
bildung 5 zu entnehmen sind. Drückt 


man diese Größen durch den Winkel 
op aus, so ist 








ro r? . 
= -— sIN®. 
EICHE Ya 








Abb. 5: Kreisabschnitt 


Begrenzen die Punkte P und Q einen 
Kreisbogen b, ist ferner R ein Punkt 
auf dem anderen (komplementären) 
Kreisbogen, dann heißt der T Winkel 
XPRO ein Umfangswinkel (Peripherie- 


winkel) über dem Kreisbogen b 
(Abb. 6). 
R 
P Q (_) g 
R 


Abb. 6: Umfangswinkel über b 


Kreis 


Es gilt der Satz vom Umfangswinkel: 
Alle Umfangswinkel über einem gege- 
benen Kreisbogen sind gleich groß. 

Die Umfangswinkel über einem Kreis- 
bogen betragen nämlich alle die Hälf- 
te des zugehörigen Mittelpunktswin- 
kels (Abb. 7). 





Abb. 7 


Die Winkel zwischen der Sehne PO 
und der Tangente in P (oder in O) 
heißen Sehnentangentenwinkel zu dem 
jeweiligen Bogen (Abb. 8). 


b 


Abb. 8: Sehnentangentenwinkel 


Der Sehnentangentenwinkel ist ebenso 
groß wie der Umfangswinkel (Abb. 9). 
Ist eine Strecke PO gegeben, so ist der 
tgeometrische Ort aller Punkte R, für 
welche das Dreieck POR bei R den 
Winkel y hat, der Kreisbogen über PO 
zum Umfangswinkel y. Man nennt 
diesen geometrischen Ort auch den 
Faßkreisbogen über PO zum Winkel y. 
Man konstruiert den Mittelpunkt des 
Faßkreises gemäß Abbildung 9 mit 
Hilfe des Sehnentangentenwinkels. 





Abb. 9: Sehnentangentenwinkel und 
Umfangswinkel 


Ein Sonderfall des Satzes vom Um- 
fangswinkel ist der Satz des ? Thales. 
Der Kreisbogen ist in diesem Fall ein 
Halbkreis, der Umfangswinkel also 
ein rechter Winkel. 

Eine Gerade, welche einen Kreis in 
zwei verschiedenen Punkten schneidet, 
heißt eine Sekante des Kreises. Hat 
eine Gerade genau einen Punkt mit 
dem Kreis gemeinsam, so ist sie eine 
Tangente des Kreises. Hat sie keinen 
Punkt mit dem Kreis gemeinsam, so 
nennt man sie eine Passante des Krei- 
ses (Abb. 10). 


Sekante Passante 


Abb. 10: Kreis und Gerade 


Tangente 


Der Radius zum Berührpunkt einer 
Tangente heißt Berührradius. Er ist 
rechtwinklig zur Tangente. Von einem 
Punkt außerhalb eines Kreises aus 
kann man zwei Tangenten an den 
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Kreis zeichnen. Dazu benutzt man 
den Satz des t Thales (Abb. 11). 


Thaleskreis 
über MP 





Abb. 11: Konstruktion des Tangenten 


Es seien zwei Kreise mit den Mittel- 
punkten M, und M, und den Radien 
r, und r, gegeben. Die beiden Kreise 
haben höchstens vier gemeinsame 
Tangenten, und zwar sind folgende 
Fälle möglich: 

l) M‚=M, und r,#+r,; die beiden 
Kreise sind konzentrisch (mittelpunkts- 
gleich) und besitzen keine gemeinsa- 
men Tangenten. 

2) 0<M,M;,<[Ir, —r;|; der eine Kreis 
liegt ganz im Innern des anderen 
Kreises, so daß keine gemeinsamen 
Tangenten existieren. 

3) 0<M,M;=|r, —r;|; der eine Kreis 
berührt den anderen Kreis von innen, 
so daß genau eine gemeinsame Tan- 
gente existiert. 

4) |r, -r,|<M,M,<r,+r,; die bei- 
den Kreise schneiden sich, und es exi- 
stieren genau zwei gemeinsame Tan- 
genten. 

5) M,M,=r,+r,; die beiden Kreise 
berühren sich von außen, und es gibt 
genau drei gemeinsame Tangenten. 

6) MM, >r,+r,; die beiden Kreise 
haben keine Punkt gemeinsam, und es 
gibt genau vier gemeinsame Tangen- 
ten. In Abbildung 12 ist für diesen 
Fall die Konstruktion der gemeinsa- 
men Tangenten angegeben. 
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Kreis 


Thaleskreis 
über M, M; 


Abb. 12: Konstruktion gemeinsamer Tangenten an zwei Kreise 


Die folgenden Sätze am Kreis erhält 
man durch Betrachtung tähnlicher 
Dreiecke unter Verwendung des Sat- 
zes vom Umfangswinkel. 

Sehnensatz: Es sei P ein Punkt im 
Innern eines Kreises, ferner seien AB, 
CD zwei Sehnen durch P (Abb. 13). 
Dann gilt PA:PC=PD:PB, also 


PA-PB=PC:PD. 


Das Produkt der Sehnenabschnitte ist 
also auf beiden Sehnen gleich; es hat 


den Wert (r+ PM)(r— PM). 


Sekantensatz: Es sei P ein Punkt im 
Äußern eines Kreises; zwei durch P 
gehende Sekanten sollen den Kreis in 
Punkten A, B und C, D schneiden 
(Abb. 14). Dann gilt PA:PC=PD:PB, 
also 


PA:-PB=PC-PD. 
Das Produkt der Sekantenabschnitte 


ist also auf beiden Sekanten gleich; es 
hat den Wert (PM +r)(PM -r). 





Abb. 13: Sehnensatz 


Abb. 14: Sekantensatz 


Kreis 


Tangentensatz (Sekantentangentensatz): 
Es sei P ein Punkt im Äußern eines 
Kreises; eine Sekante durch P soll den 
Kreis in den Punkten C und D 
schneiden, eine Tangente durch P soll 
den Kreis im Punkt B berühren 
(Abb. 15). Dann gilt PC:PB=PB:PD, 
also 


(PB)?=PC-PD. 


Das Produkt der Sekantenabschnitte 
ist also ebenso groß wie das Quadrat 
des Tangentenabschnitts; es hat den 
Wert (PM) —r?. 





Abb. 15: Tangentensatz 


Abb. 16: Höhensatz 


Man kann diese drei Sätze folgender- 
maßen zusammenfassen: Ist P ein 
Punkt im Innern oder im Äußern ei- 
nes Kreises mit dem Mittelpunkt M 
und dem Radius r, ist ferner eine Ge- 
rade durch P gegeben, welche den 
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Kreis in den Punkten X, Y schneidet 
(oder berührt, falls X = Y), dann gilt 


PX-PY=|(PM)? -r?|. 


Als Spezialfall des Sehnensatzes ergibt 
sich der t Höhensatz (Abb. 16). 

Ist in der Ebene ein kartesisches 
tKoordinatensystem gegeben, dann 
hat der Kreis um den Ursprung mit 
dem Radius r die Gleichung 


x2+y2=r2, 
d.h. ein Punkt P=(x,y) ist genau 
dann ein Punkt des Kreises (genauer 
der Kreislinie), wenn seine Koordi- 


naten dieser Gleichung genügen 
(Abb. 17). 





Abb. 17: Kreis mit Mittelpunkt O 


Der Kreis mit dem Mittelpunkt 
M=(xm,y)m) und dem Radius r 
(Abb. 18) hat die Gleichung 


(x-xW+W- mr”. 





Abb. 18: Kreis mit Mittelpunkt M (xy, Ym) 
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Jede Gleichung der Form 
x?+y?+ax+by+c=0 
stellt einen Kreis dar, wenn 

a?+b?>4c 
gilt; der Mittelpunkt ist 


M= (-3, 2), 
2 2 

der Radius r=$ya?+b2-4c. 

Ein Kreis ist durch drei seiner Punkte 
eindeutig bestimmt (Umkreis eines 
t Dreiecks). Zur Berechnung der Glei- 
chung eines Kreises durch drei Punkte 
setzt man seine Gleichung in der 
Form 


x?+y?+ax+by+c=0 


an und erhält bei Einsetzen der Koor- 
dinaten der drei gegebenen Punkte ein 
eindeutig lösbares Gleichungssystem 
mit den Variablen (Unbekannten) 
a,b, c. 

Die Tangente an den Kreis mit der 
Gleichung x?’+y’=r” im Punkt 
P=(xp, yp) hat die Gleichung 


t:XpX+yp-y=r?. 


Denn diese Gerade t geht durch P 
und ist rechtwinklig zum Berührradius 
OP (Abb. 19). 





Abb. 19: Tangente an den Kreis 


Kreis 


Ist P ein Punkt im Äußern des Krei- 
ses, so gewinnt man die Berührungs- 
punkte (x,, yı) und (x,, ya) der von P 
ausgehenden Tangenten t, und t, aus 
dem Gleichungssystem 


Xp'X+ypy=r? 
K+r=r, 
Mit Hilfe der Berührungspunkte erge- 


ben sich dann auch die Gleichungen 
von t, und t, (Abb. 20). 





Abb. 20: Tangenten an einen Kreis 


Die Verbindungsgerade der beiden 
Berührungspunkte in Abbildung 20 ist 
die tPolare zum Pol P. Ihre Glei- 
chung hat die gleiche Gestalt wie die 
Tangentengleichung für den Fall, daß 
P ein Kreispunkt ist, nämlich 


Xp X+ypy=r?. 
Ist der Mittelpunkt des Kreises nicht 
der Ursprung, sondern ein beliebiger 


Punkt M, dann lautet die Tangenten- 
gleichung im Kreispunkt P 


(Xp Xm)(X—-Xm) 

+ rm) -ym)=r?. 
Entsprechend verändert sich die Glei- 
chung der Polaren. 

Die Gerade mit der Gleichung y=mx 
+n ist genau dann eine Tangente an 
den Kreis mit der Gleichung x?+y? 


Kreis 


=r?, wenn die tTquadratische Glei- 
chung 


x?+(mx+n)?=r? 


genau eine Lösung hat, wenn also ihre 
Diskriminante den Wert O hat, d.h. 
wenn 

r?(1+m?)=n? 
gilt. Dies ist die sogenannte Tangen- 
tenbedingung (für den Kreis). 
Zur Berechnung der Schnittpunkte 
zweier Kreise muß man ein quadrati- 
sches Gleichungssystem lösen. Existie- 
ren zwei Schnittpunkte, dann heißt die 
Gerade durch diese Punkte die Chor- 
dale oder die Potenzlinie der beiden 
Kreise. Auch für Kreise, welche keine 
Schnittpunkte besitzen, ist der Begriff 
der Chordalen definiert: Dies ist der 
geometrische Ort aller Punkte, von 
denen aus die Tangentenabschnitte 
der Tangenten an die beiden Kreise 
gleich lang sind (Abb. 21). 


-——._ 


Hr 





Abb. 22 
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Daß es sich hierbei tatsächlich um ei- 
ne Gerade handelt, kann durch eine 
Rechnung bewiesen werden; dabei 
genügt es, zwei Kreise mit den speziel- 
len Gleichungen 


kı:x?+y?=rj, 
k2:(x-m)?+y?=r? 


zu betrachten (Abb. 22). 





Abb. 23: Chordalen bei unterschiedlicher 
Lage zweier Kreise 
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Es sei P=(u, v) ein Chordalenpunkt. 
Aus dem Satz des ? Pythagoras folgt 
u?+v?-r?=(u-m)? +v?—r2. 
Aus dieser Gleichung ergibt sich 
m r!-r? 


U=— 
2 2m 





’ 


die Punkte P haben also alle die glei- 
che x-Koordinate, liegen somit auf der 
zur x-Achse rechtwinkligen Geraden 
mit dem oben angegebenen x-Wert u. 
Liegt der eine Kreis im Innern des 
anderen, so existiert ebenfalls eine 
Chordale, ausgenommen ist nur der 
Fall konzentrischer Kreise (Abb. 23). 
Sind drei Kreise gegeben, so schnei- 
den sich die drei Chordalen von je 
zwei dieser Kreise in einem Punkt 
(Chordalpunkt, Potenzpunkt). Diese 
Tatsache benutzt man zur Konstruk- 
tion der Chordalen zweier Kreise, wel- 
che keine gemeinsamen Punkte besit- 
zen (Abb. 24). 






\ Hilfskreis 


Abb. 24: Konstruktion der Chordalen 


Sind zwei Kreise k,,k; durch die 


Gleichungen 
kı:x?+y?+aıx+bıy+tc=0, 
k2:x?+y?+a,x+b,y+c2=0 


gegeben, dann lautet die Chordalen- 
gleichung 


(a1 -a,)x+(bı -b,)y+(cı -c2)=0. 





Krümmung 


Die 1 Parameterdarstellung eines Krei- 
ses mit dem Mittelpunkt M und dem 
Radius r lautet 


x Xmtrcost 
( )=( = . ) 0<t<2n. 
y ym+trsint 


In dieser Form kann man auch einen 
Kreis im Raum beschreiben. Zu der 
tEbene, in welcher der Kreis liegt, be- 
stimmt man zwei zueinander orthogo- 
nale Spannvektoren 


u, U, 
vi und Ur 
wi w> 


deren Betrag gleich dem Radius r ist. 
Der Kreis um M mit diesem Radius 
in dieser Ebene hat dann die Parame- 
terdarstellung 


x Xxm tu, cost+uz sint 
Ym+tvı cost+v; sint 
zZ Zum tw, cost+w, sint 


mit O<t<2n. 

Krümmung. Die Krümmung eines 
Funktionsgraphen hängt von der 
zweiten Ableitung der Funktion ab: 
Ist f zweimal differenzierbar, so hängt 
es von f”(x,) ab, wie stark sich die 
Ableitungsfunktion f’(x) in der Umge- 
bung von x, ändert. 

Ist f'(x)<O für alle xe[a, b], dann ist 
der Graph von f über [a,b] tkonvex 
oder rechtsgekrümmt (Rechtskurve). 

Ist f'(x)>0 für alle xe[a, b], dann ist 
der Graph von f über [a,b] konkav 
oder linksgekrümmt (Linkskurve). 

Ist f”(x)=0, und besitzt f(x) ver- 
schiedene Vorzeichen für x<x, und 
x>xo In einer Umgebung von xo, 
dann geht an der Stelle x, eine Links- 
kurve in eine Rechtskurve über oder 
umgekehrt. Es handelt sich also um 
einen t Wendepunkt (Abb. 1). 

Um ein Maß für die Krümmung einer 
Kurve zu erhalten, betrachtet man in 


Krümmung 


einem Kurvenpunkt (xo, yo) denjeni- 
gen Kreis, der die Kurve dort berührt 
und auch — wenn man die Kurven 
als Funktionsgraphen auffaßt — in 
der zweiten Ableitung mit der Kurve 
übereinstimmt. 


Rechtskurve 


fo) <0 
FR)>0 


Linkskurve 





Abb. 1: Krümmung eines 
Funktionsgraphen 


Es sei also f auf dem Intervall I zwei- 
mal differenzierbar, xoel und 
f'(xo)#0. Ferner sei f”(xo)>0, den 
Fall f”(x0)<0 behandelt man analog. 
Für den Krümmungshalbkreis mit 
der Funktionsgleichung y=k(x) (vgl. 
Abb. 2) gilt 


k(xo) =f(Xo), 
k’(xo) =f'(Xo), 
kK'(xo)=f" (Ko). 





Abb. 2: Krümmungshalbkreis 


Aus der Kreisgleichung 
(x 8)? -(k&)-n)’=r? 


erhält man durch Differenzieren 
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&X-H+k&)-mM)ER)=0, 

1+(k(x))? +(k(x)—n)k”’(x)=0. 
Daraus ergeben sich die folgenden 
drei Bestimmungsgleichungen fürr, &, n: 
(X - 8)” + fo) m)? =r?, (1) 
X-FI -MF Ro), (2) 
IHR) + FRI -M)f"&0)=0. (3) 
Aus (3) berechnet man n, aus (2) er- 
hält man dann £& und schließlich aus 
(1) den Radius r. 


Man nennt k den Krümmungskreis, 
(£,n) den Krümmungsmittelpunkt, r den 


1 
Krümmungsradius und — die Krüm- 
mung an der Stelle xo. 
Es ergibt sich 


„AH 





IF"Xo)| 
_ tr X) 
g=Xo—f'(Xo) Fi) ’ 
MEER) 
FR) 


Dabei muß f”(xo)+0 sein; in einem 
tWendepunkt ist der Krümmungs- 
kreis also nicht definiert (der Krüm- 
mungsradius ist dort „unendlich“). 

Beispiel 1: Die Funktion f: x>x°’—x 
hat den Maximalpunkt (-4y3, 3y3) 
und dort den Krümmungsradius 
r=%V3 sowie den Krümmungsmittel- 


punkt (-4Y3, 73/3). Da der Graph 





Abb. 3 
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von f punktsymmetrisch ist, gilt Ent- 
sprechendes für den Minimalpunkt 
(Abb. 3). 

Beispiel 2: Für die Parabel mit der 
Gleichung y=3x? ergibt sich 


r=(1+x0)8, 
E=X—Xll+xi)=— x, 
n=3xö+(1+x3)=1+3x2. 
In Abbildung 4 sind für xo=0 und 
xo= +1 die Krümmungskreise gezeich- 


net, welche die Parabel schon sehr gut 
annähern. 





Abb. 4 


Beispiel 3: Für die Sinuskurve y=sinx 
ergibt sich als Krümmungsradius in den 
Scheitelpunkten r=1 (Abb. 5). 





Abb. 5: Sinuskurve 


12 DRM 


Krümmung 
Ist eine Kurve in 1? Parameterdar- 
stellung 
x=pl), y=YAt) 


gegeben, so gilt für den Krümmungs- 
radius an der Stelle ty 


r= (p'? +)? 

op W" Far vo" 

und für den Krümmungsmittelpunkt 
an der Stelle to 


g= 5) (to), 


ro 
ze 


Beispiel 4: Für die Ellipse mit 


(to) 


= (v+ 


x=acost, y=bsint 
(a,b>0, te[0, 2n]) ergibt sich 
(a? sin? t+b? cos? r)? 
= ab j 


also für die Krümmungsradien in den 
Scheiteln 





b? a? 
Ra MT 
(Abb. 6). 





Die Krümmungsmittelpunkte der 


Punkte einer Kurve bilden die 


t Evolute dieser Kurve. 


Kubikzahl 


Bei Raumkurven (tKurve) ist neben 
der Krümmung auch die Windung 
von Bedeutung. Ist eine Raumkurve 
durch 


x ot) 
a<st<b 


gegeben, dann ist ihre Krümmung 





xxx 
1x’ 
Dabei ist 
pt) pt) 
Xx=|[Ye)]| und X=| y”(r) 
At) it) 
und x bedeutet das tVektorpro- 
dukt. 
Zur Untersuchung des Krümmungs- 
verhaltens einer Fläche in einem 


Punkt (xo, Yo, 20) denkt man sich die- 
se mit der Ebene durch die t Normale 
und eine Tangente t in diesem Punkt 
(eine Gerade aus der tTangential- 
ebene) geschnitten. Zu jeder Tangen- 
te t erhält man also eine Kurve, de- 
ren Krümmungsradius im Punkt 
(Xo, Yo, 20) Normalkrümmungsradius für 
die Tangente t heißt. Dieser nimmt 
einen minimalen Wert r, und einen 
maximalen Wert r, an, wobei die zuge- 
hörigen Tangenten t, und L, recht- 
winklig zueinander sind. Man nennt 


1/1 1 
H:=- (-+-.) die mittlere Krümmung 
rn N 


und EL die Gaußsche  Krüm- 
rı N 

mung (nach C.F. Gauß, 1777-1855) an 
der betrachteten Stelle. Die Untersu- 
chung der Krümmung von Kurven 
und Flächen ist eine grundlegende 
Aufgabe der ? Differentialgeometrie. 

Kubikzahl: Bezeichnung für die dritte 
t Potenz einer natürlichen Zahl; Ku- 
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bikzahlen sind also die folgenden na- 
türlichen Zahlen: 


1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, .... 


Die Bezeichnung wird von „cubus“ 
(lat. Würfel) abgeleitet; ein Würfel der 
Kantenlänge a hat nämlich das Volu- 
men a°. 

Die Summe der ersten n Kubikzahlen 
ist stets eine Quadratzahl, es gilt näm- 


lich s 
1?+2°+3°+ 4 
= > ı. 





Die dritte Wurzel aus einer Zahl a 
heißt Kubikwurzel aus a und wird mit 
*/a bezeichnet; es ist also 


x= Ya x’=a. 


Dabei sei a20. Wegen (-a)’=-a° 
könnte man auch Kubikwurzeln aus 
negativen Zahlen definieren; dies 
könnte aber zu Widersprüchen führen, 
wenn man die algebraischen Regeln 
des Rechnens mit Wurzeln anwendet: 


-2=%/ -8=9/(-8)? =%/644= +2. 


Daher verlangt man bei Kubikwur- 
zeln wie auch allgemein bei n-ten 





Wurzeln stets, daß der Radikand 
(Ausdruck unter dem Wurzelzeichen) 
positiv ist. 


kubische Gleichung: Bezeichnung für 
eine Talgebraische Gleichung dritten 
Grades, also eine Gleichung der Form 


x’+ax?+bx+c=0. 


a 
Ersetzt man hier x durch > dann 


erhält diese Gleichung die Form 
y’+py+q=0 


(reduzierte Form der kubischen Glei- 
chung). Die Koeffizienten p und gq sei- 
en im folgenden reelle Zahlen. Zur 
Lösung der reduzierten kubischen 
Gleichung verwendet man die Carda- 
nischen Formeln (nach G. Cardano, 
1501-1576): Mit der Diskriminante 


Kugel 


ergeben sich die Lösungen für die re- 
duzierte kubische Gleichung in der 
Form 











yızu+tv, 
uUu+V U-V 7 
= — + —3, 
y2 ) 2 V 
urv u-V — 
son 3, 
y3 p) p) V 


wobei V-3 die Tkomplexe (imaginäre) 
Zahl il/ 3 ist. Trotz des Auftretens kom- 
plexer Zahlen in den Lösungsformeln 
können die Lösungen reell sein. Die 
Zahl v ist in diesen Formeln auch für 
negative Radikanden definiert, nämlich 


durch y —q4= Va, obwohl man ne- 


gative Radikanden im allgemeinen 
nicht zuläßt. 

Für D>OÖ sind u und v reell; also ist 
yı reell und y»,y3 sind konjugiert- 
komplex. 

Für D=0 sind u und v ebenfalls reell; 
in diesem Fall sind alle Lösungen 
reell, und es gilt y3=ys3. 

Für D<O (Casus irreducibilis) sind 
zwar u und v komplex, die Lösungen 
Yı»Y2,)Y3 sind aber alle reell. Berech- 
net man @ aus 


q 
4 





COSPp=—— 


dann kann man die Lösungen folgen- 
dermaßen angeben: 


12* 


yı=2 LABEL 
3003 
y»=-2 Ipl cos (2-60), 
3 3 


Ipl B 
3=—-2|/ — — + 60°]. 
3 [ cos 3 


Kann man bei einer vorgelegten kubi- 
schen Gleichung eine Lösung x. erra- 
ten, dann dividiert man. den Glei- 
chungsterm durch x—-xo (1 Polynom- 
division) und muß dann nur noch eine 
Tquadratische Gleichung lösen. Die 
Cardanischen Formeln sind nur von 
geringem praktischem Interesse, da 
man mit Hilfe eines Taschenrechners 
von den ?Näherungsverfahren zum 
Lösen von Gleichungen Gebrauch 
machen kann. 

Kugel. Eine Kugel (genauer eine Ku- 
gelfläche) ist der geometrische Ort al- 
ler Punkte des Raumes, die von einem 
festen Punkt M die gleiche Entfernung 
r haben. Dabei heißt M der Mittel- 
punkt und r der Radius der Kugel. Die 
Kugelfläche begrenzt den Kugelkör- 
per; er besteht aus allen Punkten P 
mit MP<r. Die Punkte P mit MP<r 
bilden das Innere der Kugel, die 
Punkte P mit MP>r das Äußere der 
Kugel. Statt „Kugelfläche“ oder „Ku- 
gelkörper“ sagt man meistens kurz 
„Kugel“, wenn aus dem Zusammen- 
hang klar hervorgeht, welcher dieser 
beiden Begriffe gemeint ist. 

Eine Ebene, deren Abstand von M 
kleiner als r ist, schneidet aus der Ku- 
gel einen Kreis aus und zerlegt die 
Kugelfläche in zwei Kugelkappen, den 
Kugelkörper in zwei Kugelabschnitte 
(Kugelsegmente). Geht die Schnittebe- 
ne durch M, dann heißt der Schnitt- 
kreis ein Großkreis der Kugel; in die- 
sem Fall wird die Kugel in zwei Halb- 
kugeln zerlegt. Wird die Kugel von 


Kugel 


zwei zueinander parallelen Ebenen ge- 
schnitten, dann wird die Kugelfläche 
in zwei Kugelkappen und eine Kugel- 
zone, der Kugelkörper in zwei Kugel- 
abschnitte und eine Kugelschicht zer- 
legt. Zwei Ebenen durch den Mittel- 
punkt zerlegen die Kugelfläche in vier 
Kugelzweiecke, den Kugelkörper in 
vier Kugelkeile. 

Flächeninhalt der Kugelfläche: Eine 
Kugel vom Radius r hat den Flächen- 
inhalt 


A=4nr*. 


Zum Beweis dieser Formel wird der 
Flächeninhalt einer Kugelzone der 
Höhe h berechnet. Man denke sich die 
Kugelschicht durch n Kegelstümpfe 
ersetzt, deren Mantellinien alle die 
gleiche Länge haben (Abb. 1). Die ge- 
samte Mantelfläche dieser Kegel- 
stümpfe hat den Flächeninhalt 


A„=2np„hı+2np.hr+... 
+2np,h„=2np.h, 
wobei p, aus Abbildung I zu entneh- 
men ist. Strebt n gegen unendlich 


(Grenzwert), so ergibt sich der Flä- 
cheninhalt der Kugelzone zu 


A=2ntrh. 





Abb. 1: Berechnung der Kugelfläche 
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Der Sonderfall h=2r liefert die For- 
mel für den Flächeninhalt der Kugel- 
fläche. Da eine Kugelkappe eine spe- 
zielle Kugelzone ist (eine der Schnitt- 
ebenen ist eine Tangentialebene), ist 
durch A=2nrh auch der Flächenin- 
halt einer Kugelkappe der Höhe h ge- 
geben. 

Volumen des Kugelkörpers: Eine Ku- 
gel vom Radius r hat das Volumen 


V=4#rr°. 
Zum Beweis dieser Formel berechnet 
man allgemeiner das Volumen eines 
Kugelausschnitts, welcher aus einem 


Kugelabschnitt und einem Kreiskegel 
mit der Spitze in M besteht (Abb. 2). 





Abb. 2: Herleitung der Volumenformel 


Dazu denkt man sich auf der Kugel- 
kappe Punkte P, PR, PR, P,,... mar- 
kiert und zu einem Dreiecksnetz ver- 
bunden. Wenn man nun diese 
Dreiecke mit dem Kugelmittelpunkt 
verbindet, entstehen Dreieckspyrami- 
den. Ist das Dreiecksnetz genügend 
„dicht“, dann sind die Höhen dieser 
Pyramiden näherungsweise gleich dem 
Radius r, und die Summe der Flä- 
cheninhalte der Dreiecke ist nähe- 
rungsweise gleich dem Flächeninhalt 
der Kugelkappe. Hat diese die Höhe 
h, dann ergibt sich für das Volumen 
des Kugelausschnitts 


V=%-2nrh-r=$nr?h. 


Der Sonderfall h=2r liefert dann die 
Formel für das Kugelvolumen. Der 
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Kugelabschnitt der Höhe h hat das 
Volumen 


V=3nr?h-%no?(r—h), 


wobei zwischen der Höhe h und dem 
Radius o des Schnittkreises die Bezie- 
hung r?=(r—h)?+0? besteht. Sind o, 
und go, die Radien der Begrenzungs- 
kreise einer Kugelschicht der Höhe h, 
so hat sie das Volumen 


h 
V=-—— (3ot+ 3034?) 


Kugelgleichungen: In einem räumli- 
chen kartesischen ?Koordinatensy- 
stem hat eine Kugel mit dem Mittel- 
punkt O=(0,0,0) und dem Radius r 
die Gleichung 


x’+y?+z’=r? 


(Abb. 3). Bei der Darstellung einer 
Kugel in der Ebene ist ihr Umriß im 
allgemeinen eine Ellipse; sie ist aber 
ein Kreis, wenn man die Ingenieur- 
projektion verwendet (Abb. 3; Tdar- 
stellende Geometrie). 


x?+y2+2z2=r2 





x 


Abb. 3: Kugel mit dem Mittelpunkt O 


Die Kugel mit dem Mittelpunkt 
M=(xm, Ym; Zum) und dem Radius r 
hat die Gleichung 


(xx)? +W-ym)” +z-zu)=r?. 


Kugel 


Die Kugel mit dem Mittelpunkt O hat 
die f Parameterdarstellung 

x rCOSICOSp 

y|=|rcos9 sin p 

z r sind 
((sp<2n, 0<sI9<n); vgl. 
koordinaten. 
Die TTangentialebene an die Kugel 
mit dem Mittelpunkt M und dem Ra- 
dius r im Punkt P hat die Gleichung 


t Polar- 


(XP = xXm)X -xXm)t(Ypr-Ym)(Y—-ym) 
+(zp-Zzu)lz-zu)=r.. 


Ist P ein Punkt, der nicht auf der 
Kugelfläche liegt, dann ist dies die 
Gleichung der Polarebene zum Pol P 
(tPolare). Liegt dabei P im Äußern 
der Kugel, dann schneidet die Polar- 
ebene die Kugel in einem Kreis; die- 
ser Kreis besteht aus allen Punkten, in 
denen die Tangentialebenen von P aus 
den Kreis berühren (Abb. 4). 


in 


A| 
N) 





Ds 7} 
m > 20 Rh 
. LTE . MW 

MN I 











Abb. 4: Polarebene n zum Pol P, 


n-dimensionale Kugel: Im n-dimensio- 
nalen Raum R” nennt man die durch 


x?2+x3+..+x2=r? 


definierte Punktmenge die n-dimensio- 
nale Kugel (mit dem Mittelpunkt O 
und dem Radius r). Ein Kreis ist also 
als eine zweidimensionale Kugel zu 
verstehen. Die Oberfläche der n-di- 
mensionalen Einheitskugel (Kugel mit 
Radius 1) hat den Flächeninhalt 


Kurve 
U" 
ro) 
und das Volumen 
v__ UV 


n+2\' 
(7) 
2 





wobei 7 die tGammafunktion bedeu- 
tet. Der Flächeninhalt ist hier als Maß 
einer (n— 1)-dimensionalen Punktmen- 
ge zu verstehen und wird mit Hilfe 
eines (n—1)-dimensionalen ?Integrals 
berechnet. Entsprechend ist das Volu- 
men das Maß einer n-dimensionalen 
Punktmenge und wird mit Hilfe eines 
n-dimensionalen Integrals berechnet. 
Kurve. Eine Kurve läßt sich anschau- 
lich als die Spur eines Punktes be- 
schreiben, die dieser hinterläßt, wenn 
er sich in der Ebene bzw. im Raum 
bewegt. Man kann eine Kurve also als 
eine Linie auffassen, die man ohne ab- 
zusetzen durchlaufen kann. Eine Kur- 
ve heißt einfach, wenn sie keine Dop- 
pelpunkte besitzt, d.h., sie schneidet 
oder berührt sich nicht selbst. Eine 
Kurve heißt geschlossen, wenn sie kei- 
ne Endpunkte besitzt. Eine nicht-ge- 
schlossene Kurve, die ganz im Endli- 
chen verläuft, weist zwei Endpunkte 
auf. 

Analytisch kann man eine Kurve auf 
verschiedene Arten beschreiben. 

Ebene Kurven: Eine Kurve in der Ebe- 
ne kann als stetige Abbildung 
(1 Stetigkeit) eines (endlichen oder un- 
endlichen) Intervalls in die Ebene auf- 
gefaßt werden. Dem entspricht ihre 
t Parameterdarstellung 


un 


mit stetigen Funktionen und y. Der 
Graph einer stetigen Funktion 
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f: Ta,b]>R ist eine ebene Kurve; ei- 
ne Parameterdarstellung lautet z.B. 


\) - vo) te[a, b], 


In tPolarkoordinaten ist eine Kurve 
durch eine Gleichung der Form 
r=F(t), tele, ß] 


gegeben; eine Parameterdarstellung ist 
dann 


)-(mmeinc velaM 


Ist f eine Funktion von zwei reellen 
Variablen, dann ist die Lösungsmenge 
von 


S&,y)=0 


unter gewissen Voraussetzungen über 
f eine Kurve. 
Beispiele: 1) Durch 


x a cost 
()=( . ) te[0, 2n[ 
y bsint 


(a,b>0) wird eine tEllipse mit den 
Halbachsen a und b dargestellt 
(Abb. 1). 





P=(a cost, 
b sin t) 


Abb. 1: Ellipse 


2) Der Graph von f: xYx (xeR*) 
ist ein Ast einer f Parabel (Abb. 2). 
3) Durch 


r=?2', TteR 
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wird eine tlogarithmische Spirale dar- 
gestellt (Abb. 3). 





Abb. 3: Logarithmische Spirale 


4) Die Menge aller Punkte (x, y) mit 
(x?+y?)?—-2a?(x?—-y?)=0 


ist eine Lemniskate (Abb. 4). 





Abb. 4: Lemniskate 


Mit Hilfe der Differentialrechnung 
kann man die tTangente und die 
Krümmung einer Kurve in einem ih- 
rer Punkte berechnen. Mit Hilfe der 
Integralrechnung kann man die Länge 
(tBogenlänge) von Kurvenstücken 
bestimmen. 

Raumkurven: Eine Kurve im Raum 
hat eine ?Parameterdarstellung der 
Form 


Kurve 
X p(t) 
yI=|vy(t) |, (tela,b)). 
z xt) 
Eine Raumkurve kann auch als 


Schnittmenge zweier ?TFlächen defi- 
niert werden, also als Lösungsmenge 
eines Gleichungssystems der Form 


F(x, y,z)=0, 


G(x, y,z)=0. 

Beispiele: 5) Die Raumkurve 
N a+ut 
v|j=|b+vt (teR) 
zZ c+wt 


mit u? +0? +w? +0 ist eine tGerade. 
6) Die Raumkurve 


X a cos! 

y|=| asint 

2 bt 
ist eine Schraubenlinie (Abb. 5). 


(te[0, 2r[) 





Abb. 5: Schraubenlinie 


7) Durch das Gleichungssystem 
x+y+z=(, 
x’+y’+2’=0 


wird der Schnittkreis einer TKugel 
mit einer ? Ebene definiert. 


Kurvendiskussion 


Ist eine Raumkurve in Parameterdar- 
stellung gegeben, dann ist 


pt) 
T:=| y(t) 
au) 
ein TVektor in Richtung der Kurven- 
tangente (T Tangente) an der Stelle t 
und heißt daher der Tangentenvektor 
der Kurve an der Stelle t. Im folgen- 
den wird vorausgesetzt, daß der Pa- 
rameter s die Bogenlänge von einem 
festen Punkt aus angibt. In diesem 
Fall hat der Tangentenvektor 
p(s) 
[= | y‘(s) 
2.65) 
die Länge I. Der Vektor 
o"(s) 
v“(s) 
1 (s) 
ist rechtwinklig zu f und spannt zu- 


sammen mit f die Schmiegebene der 


Kurve an der Stelle s auf; die Länge 
1 

dieses Vektors ist —, wenn o der 
@ 


Krümmungsradius an der Stelle s ist 
(Krümmung). Man nennt 


p'(s) 
n:=o|vY”(s) 
1 (s) 
den Hauptnormalenvektor und den 
Vektor 
b:=ixn 


(TVektorprodukt) den Binormalenvek- 
tor der Kurve an der Stelle s. Die drei 
paarweise zueinander orthogonalen 
Einheitsvektoren 7, n, b bilden das be- 
gleitende Dreibein der Kurve (Abb. 6). 
Die Änderung der Binormalenrich- 
tung mit der Bogenlänge ist ein Maß 
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dafür, wie schnell sich an der betrach- 
teten Stelle die Kurve aus ihrer 
Schmiegebene herauswindet. Diese 
Änderung heißt Windung oder Torsion 
der Kurve und wird mit r bezeichnet. 
Die Größe t ist definiert als das tSka- 
larprodukt des Ableitungsvektors von 
b mit dem Hauptnormalenvektor n. 





Normalebene 


Schmiegebene 


Abb. 6: Begleitendes Dreibein 


Es gilt 
pls) Pk) EIS 
T=o’ ws) Ws) Ws) 
I) KR ER 


(? Determinante). Dabei muß natürlich 
vorausgesetzt werden, daß die entspre- 
chenden Ableitungen existieren. Ist 
t=0 für alle Parameterwerte s, dann 
handelt es sich um eine ebene Kurve. 
Kurvendiskussion: Untersuchung von 
Funktionsgraphen, wobei vor allem 
der Begriff der tAbleitung eine Rolle 
spielt. 

1) Symmetrieeigenschaften: Der Graph 
einer Funktion f ist genau dann ach- 
sensymmetrisch zur y-Achse, wenn 


ft-»)=f(x) für alle xeD(f). 


Der Graph von f ist genau dann ach- 
sensymmetrisch zu der Geraden mit 
der Gleichung x=a, wenn 


fRa-x)=f(x) füralle xeD(f). 
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Bei der Diskussion einer achsensym- 
metrischen Kurve mit der Symmetrie- 
achse x=a ist es zweckmäßig, zuerst 
die Koordinatentransformation 


x=x-a y=y 


vorzunehmen; dann ist die y-Achse 
die Symmetrieachse (Abb. 1). 





Abb. 1: Achsensymmetrischer 
Funktionsgraph 


Der Graph einer Funktion f ist genau 
dann punktsymmetrisch zum Ursprung, 
wenn 


f-9=-f@) 
Der Graph von f ist genau dann 


punktsymmetrisch zum Punkt (u, v), 
wenn 


fRu-x)=2v—- f(x) 
für alle xeD(f). 


für alle xeD(f). 


Die Koordinatentransformation 


xX=x—-u y=-y-vV 


führt zu einer Kurve, die zum Ur- 
sprung punktsymmetrisch ist (Abb. 2). 
Ist f achsensymmetrisch zur y-Achse, 
dann bezeichnet man f als eine gerade 
Funktion; ist f punktsymmetrisch 
zum Ursprung, dann bezeichnet man 
f als eine ungerade Funktion. 

2) Nullstellen einer Funktion f sind 
die Lösungen der Gleichung f(x)=0. 


Kurvendiskussion 


Zur Berechnung der Nullstellen ist 
man oft auf ?Näherungsverfahren 
zum Lösen von Gleichungen ange- 
wiesen. 


= 





(2u—x,20-y) 


Abb. 2: Punktsymmetrischer 
Funktionsgraph 


3) Steigung: Mit Hilfe der ?Ableitung 
kann man die Steigung des Funk- 
tionsgraphen untersuchen, wenn die 
Funktion differenzierbar ist. 

Ist f’(xo)>0, dann ist f in einer ? Um- 
gebung der Stelle x, streng monoton 
steigend. Ist f’(xo)<0, dann ist f in 
einer Umgebung der Stelle x, streng 
monoton fallend. Ist f’(xo)=0, dann 
hat der Graph an der Stelle x, eine 
zur x-Achse parallele Tangente (,„waa- 
gerechte Tangente“). In diesem Fall 
kann f in einer Umgebung von X%o 
durchaus monoton steigend oder mo- 
noton fallend sein; es ist aber auch 
möglich, daß die Steigung ihr Vorzei- 
chen wechselt (Abb. 3). 

4) Extremalpunkte: Die relativen TEx- 
tremwerte im Innern des Definitions- 
bereichs D( f) gehören zu Punkten mit 
waagerechten Tangenten. Die Bedin- 
gung f'(xo)=0 ist also notwendig da- 
für, daß x, eine Extremalstelle ist, sie 
ist jedoch nicht hinreichend. Eine Ex- 
tremalstelle liegt aber vor, wenn f’ an 
der Stelle x. das Vorzeichen wechselt. 
Ist f zweimal differenzierbar, dann 
gilt: Ist f’(xo)=0 und f”(x,)<0, dann 


Kurvendiskussion 
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Abb. 3: Steigung eines Funktionsgraphen 


liegt an der Stelle x, ein relatives 
Maximum vor. Ist f’(x,)=0 und 
S'(xo)>0, dann liegt an der Stelle xo 
ein relatives Minimum vor (Abb. 4). 
Für f’(xo)=f"(xo0)=0 kann ein Ex- 
trempunkt oder ein Wendepunkt mit 
waagerechter Tangente vorliegen (T Ex- 
tremwert). 





Abb. 4: Extremalpunkte eines 
Funktionsgraphen 


5) Krümmung: Ist f"(xo)>0, dann ist 
f in einer Umgebung von xo linksge- 
krümmt oder eine Linkskurve. Ist 
f'(xo)<0, dann ist f in einer Umge- 
bung von x, rechtsgekrümmt oder eine 
Rechtskurve. Ist f”(xo)=0, dann kann 
ein T Wendepunkt vorliegen, die Kur- 
ve kann aber auch ihren Krümmungs- 
sinn behalten (Abb. 5). Eine genaue 
Beschreibung der Krümmung erhält 


man, wenn man den Krümmungskreis 
bestimmt. 





Abb. 5: Krümmung eines 
Funktionsgraphen 


6) Wendepunkte eines Funktionsgra- 
phen sind solche Punkte, in denen ei- 
ne Linkskurve in eine Rechtskurve 
übergeht oder umgekehrt, in denen al- 
so die zweite Ableitung f”(x) ihr Vor- 
zeichen ändert (Abb. 6). An einer sol- 
chen Stelle x, gilt notwendigerweise 
f'(xo)=0, denn ein Wendepunkt von 
f ıst ein Extremalpunkt der Ablei- 
tungsfunktion f’. Ist f”’(x.o)<0, dann 
geht eine Linkskurve in eine Rechts- 
kurve über, bei f”’(xo)>0 ist es umge- 
kehrt. Gilt f"(x)=f"(x,)=0, so muß 
man die weiteren höheren Ableitun- 
gen untersuchen, um über das Vorlie- 
gen eines T Wendepunktes entscheiden 
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zu können. Ein Wendepunkt mit waa- 
gerechter Tangente ist ein Sattel- 
punkt. 





Abb. 6: Wendepunkte eines 
Funktionsgraphen 


7) Definitionslücken: Ist f in einer 
Umgebung der Stelle x, mit Ausnah- 
me der Stelle x, definiert, dann heißt 
x, eine Definitionslücke von f. Wenn 
eine ?Polstelle vorliegt, wie das bei 
Trationalen Funktionen oft der Fall 
ist, dann spricht man von einer nicht- 
hebbaren Definitionslücke. Wenn je- 
doch der t Grenzwert 
lim f(x)=:c 


x>XOo 


existiert, dann kann man f zu einer an 
der Stelle x, stetigen Funktion ergän- 
zen, indem man f(xo):=c definiert. 
Man spricht dann von einer (stetig) 
hebbaren Definitionslücke (Abb. 7). 





Polstelle Definitionslücken 


Abb. 7: Definitionslücken einer Funktion 





Kurvenintegral 


8) Asymptotisches Verhalten: Ist x, 
eine nicht-hebbare Definitionslücke, 
dann interessiert man sich für das 
Verhalten von f bei links- und rechts- 
seitiger Annäherung an die Stelle xo 
(Teinseitiger Grenzwert). 
Ist f auf der Halbgeraden [a, ©[ defi- 
niert, dann kann man das Verhalten 
von f für beliebig wachsende Werte 
von x untersuchen. Ist beispielsweise 
lim f(x)=c, 
dann hat f für > eine waagerechte 
TAsymptote. Ist g eine weitere auf 
[a, o[ definierte Funktion und gilt 
lim (FR) - 8X) =0, 
dann schmiegt sich der Graph von f 
dem Graph von g an, wenn die Werte 
von x beliebig wachsen (Abb. 8). Ana- 
log kann man das tasymptotische 
Verhalten einer Funktion für > —- © 
untersuchen. 






„im f)=1 


. n x? 
lim (/ +5) =0 
Abb. 8: Asymptotisches Verhalten 


Kurvenintegral: Verallgemeinerung des 
bestimmten TlIntegrals, bei der die 
Integration über eine ebene oder 
räumliche Kurve erfolgt. 

Kurvenintegrale in der Ebene treten 
z.B. bei der Berechnung der Arbeit 


Kurvenintegral 


auf, welche bei der Bewegung eines 
Massepunktes in einem (ebenen) 
Kraftfeld geleistet wird (Abb. 1). 


Kraftvektor 7 n 
g(x, y) 





C: Bahn des Massepunktes 
AW= (' (x, ) (1) 
g(x, y) Ay 
W =|f(x,ydx+g(x,y)dy 
G 


Abb. I: Kurvenintegral 


Es sei C eine stückweise stetig diffe- 
renzierbare (stückweise „glatte“) Kur- 
ve mit der f Parameterdarstellung 


=) es 


und f eine Funktion von zwei reellen 
Variablen. Dann nennt man das ?In- 
tegral 


b 
II, wdx:=| feld), yit))p/(r)dt 
C a 


ein Kurvenintegral. Man kann zeigen, 
daß der Wert des Kurvenintegrals 
nicht von der speziell gewählten Pa- 
rameterdarstellung der Kurve C ab- 
hängt; dadurch ist auch die links ste- 
hende Schreibweise gerechtfertigt. Ent- 
sprechend ist das Kurvenintegral 


lex, »)dy 
C 


definiert. Ferner ist 
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(f(x, y)dx+g(x, y)dy) 
c 


b 
:= | (f(p), Ye) p(t) 
+ glelt),yit))y’(t))dt 


Obige Kurvenintegrale heißen auch 
zuweilen Kurvenintegrale zweiter Art. 
Das Integral 


[Sa »ds 
c 


YO)VP (+ Ww(ddı 


heißt dann Kurvenintegral erster Art. 
Der Flächeninhalt eines von einer ge- 
schlossenen Kurve C begrenzten Flä- 
chenstücks läßt sich als Kurveninte- 
gral ausdrücken, nämlich 


A=|ydx=-[xdy 
c c 


bzw. 


A=3 |(ydx-xdy). 


c 


Der Wert des Kurvenintegrals wird 
mit —1 multipliziert, wenn man den 
Durchlaufsinn der Kurve C umkehrt. 
Die bei Umkehrung des Durchlauf- 
sinns aus C entstehende Kurve be- 
zeichnet man meist mit —C. Es gilt 
also 


Vf, »dx=- | fx, y)dx. 
= c 
Entsteht C durch Zusammenfügen 


von zwei hintereinander durchlaufe- 
nen Kurven C, und C,, so schreibt 
man C=C,+C,. Es gilt dann 


[fu »dx= | f(x, y)dx 
E cı 


+ f(x, y)dx 


Ca 


Ist C eine geschlossene Kurve und 
wird das von C begrenzte Gebiet in 


365 


Teilbereiche mit den Randkurven 
C,,C,,...,C, zerlegt, welche densel- 
ben Durchlaufsinn wie C haben, dann 
gilt 


I(fdx +gdy)= 
C 


n 


y [(fdx+gdy) 


ie1 Ci 


(Zerlegungsregel: Abb. 2). 
Do 
EL , 
\ 


— 


f 


Abb. 2: Zerlegung eines Gebiets in 
Teilbereiche 


Aus der Schwarzschen Ungleichung 
ergibt sich die Abschätzung 


I(fdx+gdy)<ML, 
[6% 


wobei L die Länge von C und M eine 
obere Schranke für Y f(x, »)? + g(x, y)? 
auf C ist. 

Ist F eine ?tdifferenzierbare Funktion 
von zwei reellen Variablen und sind 
F,,F, die Tpartiellen Ableitungen von 
F, dann ist 





((EKdx+F,dy) 
c 
b 
=, ld), yti)dt 
= F(p(b), y(b)) - F(pla),Y(a)). 


Das Integral hängt in diesem Fall also 
nicht von der Kurve C, sondern nur 
von ihren Endpunkten ab. Man nennt 
F ein Potential und den Vektor mit 
den Komponenten F, und F, den Gra- 
dient von F (tVektoranalysis). Der 
Ausdruck F,.dx+F,dy ist ein vollstän- 
diges Differential (1 Differential). Der 
Hauptsatz über Kurvenintegrale be- 


Kurvenintegral 


sagt, daß das über eine Kurve C er- 
streckte Integral [(fdx+gdy) genau 
dann nicht von der Kurve C, son- 
dern nur von den Endpunkten von C 
abhängt, wenn fdx+gdy ein vollstän- 
diges Differential ist, wenn also eine 
Funktion F mit f=R, und g=FR exi- 
stiert. Dies ist genau dann der Fall, 
wenn die Integrabilitätsbedingungen 


Ha y)= 


für alle Punkte des (einfach zusam- 
menhängenden) Gebiets, in welchem 
die Kurve C verläuft, erfüllt sind. 

In der tVektoranalysis untersucht 
man den Zusammenhang zwischen 
Kurvenintegralen und ?Gebietsinte- 
gralen in der Ebene (Integralsätze von 
Gauß, Stokes und Green). 
Kurvenintegrale im Raum sind analog 
zu denen in der Ebene definiert. Hat 
die Kurve C die Parameterdarstellung 


8:(X, y) 


x dt) 

vl=| vi) 

: z() 
und sind f, g, h Funktionen von drei 
reellen Variablen, dann ist 


[(fdx+gdy+hdz) 


C 
= [(fpL), Wr), xt) EP 


yet), X nn 
. Akte (t))dt. 


Obige IHN insbesondere der 
Hauptsatz über Kurvenintegrale, gel- 
ten auch für räumliche Kurvenintegra- 
le. Die Integrabilitätsbedingungen (Be- 
dingungen für die Wegunabhängigkeit 
des Kurvenintegrals) heißen jetzt 


= 8% g:=h,, h,=f:; 


dies bedeutet, daß die Rotation 
(t Vektoranalysis) des von f, g, h gebil- 
deten Vektorfeldes überall der Null- 
vektor sein muß. 


(ast<sb), 


Kurvenschar 


Kurvenintegrale für komplexe Funktio- 
nen (T Funktionentheorie): Ist durch 


z=z(t) (ast<sb) 


eine glatte Kurve in der Gaußschen 
Zahlenebene definiert und ist f eine 
auf C stetige komplexe Funktion, 
dann heißt 


das komplexe Kurvenintegral von f 


über €. Mit den Zerlegungen 
z()=x(t)+iy(e), 
f(z)=u(x,y)+iv(x,y) 

in Real- und Imaginärteil erhält man 


(f(aJdz= |(udx-vdy) 
C C 
+i[(udy+vdx), 
C 

wobei die Kurve C in den rechts ste- 
henden Integralen als eine Kurve in der 
reellen xy-Ebene zu deuten ist. Die 
Berechnung eines komplexen Kurven- 
integrals kann also auf die Berech- 
nung von zwei reellen Kurvenintegra- 
len zurückgeführt werden. 
Kurvenschar: Menge ebener TKur- 
ven, für die es eine Gleichung 


F(x,y,c)=0 


(Schargleichung) gibt, welche bei fe- 
stem c die Gleichung einer dieser 
Kurven ist. Man spricht genauer von 
einer einparametrigen Kurvenschar; c 
heißt der Parameter (Scharparameter) 
der Kurvenschar. Dieser Parameter 
durchläuft im allgemeinen ein (be- 
schränktes oder unbeschränktes) Inter- 
vall. Jedem c soll genau eine Kurve 
der Schar und jeder dieser Kurven ge- 
nau ein Parameterwert c entspre- 
chen. 

Beispiele: 1) Durch 


(x-c)?+y?=4, ceR 
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ist eine Schar von Kreisen beschrieben 
(Abb. 1). 


III 
SO / 


Abb. 1: Schar von Kreisen 






2) Die Geradenschar in Abbildung 2 
hat die Schargleichung 
cx-1l)+(y-2)=0, ceR. 


Zu ihr gehören alle Geraden durch 
den Punkt (1,2) mit Ausnahmen der 
Parallelen zur y-Achse. 





Abb. 2: Geradenschar 


3) Die Geradenschar mit der Schar- 
gleichung 


y=2cx—-c?. ceR 


besteht aus allen Tangenten der Nor- 
malparabel (y=x?). Die Parabel ist 
die tEnveloppe dieser Kurvenschar. 
Eine einparametrige Kurvenschar läßt 
sich durch eine gewöhnliche ?Diffe- 
rentialgleichung beschreiben, welche 
man durch Elimination des Parame- 
ters c aus dem Gleichungssystem 
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F(x,y,c)=0, 
R+Fky=0 


(Tpartielle Ableitung) gewinnt. Für die 
Geradenschar in Beispiel 3) ergibt sich 
die Differentialgleichung 


y?-4xy+4y=0. 


Eine Kurve, welche jede Kurve einer 
gegebenen Kurvenschar rechtwinklig 
schneidet, heißt eine orthogonale Tra- 
jektorie der Kurvenschar. Diese ortho- 
gonalen Trajektorien bilden selbst 
wieder eine Kurvenschar, deren Diffe- 
rentialgleichung durch Elimination 
des Parameters c aus dem Gleichungs- 
system 


FIX, Co), 
l 
y 


zu gewinnen ist. 


Beispiele: 4) Gegeben sei die Parabel- 
schar mit der Schargleichung y=cx”. 
Die Differentialgleichung der orthogo- 
nalen Trajektorien gewinnt man aus 
dem Gleichungssystem 


Kurvenschar 


2 


y=cXx n 
1 
2cx+—=0 
y 
zu 
2yy+x=0. 


Diese beschreibt die Kurvenschar 
x?+2y°=a? 

mit dem Scharparameter a; es handelt 

sich um eine Ellipsenschar (Abb. 3). 


5) Ein Beispiel für eine zweiparametri- 
ge Kurvenschar ist das Kreisbüschel 


Cıkı(x, y)+ C2k2(x, y)=0 
mit Ci, CGeR und 


kı(x,y)=x?+y?+2u1x+2v,y+w,, 
k2(x,y)=x?+y?+2u2x+202y+m>. 


Das Kreisbüschel heißt elliptisch, pa- 
rabolisch oder hyperbolisch, je nachdem 
ob die Kreise k, und k, zwei, einen 
oder keinen gemeinsamen Punkt ha- 
ben. Die orthogonalen Trajektorien 
eines elliptischen (parabolischen, hy- 
perbolischen) Kreisbüschels bilden ein 
hyperbolisches (parabolisches, ellipti- 





Abb. 3: Parabel- und Ellipsenschar 


Kurven zweiter Ordnung 


sches) Kreisbüschel. In Abbildung 4 
ist ein hyperbolisches Kreisbüschel 


(schwarz) und sein zugehöriges ellipti- 
sches Kreisbüschel der orthogonalen 
Trajektorien (rot) dargestellt. 





Abb.4: Hyperbolisches Kreisbüschel (schwarz) 
und zugehöriges elliptisches Kreisbüschel der 
orthogonalen Trajektorien (rot) 


Kurven zweiter Ordnung: Bezeich- 
nung für die Menge der Punkte in der 
Ebene, deren Koordinaten (bezüglich 
eines kartesischen Koordinatensy- 
stems) einer Gleichung der Form 


411% +422 9? +2a12Xy+2a13X 


+2433y+433=0 (1) 
genügen. Die Koeffizienten a;; sind 
reelle Zahlen (a1 F0 va,»+F0van> 


+0). Die Kurven zweiter Ordnung 
sind identisch mit den ?Kegelschnit- 
ten. Durch eine ?Hauptachsentrans- 
formation (das ist eine Drehung des 
Koordinatensystems) und eine an- 
schließende Verschiebung des K.oordi- 
natensystems kann man jede Glei- 
chung (1) in einen der folgenden Glei- 
chungstypen transformieren: 
2 2 


’ e 
(a) mtr =1 (tEllipse); 
Sl 
ee —1 (imaginäre Ellipse); 
a 


368 


(c) x?+y?=0 (Koordinatenursprung):. 


x? 2 
dt (! Hyperbel); 

x y% (zwei sich schneidende 
(e) Po Hi Geraden) 
(d) y?-2px=0 (t Parabel); 

‚2 
(8) Zt (zwei parallele Geraden); 
(h)y?=0 (zwei zusammenfallende 

Geraden); 

.y? (zwei parallele imaginäre 
) ri =] Geraden). 


Am Vorzeichen von 
D:=a1,—4a,1422 

läßt sich bei einer allgemeinen Glei- 

chung (1) einer Kurve zweiter Ord- 


nung feststellen, welcher der Typen 
vorliegt: Es handelt sich bei 


D<O um den Ellipsentyp 
((a), (b), (e)); 

D>0O um den Hyperbeltyp 
((d, (e)); 

D=0 um den Parabeltyp 
(D,(8),(h), G)). 


L 


Laguerresche Polynome (nach E. 
Laguerre, 1834-1886; Kummer-Poly- 
nome, nach E. Kummer, 1810-1893): 
Bezeichnung für die Polynome 


n 





Lukx):=er (te) 
(n=0,1,2,3,...). Es ist 
Lo(x)= 1, 


L,(x)=1-x, 
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L.(x)=2—-4x+x?, 
L3(x)=6-18x+9x?—x°, 
L4(x)=24—-96x+ 72x? —-16x°+x* 
und allgemein 
. n\n! 
u Fe-n[t) ti 
(x) 2 ) vl” 
Ferner gilt L,(O)=n! für n=0, 1, 2, 
3,.... Es gilt die Rekursionsformel 
Ln+1(X)-(2n+1-x)L,(x) 
+n?L,_ı(x)=0. 


Die Funktion y=L,(x) genügt der Dif- 
ferentialgleichung 


xy’ +(1-x)y+tny=0. 


Es gelten die Orthogonalitätsrelationen 


fi e*L.)L.()dx 
0 


- 
Un!) 


Ferner gilt 


für m#n, 


für m=n. 








(Terzeugende Funktion). 

Länge: Ist die Länge e einer Einheits- 
strecke gegeben, dann mißt man die 
Länge AB einer beliebigen tStrecke 
AB, indem man sie als Vielfaches von 
e ausdrückt: Ist AB=l-e mit leR, 
dann hat AB die Länge I, gemessen in 
der Einheit e. Ist dabei ! eine Tratio- 
nale Zahl, dann sind die Strecke AB 
und die Einheitsstrecke Tkommensu- 
rabel. 

Als Längeneinheit dient das Meter 
(1m). Dieses wurde durch die in- 
ternationale Meterkonvention vom 
20.5.1875 in Paris als Länge des in 
Sevres bei Paris aufbewahrten „Urme- 
ters“, eines Platin-Iridium-Stabes, fest- 
gelegt. Ursprünglich war Im als der 


13 DRM 


299 792458 


Länge 


40000000. Teil der Länge eines Erd- 
meridians definiert, was aber für die 
Zwecke der Physik zu ungenau war. 
In neuerer Zeit ist das Meter verschie- 
dentlich anhand atomphysikalischer 
Prozesse neu festgelegt worden, bei- 
spielsweise im Jahre 1960 als das 
1650763,73fache der Vakuumwellen- 
länge der orangefarbenen Spektrallinie 
des Kryptonisotops ®°Kr beim Über- 
gang vom Zustand 5d; zum Zustand 
2pıo. Im Jahr 1983 wurde Im fest- 
gelegt als die Länge der Strecke, 
welche das Licht im Vakuum in 


Sekunde zurücklegt. 


Von der Längeneinheit Im werden 
die folgenden metrischen Längeneinhei- 
ten abgeleitet: 


1 Millimeter (mm) =10-°m, 
1 Zentimeter (Icm) =10”"?m, 
1 Dezimeter (Idm) =10-!m, 
1 Kilometer (km) =10°m. 











x AB= Vixs X) +lyB- ya)? + (ze 24)” 


Abb. 1: Länge einer Strecke im kartesischen 
Koordinatensystem 


Laplace-Transformation 


Für sehr kleine Längen benutzt man 
die Einheit u (griech. Buchstabe Mü), 
welche ein tausendstel mm bedeutet. 
Es ist also 1 u=10”° m. 
Nichtmetrische Längeneinheiten wer- 
den z.B. in der Astronomie und in der 
Seefahrt benutzt (t Maßsysteme). 

Im kartesischen ?tKoordinatensystem 
kann man die Länge einer Strecke mit 
Hilfe der Koordinaten ihrer Begren- 
zungspunkte berechnen (Abb. 1). Man 
benötigt dazu den Satz des ?Pytha- 
goras. 

Die Länge von gekrümmten Linien 
kann man berechnen, indem man sie 
durch Streckenzüge approximiert. Ist 
die Linie durch einen analytischen 
Ausdruck (z.B. durch einen Funk- 
tionsterm) definiert, dann kann man 
ihre Länge (TBogenlänge) häufig mit 
Hilfe der Integralrechnung bestim- 
men. 

Laplace-Transformation (nach P.S. de 
Laplace, 1749-1827). Die Lösung der 
linearen Differentialgleichung 


y+2y—8y=e* 


für xZ0 mit den Anfangsbedingungen 
y(0)=1 und y’(0)=0 findet man auf 
folgende Art: Man setze 


z(s):= = (e-®y (x)dx 


0 
(Tuneigentliches Integral). Dann ist 


femyı A 


x)dx=sz(s)-1, 


e-*y"(x)dx=s?z(s)-s, 


oo—8 


wegen 


oo 


fer*(y"+2y/-8y-er)dx=0. 
0 
Man erhält also für s>1 
®+s+1 


z(s)(s? I ur 
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woraus sich mit Hilfe der tPartial- 


bruchzerlegung 
(s) 1 1 Ne 1 Pe. 1 
z(is)= ——  —— + —. ie 
5-1 65-2 30 +4 


ergibt. Damit erhält man für s>1 





2)= [et de "+3e 2x +4le-**)dx. 


Also ist die Lösung der Differential- 
gleichung vermutlich 


ya)= -$e’+3e’’+3;e "+, 
und dies läßt sich durch Einsetzen in 
die Differentialgleichung bestätigen. 
Unter der Laplace-Transformierten ei- 
ner Funktion f mit D(f)=[0, ©o[ ver- 
steht man die Funktion L, mit 


L,(s)= Je" f(x)dx 
h) 


wobei die Definitionsmenge von L; 
von der Funktion f abhängt. Die Ta- 
belle auf Seite 371 enthält einige Bei- 
spiele für Funktionen f und ihre La- 
place-Transformierten L,. 

Zum Lösen von partiellen Differential- 
gleichungen und Integralgleichungen 
wird auch häufig die Fourier-Transfor- 
mation herangezogen (nach J.B.J. Fou- 
rier, 1768-1830): Ist f eine Funktion 
mit D(f)=R, für welche die uneigent- 
lichen Integrale 


[ Feosstet, Iso 


- © 
existieren, dann heißt die Funktion F7 
mit 


sinstdt 


1 © ; 
Ist 
Var ae 
1 


= | f(!cosstdt 
Ze 


+i f S FOsinstar) 








die Fourier-Transformierte der Funk- 
tion f (vgl. S. 371, 372). 


Laplace-Transformation 











Funktion Laplace- Funktion Laplace- 
(x) Trans- Fix) Trans- 
formierte formierte 
L,(s) L,(s) 
ax 1 © & ’) —ax S 
e —— ——-—- x’]e e 
s+& 26 (s+) 
ax 1 ee ( +ß) 1 
xe & — 
(s+ a)? B-a (s+a)(s+ ß) 
“ 1 wer Be-?* s 
022% set Ge Se (& = ß) an a 
2 (s+ a) a—ß (s+a)(s+ß) 
x 1 1 1 
— e'* = — e**sinßx(ß+0 ———— 
6 (s+a)* ß u (s+a)?+ß? 
(1 je - e (oo ß u ß ) (+0) : 
—0ax sßx—--— sin ßx —— 
(s+ a)? ß (s+a)? +? 
s 
u ne -ax 
(x 3 ) ö (s+0)? 
Fourier-Transformation 
Funktion f(x) Fourier-Transformierte F,(s) 
1 2nöls) 
(ö: Deltafunktion, ? verallgemeinerte Funktionen) 
1 en 
——— —=e 
x?+a? a 
1 2n 
Vin ; 
e -ax+ibx i 
ia+s+b 


s? = 
ea? ee (Rea>0,Reya>0) 
a 


Var YVVa?’+s’+a 
vix! Va?’+s? 


® rn 
cos = +2) 
a 























Laplace-Versuch 
Funktion f (x) 
sinax ya ( 1 
V x 2 VIs-al 
cosax V: | 1 . 
Vx 2 \Vis-a| 
1 T 1 
cosh ax a =) 
cosh |— 
a 
sinh ax sina 
sinh nx cosh s+cosa 
a s 
sin — sinh — 
sinh ax 2 2 
cosh rıx coshs+cosa 
a S 
Zeosh- 
cosh ax n 2 en 2 
cosh nx cosh s+cosa 


Laplace-Versuch (nach P.S. de Lapla- 
ce, 1749-1827): Bezeichnung für einen 
tZufallsversuch mit endlich vielen 
Ausfällen, dessen Ausfälle alle gleich 
wahrscheinlich sind. 

Beispiele: 1) Beim einmaligen Würfeln 
mit einem idealen Würfel haben die 6 
Ausfälle alle die Wahrscheinlichkeit #. 
2) Beim zweimaligen Würfeln mit No- 
tieren des Augenpaares (l. Wurf, 2. 
Wurf) haben die 36 Ausfälle alle die 
Wahrscheinlichkeit 3. 

3) Beim einmaligem Werfen einer idea- 
len Münze haben die beiden Ausfälle 
beide die Wahrscheinlichkeit $. 

Gibt es genau n verschiedene Ausfälle, 


1 
so hat jeder die Wahrscheinlichkeit —. 
n 


Ist E ein Ereignis bei einem Laplace- 
Versuch, so ist die Wahrscheinlichkeit 
von E gleich 


IEl_ Anzahl der günstigen Ausfälle 
IQ] Anzahl der möglichen Ausfälle’ 
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Fourier-Transformierte F/(s) 


1 
ua! 





=; 
Vera 


(-n<a<n) 
(-n<a<n) 


(-n<a<n) 


Liegt ein Laplace-Versuch mit der 
Menge Q der möglichen Ausfälle vor, 
so heißt der Wahrscheinlichkeitsraum 
(2, P(Q2), P) mit PD=, für EeP(Q) 
ein Laplacescher Wahrscheinlichkeits- 
raum. Dabei bedeutet PB(Q) die Menge 
aller Teilmengen von @ (Potenzmenge 
von 2). 

lateinisches Quadrat: Eine quadrati- 
sche Matrix (a,,);,j=1,2,..,n, deren 
Zeilen und Spalten jeweils alle Ele- 
mente aus {l,2,...,n} enthalten. Man 
spricht dann von einem lateinischen 
Quadrat der Ordnung n. 

Beispiel: Die folgende Matrix ist ein 
lateinisches Quadrat der Ordnung 4. 





373 


Zwei lateinische Quadrate (a;,) und 
(b,)) heißen orthogonal zueinander, 
wenn je zwei Paare (a, ‚,b;,,;,) und 
(4;, j, Di, ,) verschieden sind, wenn al- 
so 


(a;,, b,,)|üj=1, 2, .... n} 
={1,2,...,n!x{l,2,..,n} 


(tkartesisches Produkt). Für n=2 gibt 
es kein Paar orthogonaler lateinischer 
Quadrate; für n=3 findet man leicht 
ein solches Paar, z.B. 


Im Jahr 1960 wurde bewiesen, daß für 
jedes n>2 mit n+6 ein Paar orthogo- 
naler lateinischer Quadrate existiert. 
Für n=6 existiert kein solches Paar, 
womit folgende 1779 gestellte Frage 
(Offiziersproblem) von L. Euler (1707 
bis 1783) negativ beantwortet ist: 
„Kann man 36 Offiziere aus 6 Regi- 
mentern und jeweils 6 verschiedenen 
Chargen so in einem Quadrat aufstel- 
len, daß keine Zeile und keine Spalte 
zwei Offiziere desselben Regiments 
oder derselben Charge enthält?“ 

Paare orthogonaler lateinischer Qua- 
drate spielen u.a. bei landwirtschaftli- 
chen Experimenten eine Rolle (Wir- 
kung verschiedener Düngemethoden 
auf verschiedenen Bodensorten). 
Laurent-Reihe (nach P.A. Laurent, 
1813-1854): Bezeichnung für eine t Rei- 
he der Form 


3 ar(lz— zo)" + y a_(2z- 20)", 

k=0 k=1 
wobei z, und die Koeffizienten a,, a_, 
tkomplexe Zahlen sind und z eine 
komplexe Variable ist. Man schreibt 
diese Reihe auch in der Form 


+o0 


» az — zo)". 


k=-o 


Laurent-Reihe 


Eine Laurent-Reihe heißt konvergent, 
wenn die beiden Teilreihen 


[eo] 


), a,(z-2,)* und Ya_,(z-z,)* 

k=0 k=1 
konvergieren. Der Wert (die Reihen- 
summe) der Laurentreihe ist dann die 
Summe der Werte (der Reihensum- 
men) der beiden Teilreihen. Setzt man 


| 


Km —— lb —_— 
lim Y/|a,| 
ko 

und 

rg= lim #/la_,l, 

ko 


so gilt: Ist ru<r,, dann konvergiert 
die Laurent-Reihe in dem Kreisring 


ro<l|z-2zo|<ri. 


Ist ro>r,, so ist die Laurent-Reihe di- 
vergent. Jede in einem Kreisring 
ro<|z—zo|<r, Tanalytische Funktion 
f läßt sich in eine Laurent-Reihe um 
zo entwickeln. Man spricht von der 
Laurent-Entwicklung von f. Es gilt 
dann in dem Kreisring 


fd=- T ak-2.) 
k=-o 
mit 
ES EUR 





rezeenn 


für alle keZ, wobei X ein Kreis vom 
Radius 0 um z, mit ru,<eo<r, ist, wel- 
cher im mathematisch positiven Sinn 
durchlaufen wird. 


Beispiele: 1) Für die komplexe Funk- 








1 
tion f mit f(z)= gilt im Kreis- 
. z(z—2) 
ring 0<|z|<2 
Kim 
iz 22 z 


Legendre-Polynome 


l [2% 
- 
k=0 


+%0 1 


= y Tarr2 z*. 


k=-1 


Im Kreisring 2<|z|< © gilt jedoch 





2) Für 0<]|z|<o gilt 
1 +0 zk 
e+e’=1 —, 
vera 2 Mm 
Der Koeffizient a_, in der Laurent- 
entwicklung von f heißt das !Resi- 
duum von f an der Stelle zo, falls 
die Laurent-Reihe in einem Kreisring 
der Form 0<|z-z,|<r („punktierte 
Kreisscheibe“) konvergiert. 
Legendre-Polynome (nach A.M. Le- 
gendre, 1752-1833): Bezeichnung für 
die Polynome 


10 d 
2a! dx" 


(n=0,1,2,3,.... Sie genügen der 
Legendreschen Differentialgleichung 





A): (x -1)' 


(1x2) y" -2xy +n(n+1)y=0. 
Es gilt die Rekursionsformel 
nh(x)-2n-1)xh-1(%) 
+n-1)A-29)=0. 
Die ersten acht Legendre-Polynome 
sind 
Rx)=1, 
APX)=x, 
B)=33x°’-1), 
PA&)=3(5x°—3x), 
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P,(x)=%(35x*-30x? +3), 
P(x)=$(63x° - 70x?+15x), 
Ps(x)=15(231x° —315x*+105x?-5), 
P(x)=15(429x’ - 693 x° 
+315x?—35x). 
Es gilt B(l)=1 und B(-1)=(-1)"; 
ferner ist P„+1(0)=0 und 


20-0") 


Für |t|<1 gilt 


1 X 
————— =) AR)" 
V 1—-2xt+t? n=0 
(terzeugende Funktion). Es gelten die 
Orthogonalitätsrelationen 
+1 


| Ra) Aa)dx 


—1 





0 für m#&n, 
u 2 für m=n. 
2n+1 


Die Legendre-Polynome besitzen fol- 
gende Integraldarstellung: 


P(cos 9) 
2. [(cos 9+isin 9 cos p)" dp. 

no 
(Man beachte, daß das Integral über 
den Imaginärteil des Integranden 0 
ergibt.) 
Eine Verallgemeinerung der Legendre- 
Polynome sind die Legendreschen Ku- 
gelfunktionen, welche der Differential- 
gleichung 





(1-x?)y’-2xy 
2 
+ (ata+1)-—G) y=0 
(ata+-—) » 
genügen; dabei sind a,b beliebige 


komplexe Zahlen. 

Lemniskate: Die Menge aller Punkte 
P, für welche das Produkt der Abstän- 
de von zwei festen Punkten F, und F, 
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den Wert (4F,F,)? besitzt, ist eine 
Lemniskate. Wählt man ein rechtwink- 
liges Koordinatensystem derart, daß 


FR,=(a,0) und F,=(-a,0) 
gilt, dann ist (vgl. Abb. 1) 
PF?=(x-a)? + y2, 
PF2=(x+a)?+y”. 
Aus 
PF,-PF,=a? 


erhält man nach algebraischen Umfor- 
mungen die Lemniskatengleichung 


(x?+y?% -2a?(x?-y?)=0. 





3 5 
gT<SpSzn 


Abb. 1: Lemniskate 


Führt man tPolarkoordinaten ein, 
dann erhält man daraus die Lemnis- 
katengleichung 


r=ay2cos2p. 


T y 
Für Ta, erhält man den rech- 


ten Teil, für ägn<p<särn den linken 
Teil der Kurve (Abb. 1). 

lexikographische Anordnung. Ist in 
der endlichen oder tabzählbaren 
Menge A eine lineare ?Ordnungs- 
relation < gegeben, so kann man 
auch die tkartesischen Produkte Ax A, 


AXxAXA,... linear ordnen: Für zwei 
verschiedene n-Tupel (a1, 4», ..., 4,) 
und (b,,b», ...., b,) aus A” gilt 

(aı, A232, ..., a,)<(bı, b,, ..., b„), 


L’Hospitalsche Regeln 


wenn 
a,<b, 

oder 

a,=b, und a<b, 

oder 

a,=b,, qa,=b, und a;3<b;... 
oder 

a=b,,..,%-ı=b,-ı und a,<b,. 


Die lexikographische Anordnung von 
Wörtern bezeichnet man auch als al- 
phabetische Anordnung. Hier ist A die 
Menge der Buchstaben mit der Ord- 
nung a<b<...<z. Da Wörter ver- 
schiedene Länge haben, setzt man 
noch fest: 


., Ay, An+ ı)- 


L’Hospitalsche Regeln: Regeln zur 
Berechnung von unbestimmten Aus- 


(a1, a2, .... a,)<(a1, a2, .. 


drücken, d.h. von Grenzwerten der 
Form 
lim I) mit f(xo)=g(X)=0. 
x-xo 8(X) 


Sie stammen von G.F.A. deL’Hos- 
pital (1661-1704) und Johann Ber- 
noulli (1667-1748). 

Erste Regel von de L’Hospital: Die 
Funktionen f und g seien auf [a,b] 
stetig und auf Ja,b[ differenzierbar 
und es sei g(x)+0 für alle xe Ja, b[. Ist 


ftb)=g(b)=0 und existiert der Teinsei- 


& 


x) 
—— , dann ist 
x) 


2 


tige Grenzwert lim 
xob” 

ji I). ff) 
im —— = lim ; 

x=b7 8(X) x-0- gX) 
Die entsprechende Aussage gilt auch 
für rechtsseitige Grenzwerte und für 
beidseitige Grenzwerte. 
Der Beweis ergibt sich aus dem zwei- 
ten ?tMittelwertsatz, welcher besagt, 
daß ein de]x, b[ mit 





L’Hospitalsche Regeln 
So _SW-b) _FO 


2X) em-glb) Ed) 




















existiert. 
Beispiele: 
In(1+x .1+x 
1) lim I Air =1, 
x>0 x x—0 
*—_p* u”-Inu— v*-Inv 
RE Ten 
x>0 x x>0 1 
u 
=Inu—-Inv=In - 
v 
mit u, v>0, 
e*—x—1 e*—1 
3) lim =]lim 
a. x =D 2X 
‚..e* |] 
=lim —=-; 
xo0 2 2 


hier mußte die Regel von de L’Hos- 
pital zweimal angewandt werden. 


. l l ..e*-1-x 
4) lim (<-=—) = lim —————— 
xo0 X e*—| xo0 x(e*—1) 
. e”—|1 
=lim ———— 
x-0 e*— I+xe* 
e* 1 


m ; 
x-0 e*(2-+x) 2 


hier mußte die Regel von de 
L’Hospital dreimal angewandt werden. 
Ini1-x?) . -2x?" 
———— = lim ——— 

R x>o+ r(1—x?2) 


=0, falls O<r<2. 


5) lim 


x>0*r 


Aus der ersten Regel von de L’Hos- 
pital ergibt sich unmittelbar die folgen- 
de Regel: Die Funktionen f und g seien 
differenzierbar auf [a, o[ und es sei 
dort g’(x)+0. Ist lim f(x)= lim g(x)=0 





u .. fo) 
und existiert lim ——, dann ist 
x-o 8X) 
._ So)_.. fo) 
lim —-= lim ——. 
x-o 8(X) x-m g(X) 
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Denn f 
lim en lim an) 
x 0 -o+* fl 
) 
th) 
ae 
ze‘) 
KORen 
= lim = lim ; 








t 


1»0+ Ü) a 20) 
g 


Eine entsprechende Regel gilt natür- 
lich für den Grenzübergang 


“ 
KT — 00“, 


Zweite Regel von de L’Hospital: Die 
Funktionen f und g seien auf Ja,b[ 
differenzierbar und es sei f(x), g(x), 
g(x)+0 für alle xe]a,b[. Ist 

lim f(x)= lim g(x)= + 


xob” xob” 
’ 








und existiert lim ——-, dann ist 
x 8(X) 
/@) FR) 
im ——= lim ——. 
x=b7 8X) 0 X) 


Der Beweis dieser Regel erfolgt eben- 
falls mit dem zweiten Mittelwertsatz. 
Beispiele: 
x" . n—1 
6) lim —= lim 


x 00 e x>00 


n! 
=lim —=0 


x>00 e 


nX 





für neN; hier muß die Regel von de 
L’Hospital n-mal angewandt werden. 





1 
In 1 
N) lim —=lim ——= lim —=0 
x X x>o FX x>o FX 
für r>O. 


0 
Außer Grenzwerten vom „Typ“ r und 


© 
— kann man auch solche vom Typ 
© 
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0-%©, vom Typ ©-—- oo und von den 
Typen 0°, 1”, oo° betrachten, indem 
man eine der folgenden Umformungen 
vornimmt: 


=, 

g(x) 
EEE 
20 70 
Eh 
2 I 


RI = eg) In SR) 


fx) 
S)- Ex) 


Beispiele: 


1 
In — 


s x 
8) lim x-Inx= - lim —— 


x>0*+ x>0+r 


(#) 


l 
x2 


x 


% 


= — lim x=0. 


x>0+r 


= — lim 
x>0*+ 


9) lim x”= lim e*'""* 


x>0+ x>0*r 


lim x-Inx 
= 6x-0* 


=e'=1| 

(vgl. Beispiel 8). 

Limes inferior. Mit H(M) bezeichne 
man die Menge der 1 Häufungspunkte 
der Menge M<R. Ist H(M) nicht leer 
und nach unten beschränkt, dann 
nennt man das !Infimum von H(M) 
den Limes inferior von M und be- 
zeichnet diesen mit 


lım M. 


Die Zahl liminfM ist der kleinste 
Häufungspunkt von M. 

Ist H(M) nicht leer und nach oben 
beschränkt, dann nennt man das 
!Supremum von H(M) den Limes su- 
perior von M und bezeichnet diesen 
mit 


liminfM oder 


lineare Abbildung 


limsupM oder lim M. 


Die Zahl limsupM ist der größte 
Häufungspunkt von M. 
Mit V(<a,>) bezeichne man die Men- 
ge der Verdichtungspunkte (tHäu- 
fungspunkt) der tFolge <a,>. Es sei 
V(<a,»)+ß. Ist V(Xa,>) nach unten 
beschränkt, so nennt man das Infi- 
mum dieser Menge den Limes inferior 
von <a,„> und bezeichnet diesen mit 
liminfa, oder lim a,. 
Dies ist der kleinste Verdichtungs- 
punkt der Folge <a,). 
Ist V(<a,„»>) nach oben beschränkt, so 
nennt man das Supremum dieser 
Menge den Limes superior von <a, 
und bezeichnet diesen mit 


limsupa, oder lim a,. 

Dies ist der größte Verdichtungspunkt 
der Folge. 

lineare Abbildung (Vektorraumhomo- 
morphismus, ?Homomorphismus): Ei- 
ne Abbildung A: V>W eines tVek- 
torraums V in einen Vektorraum W 
bezeichnet man als lineare Abbbildung, 
wenn gilt: 


für alle v,,v2eV; 
Alavd)=a(Av) (2) 


für alle veR und veV. 

Man bezeichnet die Menge aller linea- 
ren Abbildungen von V im W mit 
Hom(V, W). Eine lineare Abbildung 
AeHom(V, W) heißt 


Monomorphismus, falls A injektiv ist; 
Epimorphismus, falls A surjektiv ist; 
Isomorphismus, falls A bijektiv ist; 
Endomorphismus, falls V=W ist; 
Automorphismus, falls V=W und A bi- 
jektiv ist (also ein Isomorphismus 
ist). 


lineare Abbildung 


Lineare Abbildungen ermöglichen den 
Vergleich von Vektorräumen. 
Für AeHom(V, W) bezeichnet man 
die Menge 

Bild A:={AV|veV} 
als Bild von A. Ist (V,,D>,...) eine 
tBasis von V, so ist Bild A das tEr- 
zeugnis von AU, Ada, ... in W: 

Bild A=<AVi,, Ada, ...). 
Bild A ist ein Unterraum von W. 


Die tDimension von Bild A bezeich- 
net man auch als Rang von A: 


Rang A:=dim Bild A. 


Der Kern einer linearen Abbildung A 
ist definiert als 


Kern A:={VeV|Av=o)}. 


Kern A ist ein Unterraum von V. 
Die Dimension von Kern A bezeich- 
net man auch als den Defekt von A: 


Defekt A:=dim Kern A. 
Es gilt 


dim V=dim Bild A+dim Kern A 
=Rang A + Defekt A. 


Es sei V ein Vektorraum der Dimen- 


sion n und B:=(1,,D,,...,v,) eine 
Basis von V, ferner W ein Vek- 


torraum der Dimension m und 
C:=(W,, Wa, ..., W„) eine Basis von W. 
Eine lineare Abbildung A von Vin W 
ist durch das Bild 


(AU, ADh,..., AD,) 


der Basis B von V eindeutig bestimmt. 
Die Vektoren AV}, Ab}, ..., AU, lassen 
sich eindeutig als Linearkombinatio- 
nen der Basisvektoren von W darstel- 
len: 

Av, =(ıı wı + 031 w,+ N Wu 


4 - — 
AU, =012Wı +22 Wat... + O2 Wim 


—- —_ + or 
Ay =ınWıtßan Wat... + On Wm: 
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Die Transponierte der Koeffizienten- 
matrix, also die Matrix 


%ıı %ı2 ---Kın 


Rzı 22 --- Kon 


Ami Am2 ++ Kmn 


heißt die Darstellungsmatrix von A be- 
züglich der Basen B von V und & von 
W und wird mit ©A® bezeichnet. Das 
Bild eines Vektors aus V läßt sich mit 
Hilfe der Darstellungsmatrix sehr ein- 
fach berechnen: Ist 


Key u ++... +%, 0, 
und 

AX=yıWıtYaWat... + Ym Wms 
dann gilt 


yı x 
y2 X2 
h —€ 48 


Ym Xn 
Man nennt 


x yı 


X2 Ya 
bzw. . 


x n Ym 


den Koordinatenvektor von X bezüg- 
lich der Bass ®B von V bzw. von 
y(=AX) bezüglich der Basis € von W. 
Ordnet man jedem Vektor aus V sei- 
nen Koordinatenvektor bezüglich der 
Basis B zu, dann erhält man eine linea- 
re Abbildung von V in den Vektor- 
raum IR”; dies ist sogar ein Isomor- 
phismus, also gilt: Jeder Vektorraum 
der Dimension n ist isomorph zum Vek- 
torraum IR". 

Die Summe zweier linearer Abbildun- 
gen A, BeHom(V, W) ist durch 


(A+B)(W):= AU+BV 
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definiert, die Vervielfachung mit einer 
reellen Zahl « durch 


(Ad): = (Ar), 


Dadurch wird Hom(V, W) zu einem 
Vektorraum. Hat V die Dimension n 
und W die Dimension m, dann hat der 
Vektorraum Hom(V, W) die Dimen- 
sion n-m; er ist isomorph zum Vek- 
torraum R,„,n der Matrizen über R 
mit m Zeilen und n Spalten (man ord- 
ne jeder linearen Abbildung ihre Dar- 
stellungsmatrix bezüglich gegebener 
Basen von V und W zu). 

Ist AeHom(V, W) und BeHom(U, V), 
wobei U ein weiterer Vektorraum ist, 
dann gilt für die f Verkettung AoB 


AoBeHom(U, W). 


Sind in den Vektorräumen U,V, W 
Basen U, B,C festgelegt, dann ist die 
Darstellungsmatrix von AoB das Pro- 
dukt der Darstellungsmatrizen von A 
und B: 


©(AoB)"=°4®.®B“, 


Da man jede Matrix mit reellen Ele- 
menten als Darstellungsmatrix einer 
linearen Abbildung auffassen kann, er- 
geben sich aus den Rechenregeln für 
Abbildungen (z.B. Assoziativität der 
Verkettung) auch Rechenregeln für 
Matrizen. 

Die Menge der Endomorphismen ei- 
nes Vektorraums V, also Hom(V, V), 
bildet bezüglich der Addition, der 
Vervielfachung und der Verkettung ei- 
ne TAlgebra. Diese ist isomorph zur 
Algebra R,,„ der quadratischen Ma- 
trizen, wobei n die Dimension von V 
ist. 

Zur Charakterisierung der Eigenschaf- 
ten linearer Abbildungen dienen fol- 
gende Sätze: 

l. Genau dann ist AeHom(V, W) ein 
Monomorphismus, wenn eine der fol- 
genden Aussagen gilt: 


lineare Differentialgleichung 


a) Kern A={0}; 

b) Rang A=dimV,; 

c) ist (D,,0),...) eine Basis von V, 
dann ist {AV}, Ab,,...} linear un- 
abhängig. 

2. Genau dann ist AeHom(V, W) ein 

Epimorphismus, wenn eine der folgen- 

den Aussagen gilt: 

a) BldA=W; 

b) Rang A=dimW; 

c) ist (Ü,,0>,...) eine Basis von V, 
dann ist {AV}, Ab, ...} ein t Erzeu- 
gendensystem von W. 

3. Genau dann ist AeHom(V, W) ein 

Isomorphismus, wenn eine der folgen- 

den Aussagen gilt: 

a) Kern A={0} und Bild A=W; 

b) Rang A=dim V=dim W; 

c) ist (Ü},05,...) eine Basis von V, 
dann ist (AV), AD,,...) eine Basis 
von W. 

lineare Algebra: Teilgebiet der Ma- 

thematik, das sich mit den Eigenschaf- 

ten der ? Vektorräume beschäftigt. Der 

Vergleich von Vektorräumen und de- 

ren Eigenschaften geschieht mit Hilfe 

Tlinearer Abbildungen. Die Methoden 

und Ergebnisse der linearen Algebra 

werden u.a. in der Tanalytischen Geo- 
metrie, bei der Behandlung von tli- 

nearen Gleichungssystemen und der li- 

nearen ? Optimierung angewandt. 

lineare Differentialgleichung: 
tDifferentialgleichung heißt 
wenn sie die Gestalt 


yM+a_-ı&)y"P+.. 
+a3(x) y?+a1(x)y +aolX) y=f(x) 


Eine 
linear, 


hat. Im folgenden werden die Funk- 
tionen ao, 41, ...,4„_ı und f als stetig 
auf dem Intervall / vorausgesetzt; Lö- 
sungen werden auf diesem Intervall 
gesucht. Ist f=0 (Nullfunktion auf /), 
dann heißt die Differentialgleichung 
homogen, andernfalls inhomogen. Ist 
die höchste vorkommende Ableitung 
die der Ordnung n, dann spricht man 


lineare Differentialgleichung 


von einer linearen Differentialgleichung 
n-ter Ordnung. 

Die Menge der Lösungen einer homo- 
genen Differentialgleichung n-ter Ord- 
nung ist ein !Vektorraum der Dimen- 
sion n; denn jedes Vielfache einer Lö- 
sung ist eine Lösung, mit je zwei Lö- 
sungen ist auch deren Summe eine 
Lösung, und es gibt genau n linear 
unabhängige Lösungen. Die Funktio- 
nen yı1,V25 -..,)n heißen linear unab- 
hängig auf /, wenn die Beziehung 


> c;yi(X)=0 

i=1 

(C1,C2, ...‚C„eR) für alle xel 
nur mit c=c;3=...=c,„=0 bestehen 


kann. Ein System von n linear unab- 
hängigen Lösungen einer linearen ho- 
mogen Differentialgleichung _n-ter 
Ordnung (also eine Basis ihres Lö- 
sungsraums) nennt man auch ein Fun- 


damentalsystem der Differentialglei- 
chung. Sind die Funktionen y,, 
Y23.:..,)n auf I (n—I1)-mal stetig 


differenzierbar, dann nennt man die 
Funktion W mit 


yı(X) V2(X) ++: Yn(X) 
y1(X) Yy2(X) +. In(X) 


Ww)=|yiX) 92) 2 9n(X) 


MIR) YET)... yo) 


die Wronski-Determinante (1 Determi- 
nante) des Funktionen-n-Tupels (y,, 
Y23 ...,)n) (nach J. Wronski, eigent- 
lich J.M. Hoene-Wronski, 1778 bis 
1853). Genau dann ist (yı, Ya» ---, Yn) 
linear unabhängig, wenn W(x)#0 auf 
I. Dies ist schon der Fall, wenn nur 
für ein xoel die Beziehung W(xo)+0 
gilt. 

Ist yo eine spezielle (partikuläre) Lö- 
sung der inhomogenen Differential- 
gleichung, dann erhält man alle Lö- 
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sungen der inhomogenen Differential- 
gleichung in der Form y=yo+ ya, WO- 
bei y„ den Lösungsraum der homoge- 
nen Differentialgleichung durchläuft. 
Es gibt genau eine Lösung y einer 
linearen Differentialgleichung n-ter 
Ordnung mit festgelegten Werten von 


yy,y",..,y""® an der Stelle xo 
(„Anfangswerte“). 
Lineare Differentialgleichung erster 


Ordnung: Eine lineare Differentialglei- 
chung erster Ordnung kann in der 
Form 


y+p&)y=f(x) 


geschrieben werden, wobei p und f 
stetig auf dem Intervall / sein sollen. 
Die Lösungen der homogenen Diffe- 
rentialgleichung y’+p(x)y=0 sind ge- 
geben durch 


yu(x)=exp(- | p(x) dx), 


also durch 
yn(X)= a exp(— P(x)), 


wobei P eine Stammfunktion von p 
und « eine beliebige reelle Konstante 
ist. Eine spezielle (partikuläre) Lösung 
der inhomogenen Gleichung ist 


YolX)=c(x) yn(X), 


wobei c eine Stammfunktion von FI 
Yn 
ist und y„ eine Lösung der homogenen 


Differentialgleichung bedeutet. Die 
allgemeine Lösung der inhomogenen 
Differentialgleichung lautet dann 


YR)=yolX) + &yn(X). 
Ist eine Anfangsbedingung y(xo)=a 
gegeben, dann bestimmt man die 
Konstante & aus der Gleichung 
a=yolXo)+&yn(Xo). 
Beispiel 1: Auf I=]0, ©o[ sei die Dif- 
ferentialgleichung 


- 
y+-y=4x 
x 
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gegeben. Die Lösungen der homoge- 
nen Differentialgleichung sind 


2 
y„(x)=exp (-! = dx) 
=exp(—-21nx+-const.) 


=. const. 


Eine Lösung der inhomogenen Diffe- 
rentialgleichung ist dann 
1 
Yo&X)=—— [4x’dx=x”, 
x 
die allgemeine Lösung der inhomoge- 
nen Differentialgleichung ist also 


1 
yX)=x?+a0-—: 

x 
Die Lösung mit der Anfangsbedin- 
gung y(1)=2 erhält man für «=1. 
Lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung: Eine lineare Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung kann man in 
der Form 


Ky=flx 


schreiben, wobei p,q und f stetig auf 
dem Intervall / sein sollen. Ist y, eine 
Lösung der homogenen Differential- 
gleichung (verschieden von der Null- 
funktion), und setzt man 


y’+p(x)y +g(x 


yalX)=yılX) [WI (X) 
exp (- | p(x) dx) dx, 


dann ist (y,,y2) ein Fundamentalsy- 
stem für die homogene Differential- 
gleichung. Zum Beweis dieser Behaup- 
tung benutzt man die Tatsache, daß 
die Wronski-Determinante hier die 
Form 


W(x)= [pi dx) 


hat. Eine spezielle (partikuläre) Lö- 
sung der inhomogenen Differential- 
gleichung ist 


const.-exp(— 


lineare Differentialgleichung 


pol ar 
a an 


wobei (y}, y2) ein Fundamentalsystem 
und W die zugehörige Wronski-Deter- 
minante bedeuten. Die Lösungen einer 
linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung lassen sich also systematisch 
finden, sobald eine Lösung der homo- 
genen Gleichung bekannt ist. 

In den folgenden Beispielen werden li- 
neare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung auch in der Form 


a) y" tal) y+aolX)y=flX 
geschrieben. 
Beispiel 2: Eine Lösung von 
(1-x?)y’—2xy’+n(n+1)y=0 


ist das T Legendre-Polynom P.. 
Beispiel 3: Eine Lösung von 

1-x9)y"- 
ist das t Tschebyscheffsche Polynom T,. 
Beispiel 4: Eine Lösung von 


xy +n?’y=0 


y"-xy+ny=0 
ist das tHermitesche Polynom H,. 
Beispiel 5: Eine Lösung von 

xy -(l-x)y+ny=0 
ist das t Laguerresche Polynom L,. 
Beispiel 6: Eine Lösung von 

x? y"+xy'+(x?—n?)y=0 
ist die Bessel-Funktion J, (?Zylinder- 
funktionen). 
Lineare Differentialgleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten: Eine Differen- 
tialgleichung der Form 

yP+an-ıy" ’+.. 

+a,y’+aRy+aoy=f(X) 


wobei qao,41, :..;,d„_ı reelle Zahlen 
sind und die Funktion f als stetig vor- 


lineare Differentialgleichung 


ausgesetzt wird, ist eine lineare Diffe- 
rentialgleichung mit konstanten Ko- 
effizienten. Ein Fundamentalsystem 
der homogenen Differentialgleichung 
(also f(x)=0) erhält man aus dem An- 
satz 


y=e’* mit Je. 
Die komplexe Zahl A muß dann eine 
Nullstelle des Polynoms 


Pleite, A i+.. 
+4, 4? +a,A+@o 


sein; dieses heißt charakteristisches 
Polynom, die Gleichung P(A)=0 heißt 
charakteristische Gleichung der Diffe- 
rentialgleichung. Die Nullstellen von 
P(A) heißen Eigenwerte der Differen- 
tialgleichung. Es seien nun 


A1,A2, 5 


die verschiedenen reellen Eigenwerte; 
ihre Vielfachheiten seien der Reihe 
nach 


Ü1, 02, ..., Ur. 


Nach dem ?Hauptsatz der Algebra 
treten die komplexen Eigenwerte im- 
mer als Paare konjugiert-komplexer 
Zahlen auf. Die verschiedenen kom- 
plexen Eigenwerte seien 


eı tio, und 01 -ic,, 
02+i10,;z und 03-i0,, 
0s +io, und Os 16, 


der Reihe nach mit den Vielfachheiten 


W1,W2, ..., W;. 


Es gilt vı+V2+...+0,+2wı +2W3 
+...+2w,=n, wenn n die Ordnung 
der Differentialgleichung, also der 
Grad des charakteristischen Polynoms 
ist. Ein Fundamentalsystem besteht 
dann aus den Funktionen 

k=0,1,... 


k aAmXx 
’ 


x"e „Um—1 
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für m=1,2, ...,r, und 


k=0,1...,W. 1, 
k=0,1,...,Wm—1 


xt e@m* sin g„Xx, 
x e@m*X c05 0X, 


für m=l,2,.,8 
Beispiel 7: Die homogene Differential- 
gleichung 


yo yS Hy + y®) 
— 14y" +20 —-8y=0 
hat die charakteristische Gleichung 
2° 74° +1*+2° —144?+201-8=0 
mit den Lösungen 


—2 (einfache Nullstelle) 
l (dreifache Nullstelle) 
2i und —2i (einfache Nullstellen). 


Also bilden 
e- Er 
er, xet, x? e*, 
sin 2x, cos2x 


ein Fundamentalsystem. 

Zum Lösen der inhomogenen Glei- 
chung ist man oft auf einen Potenzrei- 
henansatz angewiesen (welcher auch 
beim Lösen von linearen Differential- 
gleichungen mit variablen K.oeffizien- 
ten nützlich sein kann): Sei f als 
tTaylor-Reihe mit der Entwicklungs- 
mitte 0 gegeben, also 


f)=% x 
k=0 
Mit dem Ansatz 
y= > 64% 
k=0 


erhält man eine Potenzreihenidentität, 
aus welcher man durch tKoeffizien- 
tenvergleich in der Regel die Koeffi- 
zienten c, sukzessiv bestimmen kann. 
Dabei können aufgrund von n An- 
fangsbedingungen n der Koeffizienten 
festgelegt werden, so daß man eine 
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partikuläre Lösung der Differential- 
gleichung erhält. 
Beispiel 8: Es soll die Lösung von 


y"’+2y’—-y'+3y=sinx 


mit y(0)=y(0)=y’(0)=0 bestimmt 
werden. Der Potenzreihenansatz führt 
auf die Gleichungen 


(3+m)(2+m)(l+m)cz3 ;m 
+2(2+m)(l+m)ca m 
—(l+m)cızm+3Cn 

0 für gerades m, 


= m-1l |] 
(-1) 2 -— 


für ungerades m. 
m! 


Es ergibt sich 


6C3+ Ic; — cı+3co=0, 
24c4+ l2c3 —2c; +3c, = + 


usw., woraus man wegen Co=Cı=Cz 
=() (Anfangsbedingungen!) die K.oeffi- 
zienten C3,C4,Cs,... berechnen kann. 

lineare Funktion: Bezeichnung für ei- 
ne TFunktion f: R>R mit f(x)=ax, 
wobei a eine feste reelle Zahl ist. Im 
kartesischen ?Koordinatensystem ist 
der Graph einer linearen Funktion ei- 
ne Gerade. Für eine lineare Funktion 


f gilt 
StR) fRı)+ FR) 

und 
FAx)=Af (x) 


Weil der Graph einer affinen Funktion 
f mit f(x)=ax+b ebenfalls eine Ge- 
rade ist, nennt man diese Funktion 
zuweilen auch eine lineare Funk- 
tion. 

In Verallgemeinerung der linearen 
Funktion definiert man für Abbildun- 
gen zwischen ?Vektorräumen den Be- 
griff der Tlinearen Abbildung. Ist f 
eine lineare Abbildung eines Vektor- 
raums V in R (verstanden als eindi- 


für alle AeR. 


lineare Gleichung 


mensionaler Vektorraum), dann nennt 
man f ein lineares Funktional. Ist f 
durch eine Linearform auf IR" gegeben, 
also 


X1.%2..,)=aıXı +... +p%ns 


dann ist f ein lineares Funktional auf 
dem Vektorraum R”. 

Die ?Tkonformen Abbildungen der 
Form 


az+b 
cz+d 





zo 


mit ad—bc+0 nennt man häufig auch 
lineare Funktionen, üblicher ist aber 
die Bezeichnung tlineare Transfor- 
mation. 

lineare Gleichung: 
Form 


Gleichung der 


AXı +423X2+...+4,Xn=C, 


wobei qaı,43,...,a, und c fest gegebene 
Zahlen (? Koeffizienten, Formvariable) 
sind und xX},X2,...,x%, Variable für 
reelle oder komplexe Zahlen sind. Im 
folgenden werden reelle Koeffizienten 
und reelle Lösungen betrachtet; die 
Grundmenge der linearen Gleichung 
ist also R”. 
l) n=1: Die Gleichung a,xı=c hat 
die Lösung —, falls a, +0 ist; sie be- 
1 
schreibt also einen Punkt der Zahlen- 
geraden. Ist a,=0, dann hat diese 
Gleichung keine Lösung, wenn c#+0 
ist, oder die Lösungsmenge R, wenn 
c=0 ist. 
2) n=2: Die Lösungsmenge von aıXı 
+43X, =c ist eine T Gerade im kartesi- 
schen Koordinatensystem, falls die 
Koeffizienten a,,a, nicht beide den 
Wert 0 haben. 
3) n=3: Die Lösungsmenge von a,Xı 
+43X3+Q3X3=c ist eine TEbene im 
kartesischen Koordinatensystem, falls 
die Koeffizienten a,,a>,az nicht alle 
den Wert O haben. 


lineares Gleichungssystem 


Für beliebiges n beschreibt die Lö- 
sungsmenge der linearen Gleichung ei- 
ne Hyperebene in R", falls die K.oeffi- 
zienten dı,4a,...,d, nicht alle den 
Wert O0 haben. Eine Hyperebene im 
R? ist also eine Gerade, eine Hyper- 
ebene im IR? ist eine Ebene. 

lineares Gleichungssystem. Unter ei- 
nem System von m linearen Gleichun- 
gen mit n Variablen (Unbestimmten) 
über R (kurz (m,n)-System genannt) 
versteht man die Aussageform 


A1ııXı tdı12X2+ ter 
NAd31ıXıtQ22X2+ tn Kn=br 


.. .. 1. 0 ee 


AAmıXı +Am2%X2+ + Ann Ps 


wobei die TKoeffizienten a,;,;, und b; 
(i=1,..,Mm; j=1,..,n) reelle Zahlen 
sind. Es ist üblich, die Junktoren A 
wegzulassen (Tformale Logik, 1 Glei- 
chungssystem). Man kann allgemeiner 
lineare Gleichungssysteme über einem 
beliebigen Körper K betrachten; im 
folgenden wird der Fall K=R be- 
trachtet. Ist b;=0 für i=1,...,m, dann 
heißt das Gleichungssystem homogen, 
andernfalls inhomogen. 

Mit Hilfe der Koeffizientenmatrix 
(1 Matrix) 


dyı Aı2...-Aın 


dzı A22...Azun 


A= 


Amı Am2:- Ann 


und der Vektoren 


x b, 
X2 - b> 

x=| . JER", b=|  JeR” 
An Du 


kann man das Gleichungssystem in 
der Form 


AX=b 


schreiben. 
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Das homogene Gleichungssystem 
AX=0 


besitzt stets Lösungen, z.B. den Null- 
vektor aus R”. Die Lösungen bilden 
einen Vektorraum (Unterraum von 
IR”), und zwar ist dies der Kern der 
Tlinearen Abbildung von R”" in R”, 
welche von der Matrix A vermittelt 
wird. Die TDimension des Lösungs- 
raums ist n—Rang A, wobei Rang A 
die Maximalzahl linear unabhängiger 
Spaltenvektoren oder linear unabhän- 
giger Zeilenvektoren der Matrix A 
1st. 

Um die Lösbarkeit des inhomogenen 
Systems AX=b zu untersuchen, bildet 
man die erweiterte Koeffizientenmatrix 
A., indem man als (n+1)-te Spalte 
den Vektor b hinzufügt. Dann gilt: 
Das _inhomogene Gleichungssystem 
AX=b ist genau dann lösbar, wenn 
der Rang der erweiterten Koeffizien- 
tenmatrix A, gleich dem Rang der 
Koeffizientenmatrix A ist. Im Falle 
der Lösbarkeit ist ein lineares Glei- 
chungssystem genau dann eindeutig 
lösbar, d.h. es existiert genau eine Lö- 
sung, wenn der Rang der Koeffizien- 
tenmatrix A gleich der Anzahl n der 
Variablen ist. 

Die Differenz zweier verschiedener 
Lösungen von AX=b ist eine Lösung 
des homogenen Systems AX=0: 


Al= b, Al=b > A -V)=0. 


Ist Xo eine spezielle Lösung von 
AX=b und heine beliebige Lösung des 
homogenen Systems AX=o, dann ist 
auch Koth eine Lösung von AX= b: 


Ako+h)=AXo+Ah=b+0=b. 


Es gilt also: Ist H der Lösungsraum 
von AX=0 und ferner X Xo eine speziel- 
le Lösung von AX= b, dann ist 


Xo+hlheH) 
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die Lösungsmenge von AX=b. Eine 
solche Vektormenge nennt man eine 
lineare Mannigfaltigkeit; Beispiele da- 
für sind die Vektormengen, die zur 
Beschreibung von tGeraden und 
T Ebenen dienen. 

Die Lösungsmenge eines linearen 
Gleichungssystems ändert sich nicht, 
wenn man eine Gleichung mit einer 
von O verschiedenen Zahl multipli- 
ziert, wenn man zwei Gleichungen 
miteinander vertauscht und wenn man 
zwei Gleichungen zueinander addiert. 
Auf dieser Eigenschaft beruht das fol- 
gende Lösungsverfahren für lineare 
Gleichungssysteme (Gauß-Algorithmus, 
nach C.F. Gauß, 1777-1855): 

(1) Durch eventuelle Umbezeichnung 
der Variablen erreiche man, daß 
Nullspalten der Koeffizientenmatrix A 
(alle Koeffizienten in einer solchen 
Spalte sind 0), sofern solche auftreten, 
am Ende von A stehen. 

(2) Durch geeignete Vertauschung von 
Gleichungen erreiche man, daß 
a}ı#0, sofern dies nicht schon der 
Fall war. 

(3) Man addiere geeignete Vielfache 
der ersten Gleichung zur zweiten, drit- 
ten, ..., m-ten Gleichung, so daß 
die Koeffizienten a;;ı zu 0 werden 
(i=2, ...,m). 

(4) Man verfahre entsprechend mit 
dem Gleichungssystem, welches durch 
Weglassen der ersten Gleichung und 
der ersten Spalte des in (3) erhaltenen 
Systems entsteht. 

(5) Das Gleichungssystem erhält dann 
schließlich Staffelgestalt und läßt sich 
leicht lösen: 


AyıXı +Q12X2 +a13X3 +... + An Xn=bı 
A22X2+423X3 +... +21 Xn=ba 
A33X3 +... +43 12m =ba 

usw. Die folgenden Beispiele zeigen, 


welche verschiedenen Fälle auftreten 
können. Die Umformungen des Glei- 


lineares Gleichungssystem 


chungssystems sind einfachheitshalber 
immer anhand der erweiterten Koeffi- 
zientenmatrix dargestellt. 

Beispiel 1: Gleichungssystem: 


Xı+2%X2-2%3+ = 0 


X2 — %4 > 2 
2x1 +3X2 -3X3 +J3x4 = —3 
—Xı+ X +4x3 = 4 


Erweiterte Koeffizientenmatrix: 


1 2-2 10 

010-1 2 

2 3-3 5-3 

-1 1049094 
Addition der ersten Gleichung zur 
vierten Gleichung und Addition des 


(—-2)fachen der ersten Gleichung zur 
dritten: 


I 2-2 I 
01 0-1 2 
0-1 1 3-3 


3 2 1 4 


Addition der zweiten Gleichung zur 
dritten Gleichung und des (—3)fachen 
der zweiten Gleichung zur vierten: 


I 2-2 10 
010-1 2 
00 1 2 —1 
00 2 4-2 


Addition des (—2)fachen der dritten 
Gleichung zur vierten Gleichung: 

I 2-2 1 0 

0 10-1 2 

001 2 -I| 
00009 0 


Gleichungssystem in Staffelgestalt: 
Xı+2X2 —-2X3+ X 0 


X2 = % > 2. 


lineares Gleichungssystem 
Lösung: 


x4=1 (/ER, freier Parameter) 
X3=— 1-24 


%=2+4 
x =—-2(2+4)+2(-1-24)-4 
= -6-74 
Lösungsmenge: 
-6 —7 
= 2 | 
x= | +4 2 (AER); 
0 | 


dies ist eine eindimensionale lineare 
Mannigfaltigkeit. 
Beispiel 2: Gleichungssystem: 
— X], +2x,—-2x3+xX4=5 
2X3+ X3+x4=4 
—Xı+ X%2—-2X3+x4=4 
x, —3X3+x4=4 


Geeignete Umformungen der erweiter- 
ten Koeffizientenmatrix liefern 


-1 2-2 1 e) 
02 171 4 
0.090 ii 1 2 
00071 3 


woraus die (einzige) Lösung 


Xı 2 
X l 
X Ze 
xXa 3 


zu berechnen ist. 

Beispiel 3: Ein System mit drei Glei- 
chungen und drei Variablen ((3, 3)- 
System) haben die erweiterte K.oeffi- 
zientenmatrix 


2 35 | 
105 3 
46 10 7 
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Diese läßt sich umformen zu 


235 | 
105 31. 
000 5 
In der letzten Zeile des umgeformten 
Gleichungssystems steht die falsche 
Aussage 0=5. Dies bedeutet, daß das 
Gleichungssystem keine Lösung be- 
sitzt. 
Beispiel 4: Ein (3, 4)-System (drei Glei- 
chungen, vier Variable) haben die er- 
weiterte Koeffizientenmatrix 
12 023 [4 5 
-I1 1 1-1 | 
0.3 4 3 6 


Diese läßt sich umformen zu 


I 2 3 4 5 
0: 4 3 6]. 
0000 0 


Die Lösungen lauten: 
x3=), xXy=u (A,ueR) 
%,=3(6-41-30)=2-3I-u 
x, =5-2(2-3I1-W)-34-4u 


=1-34-2u, 
also 
1 4 —2 
x= . +4 3 +4 = 
0 | 0 
0 0 | 
(),ueR). 


Die Lösungsmenge ist eine zweidi- 
mensionale lineare Mannigfaltigkeit. 
Beispiel 5: Das (4,3)-System mit der 
erweiterten Koeffizientenmatrix 


1071 2 
0 1 1 4 
i1 0 5 
ı 1 1 0 
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besitzt keine Lösung, denn die Matrix 
läßt sich umformen zu 


10 14 2 

0 ı 1 4 

0 .°090-2 -I 

00090 -1 
und die letzte Zeile dieser Matrix 
beinhaltet die falsche Aussage 
0=-11. 


Es gibt stets verschiedene Möglichkei- 
ten, ein Gleichungssystem in Staffelge- 
stalt zu bringen. In praktischen An- 
wendungen treten als Koeffizienten 
häufig sehr große, sehr kleine oder 
größenordnungsmäßig sehr verschie- 
dene Koeffizienten auf; hier ist es rat- 
sam, Divisionen durch sehr kleine 
Zahlen zu vermeiden, da sich dabei 
Rundungsfehler unangenehm bemerk- 
bar machen können (TKonditions- 
problem). 

Für (n,n)-Systeme, welche eindeutig 
lösbar sind, kann man zur Bestim- 
mung der Lösung ?Determinanten 
verwenden (TCramersche Regel). Für 
praktische Rechnungen ist dies aber 
nicht zu empfehlen, da die Berech- 
nung von Determinanten in der Regel 
sehr mühsam ist. 

lineare Transformation: |) Synomym 
für Tlineare Abbildung. 

2) Synonym für affine Abbildung 
(t Koordinatentransformation). 

3) Bezeichnung für eine ?Tkonforme 
Abbildung der Gestalt 


az+b 
HH 
cz+d 





(a,b,c,deC, ad—bc=+0). 
Linearkombination: Als Linearkombi- 
nation der !Vektoren V},U,,... eines 
tVektorraums V bezeichnet man jede 
Summe 


Ad tra +... 


Linearkombination 


mit A1,42,...eR. Die Menge aller Li- 
nearkombinationen von V,,U},... ist 
das TErzeugnis dieser Vektoren und 
wird mit <T},,05,...> bezeichnet. Beim 
Lösen des tlinearen Gleichungs- 
systems 


ArıXı td12X2 +... ann =bı 


A31Xı +432X2 + +2 &n=br 


Amı*ı +Am2X2+ st 


geht es um die Frage, in welcher Wei- 
se der Vektor 


b; 
b; 


Dun 


als Linearkombination der Vektoren 


daıı dı2 Aın 


d>ı d22 Azn 


Ami Am2 Amn 


geschrieben werden kann. Besitzt ein 
Vektor U verschiedene Darstellungen 
als Linearkombination der Vektoren 
V1,02,..., dann sind die Vektoren 
v,05,... linear abhängig. Gibt es aber 
höchstens eine solche Darstellung, 
dann sind sie Tlinear unabhängig. 
Gibt es für jeden Vektor U genau eine 
Darstellung als Linearkombination 
von V},0>,..., dann bilden diese Vek- 
toren eine !Basıs von V. 

Beispiele: 1) Sind in der Ebene zwei 
linear unabhängige Verschiebungen U 
und v gegeben, dann kann man jede 
weitere Verschiebung auf genau eine 
Weise als Linearkombination von U 
und v darstellen (Abb. 1). 

2) Bei der Taylor-Entwicklung (1 Tay- 
lor-Reihe) einer Funktion f geht es 
darum, sie in einem geeigneten Inter- 


linear unabhängig 


vall mit dem Mittelpunkt x, als Line- 
arkombination der Funktionen 


1,x—X0, (X X0), (X —Xo)°, ... 


darzustellen. 
3) Bei der Fourier-Entwicklung (? Fou- 
rier-Reihe) einer Funktion f geht 
es darum, diese in einem geeigneten 
Intervall als Linearkombination der 
Funktionen 


l,sinx,cosx,sin2x,cos2x, 
sin 3x,coS3x, ... 


darzustellen. 





Abb. 1: Linearkombination von u und Ü 


linear unabhängig: Eine endliche 
Menge von ?TVektoren {V,,05,...,0,} 
aus einem t Vektorraum V heißt linear 
unabhängig, wenn sich der Nullvektor 
deV nur in der Form 


o=00, +00, +...+00, 


als tLinearkombination von D,, Dr, 
...,ö, darstellen läßt (triviale Linear- 
kombination des Nullvektors). Dies 
bedeutet: Aus 


Aıdı +40, + .. +4 =0 
folgt 
Ah=kh= A, 


Man sagt dann auch kurz, die Vekto- 
ren (statt „die Menge der Vekto- 
ren ....“) D,,02,...,v, sind linear unab- 
hängig. Vektoren, die nicht linear un- 
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abhängig sind, heißen linear abhängig. 


Genau dann sind die Vektoren 
V1,02,...,0„ linear abhängig, wenn 


reelle Zahlen A,,A2,...,i, existieren, 
welche nicht alle 0 sind, so daß 


Audı +A2la+ ..+4,,=0 


gilt. 

Eine unendliche Menge von Vektoren 
eines Vektorraums heißt linear abhän- 
gig, wenn dies für jede endliche Teil- 
menge dieser Menge gilt. 

Durch Telementare Umformungen än- 
dert sich nicht die Eigenschaft einer 
Menge von Vektoren, linear abhängig 
oder linear unabhängig zu sein. Sind 
A,B Teilmengen eines Vektorraums V 
mit A<B, dann gilt: Ist A linear ab- 
hängig, dann ist auch B linear abhän- 
gig; ist B linear unabhängig, dann ist 
auch A linear unabhängig. 

Genau dann sind in der Linearkombi- 
nation 


vVerhıltı tAolrt... 


die Koeffizienten A,,Aa,... eindeutig 
bestimmt, wenn {V},D,,...} linear un- 
abhängig ist, aber die Vektormenge 
{2,0,,05,...} linear abhängig ist 
(1 Basis). 

Beispiele: 1) Im Vektorraum R” gibt 
es n linear unabhängige Vektoren, z.B. 


| 0 0 0 
0 | 0 0 
0 ol 1.101 
0 0 0 | 


aber je n+1 Vektoren sind linear ab- 
hängig. Wählt man als Spaltenvekto- 
ren einer TMatrix A die Vektoren 
v,02,...,ükeR", dann sind diese Vek- 
toren genau dann linear unabhängig, 
wenn das homogene tlineare Glei- 
chungssystem AX=0 nur die Nullö- 
sung (triviale Lösung) besitzt; dies ist 
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genau dann der Fall, wenn der Rang 
von A gleich k und k<n ist. 

2) Im Vektorraum der beliebig oft 
über dem Intervall ]—-1,1[. differen- 
zierbaren Funktionen ist 


LED, 


linear unabhängig; dann gilt für die 
Nullfunktion 


n(x)=Ao+Aıxti2X? +... + Ach, 
dann gilt 

Ao=0 wegen n(0)=0, 

/,=0 wegen n'(0)=0, 

A2=0 wegen n"(0)=0 


’ 


A,=0 wegen n®(0)=0 


(thöhere Ableitungen). 
Lipschitz-Bedingung (nach R. Lip- 
schitz, 1832-1903): Es sei f eine Funk- 
tion von zwei reellen Variablen und 
M eine Teilmenge der Definitions- 
menge von f. Man sagt, f erfüllt auf 
M eine Lipschitz-Bedingung, wenn ei- 
ne nur von M abhängige Konstante 
L>O (Lipschitz-Konstante) existiert, so 
daß 


f&y)-f&,y2)lsLiyı-y2l 


für alle (x, yı), (X, y2)eM gilt. 

Eine Funktion f: [a,b]J>R heißt Lip- 
schitz-stetig auf dem Intervall [a,b], 
wenn eine Konstante L existiert mit 


&)-f&B)lsLixı—x2| 


für alle x\,xzel[a,b]. 

Eine auf [a,b] Lipschitz-stetige Funk- 
tion ist auf [a,b] auch stetig (1 Stetig- 
keit), die Umkehrung gilt aber nicht: 
Die Funktion xt>yx ist auf [0,1] 
stetig, nicht aber Lipschitz-stetig. 
Analog zur Lipschitz-Stetigkeit kann 
man die Lipschitz-Differenzierbarkeit 
als Spezialisierung der üblichen Diffe- 
renzierbarkeit (T Ableitung) definieren: 


logarithmische Spirale 


Eine Funktion f: [a,b]>R heißt Lip- 
schitz-differenzierbar auf [a,b], wenn 
eine Konstante K und für jedes 
x,ela,b] eine Zahl m(x,) existieren 
mit 


Fa) -f& 2) -mı)aı -Xo)| 


sK(xı —-x)”. 


Eine Verallgemeinerung der Lipschitz- 
Stetigkeit ist die «-Lipschitz-Stetigkeit, 
wobei «& eine reelle Zahl zwischen O 
und 1 ist. Hier fordert man die Exi- 
stenz einer Konstanten L derart, daß 
Fa)-f@2)IsLixı-x2l* 
für alle x,,xzel[a,b] gilt. Die Funktion 
x>yx ist auf [0,1] 4-Lipschitz- 
stetig. 
logarithmische Gleichung: Eine Glei- 
chung, bei welcher die Variable in 
Verbindung mit der TLogarithmus- 
funktion auftritt. Ist diese Gleichung 
nicht mit Hilfe der Exponentialfunk- 
tion in eine Talgebraische Gleichung 
zu verwandeln, dann kann man sie 
nur mit Hilfe von Näherungsverfahren 
lösen (T Näherungsverfahren zum Lö- 
sen von Gleichungen). 
logarithmische Spirale: Kurve, deren 
Gleichung in ?t Polarkoordinaten 


(a>0) 


r=u? 


lautet. Für den Winkel « zwischen 
Ortsvektor und Tangentialvektor gilt 


SEO. 
Ina 
dieser Winkel ist also für alle Punkte 
der Kurve gleich. Abbildung 1 zeigt 
eine logarithmische Spirale mit 
a=1,2. Der Winkel «& beträgt hier 
79,67°. Die Bogenlänge zwischen den 
Punkten mit den Radien r, und n 
beträgt 
nern 


cosa 





Logarithmus 


Für den Krümmungsradius (? Krüm- 
mung) gilt 





Abb. 1: Logarithmische Spirale 


Logarithmus: Für positive Zahlen a 
und b mit b+1 heißt die Lösung der 
Gleichung b*=a der Logarithmus von 
a zur Basis b; er wird mit log,a oder 
‚loga bezeichnet. Der Logarithmus 
von a zur Basis b ist also diejenige 
Zahl, mit der man b potenzieren muß, 
um a zu erhalten: 


eng, 


Beispiele: 
1) log,8=3, denn 2°=8,. 
2) logıo 100000 =5, 
denn 10° = 100000. 
3) logı0 273 = 2,43616 (auf 5 Stellen ge- 
nau), denn 10?.*?°16 - 273,00. 
4) log, 0,38 = —0,49724 (auf 5 Stellen 
genau), denn 7 9*9724* 0,3800. 
Der Logarithmus von 1 ist für jede 
Basis 0, denn vereinbarungsgemäß ist 
b°=1 für jede Zahl b>0. Ferner gilt 
log,b=1 für jede Zahl b>0, denn 
b!=b, 
Grundlage für das Rechnen mit Log- 
arithmen sind folgende Regeln, die aus 
den entsprechenden Regeln für 1 Po- 
tenzen gefolgert werden können: 
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log,(x-y)=log,x+log,y; (1) 
X 

log, Fi log,x -log,y; (2) 

log,x’= ylog,x. (3) 


Regel (3) gilt auch, wenn y eine nega- 
tive Zahl ist oder den Wert O hat. Für 


1 
y=- (neN) erhält man aus (3) eine 
n 


Regel für das Wurzelziehen (? Wur- 
zel): 


1 
log, x =-10g,x. (4) 
n 
Dies folgt auch sofort aus 


n 10g,/ x = log,(/ x)" =log,x. 


Aufgrund dieser Regeln wird beim log- 
arithmischen Rechnen 


das Multiplizieren 

auf das Addieren, 

das Dividieren 

auf das Subtrahieren, 
das Potenzieren 

auf das Multiplizieren, 
das Wurzelziehen 

auf das Dividieren 


zurückgeführt. 

In Wissenschaft und Technik wird als 
Basis oft die tEulersche Zahl e 
(*2,718) verwendet. Die zugehörigen 
Logarithmen heißen natürliche Log- 
arithmen. Statt log.x schreibt man 
dann Inx (Logarithmus naturalis von x). 
In der tInformatik spielt der Log- 
arithmus zur Basis 2 eine Rolle. Statt 
logzx schreibt man hier Idx (Log- 
arithmus dualis von x). 

Die Logarithmen zur Basis 10 sind 
besonders wichtig. Man nennt sie 
gewöhnliche Logarithmen, Briggssche 
Logarithmen (nach H. Briggs, 1561 bis 
1630), dekadische Logarithmen oder ein- 
fach Zehnerlogarithmen. Statt log,.x 
schreibt man kürzer Igx. Es ist grund- 
sätzlich ausreichend, die Zehnerlog- 
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arithmen zu kennen, denn jeder Log- 
arithmus läßt sich durch einen Zehner- 
logarithmus ausdrücken: 


lgx 
lgb 
Es gilt nämlich 
10!8x — x — plogvx 


en ( 1 olebylogux 


— 10!gb’logox 





log,x = 


Die Zehnerlogarithmen von Zehner- 
potenzen sind besonders einfach 
(lgl0"=n für jede beliebige Zahl n, 
insbesondere also für ganze Zahlen n). 
Beim Rechnen mit Zehnerlogarithmen 
pflegt man daher jede positive Zahl x 
in der Form 


x=a-10? 
(z ganze Zahl, 1<a<10) 
zu schreiben. Beispielsweise ist 


47035 =4,7035 - 10*, 
0,00015= 1,510” *. 


Aufgrund der Regel (1) ist dann 
lgx=z+lga, 


wobei O<lga<1. Man nennt dann z 
die Kennziffer und Iga die Mantisse 
von logx. Die Mantissen kann man 
aus einer Logarithmentafel entnehmen. 
In Abbildung I ist ein Ausschnitt aus 
einer vierstelligen Logarithmentafel 
angegeben. Die Mantissen sind auf 
vier Stellen gerundet. Der „Eingang“ 
ist vierstellig, d.h. man kann die Log- 
arıthmen von Zahlen der Form 
N,,Nanzny ablesen. 

Beispiele: 


5) 1082,194=0,3412. 
6) 108237,2=2+18g2,372= 2,3751. 
7) 180,000225= —4+10g2,25 

= -4+0,3522 

= — 3,6478. 


Logarithmus 


x 01234 56789 


200 3010 12 15 17 19 21 23 25 28 30 


201 32 34 36 38 41 43 45 47 49 51 
202 54 56 58 60 62 64 66 69 71 73 
203 75 77 79 81 84 86 88 90 92 94 
204 96 98 01 03 05 07 09 11 13 15 


205 3118 20 22 24 26 28 30 32 34 37 
206 39 41 43 45 47 49 51 53 56 58 
207 60 62 64 66 68 70 72 74 76 79 
208 81 83 85 87 89 91 93 95 97 99 
209 3201 04 06 08 10 12 14 16 18 20 


210 22 24 26 28 30 33 35 37 39 41 
21l 4345 47 49 51 53 55 57 59 61 
212 63 65 67 69 72 74 76 78 80 82 
213 84 86 88 90 92 94 96 98 00 02 
214 3304 06 08 10 12 14 16 18 20 22 


215 24 26 28 30 32 34 36 39 41 43 
216 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 
217 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 
218 85 87 89 91 93 95 97 98 00 02 
219 3404 06 08 10 12 14 16 18 20 22 


220 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 
221 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 
222 64 65 67 69 71 73 75 77 79 81 
223 83 85 87 89 91 93 95 97 99 01 
224 3502 04 06 08 10 12 14 16 18 20 


225 22 24 26 28 30 31 33 35 37 39 
226 4143 45 47 49 51 53 55 56 58 
227 60 62 64 66 68 70 72 74 76 77 
228 79 81 83 85 87 89 91 93 95 96 
229 98 00 02 04 06 08 10 12 14 15 


230 3617 19 21 23 25 27 29 30 32 34 
231 36 38 40 42 44 46 47 49 51 53 
232 55 57 59 60 62 64 66 68 70 72 
233 74 75 77 79 81 83 85 87 88 90 
234 92 94 96 98 00 01 03 05 07 09 


235 3711 13 14 16 18 20 22 24 25 27 
236 29 31 33 35 36 38 40 42 44 46 
237 47 49 51 53 55 57 58 60 62 64 
238 66 68 69 71 73 75 77 79 80 82 
239 84 86 88 89 91 93 95 97 98 00 


x 01234 


56789 


Abb. 1: Ausschnitt aus einer vierstelligen 
Logarithmentafel 


Logarithmus 


8) Es soll das Produkt 47,25-0,2341 
berechnet werden. Im folgenden ist ei- 
ne vierstellige Tafel benutzt worden: 


lgx (Logarithmus) 


1,6744 N 
0,2341 0,3694 — 1 


11,06 1,0438 


Beim Aufsuchen des Wertes x mit 
lgx=1,0438 muß man in der Logarith- 
mentafel die Ziffernfolge 0438 (Man- 
tisse) suchen und den zugehörigen 
Eingang (Numerus) feststellen. Ist die 
Ziffernfolge nicht in der Tafel enthal- 
ten, so benutzt man benachbarte Zif- 
fernfolgen. 

9) Es soll die Zahl 


| /4,56- 212,5 -0,002 
0,00255 


berechnet werden: 


lgx (Logarithmus) 


>» 0,6590 
I+ 


47,25 


» 2,3273 
0,3010 — 3 


a 
0,00255 0,4065 — 3 
9,126 «——t- 0,9603 + 


Es ergibt sich also 9,126. 
Möchte man auch die Logarithmen zu 





fünfstelligen Ziffernfolgen, also zu 
Zahlen der Form n,, nınz3n4ns able- 
sen, dann muß man interpolieren 
(tInterpolation). Auch die Logarith- 
men der Funktionswerte der trigono- 
metrischen Funktionen liegen tabel- 
liert vor. Abbildung 2 zeigt einen Aus- 
schnitt aus einer solchen Tafel. 
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Igsinp Igtanp Igcotp Igcosp 
9.1943 9.1997 10.8003 9.9946° 


10.7978  9.9946° 
10.7954 9.9945° 
10.7930 9.9944° 
10.7906 9.9944° 


10.7882  9.9943° 
10.7858  9.9943° 
10.7834  9.9942° 
10.7811 9.9941° 
10.7787  9.9941° 


10.7764 9.9940° 
10.7741  9.9939° 
10.7718  9.9939° 
10.7695 9.9938° 
10.7672 9.9937° 


10.7649 9.9937° 
10.7626 9.9936° 
10.7604  9.9936° 


1 9,1967 9.2022 
1 9.1991 9.2046 
"| 9.2015 9.2070 
'1 9.2038 9.2094 






















'1 9.2061 9.2118 
'1 9.2085 9.2142 
'1 9.2108 9.2166 
"1 9.2131 9.2189 
'1 9.2153 9.2213 


"1 9.2176 9.2236 
'1 9.2199 9.2259 
"1 9.2221 9.2282 
"1 9.2243 9.2305 
'1 9.2266 9.2328 


'1 9.2288 9.2351 
'1 9.2310 9.2374 
'1 9.2332 9.2396 
'1 9.2353 9.2419 10.7581 9.9935° 
'1 9.2375 9.2441 10.7559 9.9934° 


9.2397 9.2463 10.7537 9.9934° 


lgcosp Igcotp Igtanp Igsinp 




























Abb. 2: Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen (Ausschnitt) 


Beispiele: 

10) Igsin 9,1°=9,1991 — 10. 

11) Igtan 9°51’=9,2396 — 10. 

12) Igcot 80°15’=9,2351 — 10. 

Seit Verbreitung der elektronischen 
Taschenrechner ist das logarithmische 
Rechnen nur noch von geringer Be- 
deutung. 

Die TLogarithmusfunktion zur Basis b 
ist die TUmkehrfunktion der tEx- 
ponentialfunktion zur Basis b. Dabei 
handelt es sich um eine reelle Expo- 
nentialfunktion. Die komplexe Expo- 
nentialfunktion (Tkomplexe Zahlen, 
T Funktionentheorie) ze? ist nicht in 
der ganzen Gaußschen Zahlenebene 
umkehrbar, so daß der Logarithmus 
komplexer Zahlen nicht eindeutig de- 
finiert ist. 
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Logarithmusfunktion: Die 1 Umkehr- 
funktion der tExponentialfunktion 
zur Basis b heißt Logarithmusfunktion 
zur Basis b; man bezeichnet sie mit 
‚log oder log, (tLogarithmus). Dabei 
ist b eine positive reelle Zahl mit 
b#+1. Die Definitionsmenge von log, 
ist die Menge der positiven reellen 
Zahlen. 

Logarithmusfunktionen mit verschie- 
denen Basen unterscheiden sich nur 
durch einen konstanten Faktor, denn 
für a,b>0 gilt 


log, x=log, a-log.x. 


Die wichtigsten Logarithmusfunktio- 
nen sind 


lg=log,. (Zehnerlogarithmus), 

In=log, (natürlicher Logarith- 
mus, Logarithmus 
naturalis; e 1 Eulersche 
Zahl), 

Id=log,  (Logarithmus dualis). 


Die Graphen dieser Logarithmusfunk- 
tionen und ihrer Umkehrfunktionen 
(Exponentialfunktionen) sind in Ab- 
bildung 1 dargestellt. 


ya 
y-z 


J y=10* 





Abb. 1: Logarithmusfunktionen und 
Exponentialfunktionen 


Wegen 


log, x =log, - -logı x = —logı x 
b % 5 


Logarithmusfunktion 


genügt es, Logarithmusfunktionen mit 
Basen b>1 zu betrachten. 

Die Exponentialfunktion x+>e* stimmt 
mit ihrer Ableitungsfunktion überein. 
Nach der Regel für die Differentia- 
tion der ?TUmkehrfunktion ergibt 
sich 





(Inx)=-——=-. 
e x 


Für die Logarithmusfunktion zur Ba- 
sis b ist also 


1 
(‚logx) = ,loge-—. 
x 


l 
Die Beziehung (In x) =— legt es nahe, 
x 


die natürliche Logarithmusfunktion 
mit Hilfe des Integrals zu definieren: 


| 
Inx:=|-dt 
it 


(Abb. 2). 










Attz., 


Ss 


Abb. 2: Natürliche Logarithmusfunktion 


Eine Stammfunktion von In gewinnt 

man mit Hilfe partieller Integration: 
[Inxdx=xInx-[x 5 dx, 

also 
(Inxdx=xInx—x+const. 

Die tTaylor-Reihe der Funktion 
x>In(l+x) 


an der Stelle O lautet 


Lösungsmenge 
In n(1+x) = Lc 1 ae _ 
Be‘ n 
also 
2 x? x* 
In(i =X-—<-+—-—+-.. 
n(l+x)=x 7 + 3 e* 


für -1<x<si1. Speziell an der Stelle 1 
ergibt sich 


In2=1-3+4-4+-... 


Ersetzt man in obiger Entwicklung x 
durch -x, dann ergibt sich für 
-1sx<!: 


ke 


Damit lassen sich alle Werte der Log- 
arithmusfunktion für Argumente > 
als Reihe schreiben. 

Die ,‚Logarithmusfunktion wächst 
schwächer als jede Potenzfunktion mit 


positivem Exponent, d.h. 





In 
lim ——0 
oo X” 
für jedes «>0. Dies erkennt man mit 
Hilfe der t L’Hospitalschen Regeln: 





1 
. Inx x 
lim — = lim — 
x-o X x>o AX 
j 1 
= lim —=(. 
x>00 AX 


Ordnet man jeder von Null verschie- 
denen tkomplexen Zahl z die Menge 
der komplexen Zahlen 


Kz)={ln|z|+ifargz+2kn)|keZ} 


zu, so stellt man fest, daß für jedes 
wel(z) die Gleichung e”=z gilt. Hier- 
auf gründet sich die Definition der 
komplexen Logarithmusfunktion: Ist 
zeC\{0}, so heißt w ein Logarithmus 
von z, falls e*=z gilt. Man bezeichnet 
jeden Logarithmus von z mit Inz. 
Nun gilt w=Inz genau dann, wenn 
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wel(z). Diese Tatsache wird symbo- 
lisch durch 


Inz=In|z|+ifargz+2kn) (keZ) 


ausgedrück, und man sagt, die 
„Funktion“ zolnz ist eine (unend- 
lich) mehrdeutige Funktion. Es gibt 
aber zu jeder komplexen Zahl z mit 
z+0 genau einen Logarithmus, der 
der Nebenbedingung  n<ImInzsn 
genügt. Dieser wohlbestimmte Wert 
wird Hauptwert des Logarithmus der 
komplexen Zahl z+0 genannt und 
mit In*z bezeichnet. Auf E\{0} wird 
somit durch z1In*z eine Funktion 
der komplexen Veränderlichen z defi- 
niert, die man als Hauptzweig des Lo- 
garithmus bezeichnet. 

Beispiele: 


In*(-1)=ri, 
In*(-i)= — ni. 


In*i=$ri, 


Lösungsmenge: Ist A(x) eine Aussa- 
geform über der Grundmenge G, und 
ist A(g) wahr für ein geG, so heißt g 
eine Lösung von A(x). Die Menge al- 
ler Lösungen von 4A(x) heißt die 
Lösungsmenge von A(x). Man benutzt 


hierfür verschiedene Schreibweisen, 
z.B. 

{xeG|A(x)}, {x|xeGrA(x)}, 
{x|A@)}e- 


In der Tanalytischen Geometrie be- 
schreibt man Punktmengen als Lö- 
sungsmengen von ?TGleichungen oder 
t Ungleichungen. 

Lot: Bezeichnung für eine Gerade |, 
die durch einen Punkt P geht und 
Trechtwinklig zu einer Geraden g 
bzw. Ebene % ist. Statt „konstruiere 
die zu g rechtwinklige Gerade durch 
P (P&g)“ sagt man auch (veraltete 
Sprechweise) „fälle das Lot von P auf 
g“. Ebenfalls veraltet ist die Bezeich- 
nung lotrecht für rechtwinklig bzw. 
senkrecht. 
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magische Quadrate: Ein quadrati- 
sches Zahlenschema aus den Zahlen 
1,2, 3, ...,n? heißt ein magisches Qua- 
drat oder ein Zauberquadrat der Ord- 
nung n, wenn die Zahlen in jeder 
Spalte, jeder Zeile und jeder Diagona- 
len die gleiche Summe ergeben. 
Beispiele: 





Das angegebene magische Quadrat 
der Ordnung 3 kannte man schon in 
China um 2500 v.Chr.; die Römer 
nannten es „Saturnsiegel“. Das ange- 
gebene magische Quadrat der Ordnung 
4 findet sich auf Dürers Kupferstich 
„Melencolia I“ (Abb. 1). 


magische Quadrate 





Abb. 1: Albrecht Dürer, „Melencolia I“ 
(1514) 


Die Zeilen-, Spalten- und Diagonalen- 
summen in einem magischen Quadrat 
der Ordnung n („magische Summe“) 
sind 





1+2+3+...+n? n(n’+1) 
n ga 


Fürn=3, 4, 5 ergibt sich der Reihe nach 
15, 34, 65. 

Wenn man ein magisches Quadrat zu- 
sammengestellt hat, dann kann man 
durch TDeckabbildungen, also etwa 
durch Drehen oder Spiegeln des Qua- 
drats andere magische Quadrate glei- 
cher Ordnung bilden. 

Ein magisches Quadrat heißt diabo- 
lisch, wenn auch die Zahlen in allen Ne- 
bendiagonalen die magische Summe 
bilden. 

Diabolische Quadrate existieren jedoch 
nur für n>24. 


Markoff-Kette 


Ein magisches Quadrat ist ein speziel- 
les Zahlenquadrat. Unter einem Zah- 
lenquadrat versteht man nämlich ein 
quadratisches Schema aus beliebigen 
n? Zahlen, bei welchem die Zahlen in 
jeder Zeile, jeder Spalte und jeder 
Diagonalen die gleiche Summe haben. 
Addiert man zwei Zahlenquadrate der 
Ordnung n „stellenweise“ (d.h. im 
Sinne der Addition von ?1 Matrizen), 
dann erhält man wieder ein solches. 
Multipliziert man alle Zahlen in ei- 
nem Zahlenquadrat mit einer festen 
Zahl, dann erhält man ebenfalls wie- 
der ein Zahlenquadrat. Die Zahlen- 
quadrate der Ordnung n bilden also 
ein Vektorraum. 

Der Vektorraum der Zahlenquadrate 
der Ordnung 3 hat die Dimension 3, 
eine Basis ist beispielsweise durch die 
drei folgenden Zahlenquadrate gege- 
ben 


Markoff-Kette (nach A.A. Markoff, 
1856-1922): Eine Markoff-Kette (Mar- 
kow-Kette, Markov-Kette) ist ein ?sto- 
chastischer Prozeß, bei dem die Über- 
gangswahrscheinlichkeiten p;; durch 
die Zustände Z,, Z, eindeutig festge- 
legt sind. In Abbildung 1 ist eine 
Markoff-Kette mit drei Zuständen 
durch einen gerichteten Graph darge- 
stellt. Der Pfeil von Z; nach Z, mit 
der Zahl p3, bedeutet, daß das System 
mit der Wahrscheinlichkeit p;, in den 
Zustand Z, übergeht, wenn es sich im 
Zustand Z3 befindet. 

Die  Übergangswahrscheinlichkeiten 
werden in der Übergangsmatrix zu- 
sammengefaßt. Diese ist eine stochasti- 
sche Matrix, d.h. alle Zeilensummen 
sind 1. Die Übergangsmatrix zu der in 
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Abbildung 1 dargestellten Markoff- 
Kette lautet 
Pıı Pı2 Pı3 
P2aı Pa2 Paz |: 
P3ı Psa2 Ps33 
Pıı P22 
Pı2 





Abb. 1: Markoff-Kette mit drei Zuständen 


Die Anfangsverteilung (Anlaufvektor) 
gibt an, mit welcher Wahrscheinlich- 
keit der Prozeß in den einzelnen Zu- 
ständen startet. Durch die Anfangs- 
verteilung und die Übergangsmatrix 
ist der stochastische Prozeß eindeutig 
beschrieben. 

Ist p,;=1, so heißt der Zustand Z, ab- 
sorbierend; hat der Prozeß nämlich ei- 
nen solchen Zustand erreicht, so kann 
er ihn nicht mehr verlassen. Besitzt 
eine Markoff-Kette absorbierende Zu- 
stände, und ist von jedem Zustand aus 
einer der absorbierenden Zustände er- 
reichbar, so heißt die Markoff-Kette 
absorbierend. 

Beispiel 1: Ein Spieler möchte mit ei- 
nem Anfangskapital von 1 DM mög- 
lichst schnell in den Besitz von 5 DM 
kommen. Er setzt stets so viel, daß er 
dem Ziel im Falle eines Gewinnes 
möglichst nahe kommt. Das Glücks- 
spiel sei fair, d.h. die Gewinnwahr- 
scheinlichkeit sei 50%. Abbildung 2 
zeigt das Diagramm zu diesem Spiel. 
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Die Schleifen an den absorbierenden 
Zuständen sind weggelassen; die 
Übergangswahrscheinlichkeiten „im In- 
nern“ sind jeweils 3. 


absorbierender 
Zustand 
„Ziel erreicht“) 


absorbierender 
Zustand 
(„ruiniert“) 





Abb. 2: Markoff-Kette eines Glücksspiels 


Der Anlaufvektor ist 


0 

l 

0 

of 

0 

0 

die Übergangsmatrix lautet 

100000 
4030000 
4000390 
043000}4 
00030} 
000001] 


Die Wahrscheinlichkeit, in Zustand Ö) 
absorbiert zu werden, ist 
p=(2"?+27%)+(27"+27°) 
+(2-1142-12)+... 


_3,3 3 1 
16 


TEE Jake Ei 


Für jedes neN gibt es genau einen 
Weg der Länge n von (D zu einem 
absorbierenden Zustand. Seine Wahr- 


1 
scheinlichkeit ist zw also beträgt die 


Markoff-Kette 


mittlere Spieldauer (1 Erwartungswert 
der Weglänge zu einem absorbieren- 
den Zustand) 


0] 


n 


an 
n=1 e- 


2, 


Beispiel 2: Das Crap-Spiel ist ein in 
angelsächsischen Ländern beliebtes 
Würfelspiel. Die Spielregeln lauten: 
Man würfle mit zwei Würfeln und 
bestimme die Augensumme S,. 

Bei Se{7, 11} hat man gewonnen; 

bei Se{2, 3, 12} hat man verloren; 

bei Se{4, 5, 6, 8,9, 10} wiederhole man 
den Doppelwurf so lange, bis die Au- 
gensumme S wieder erscheint (dann 
hat man gewonnen) oder bis die Au- 
gensumme 7 erscheint (dann hat man 
verloren). Es handelt sich also um eine 
Markoff-Kette mit zwei absorbieren- 
den Zuständen. Es sei 


Zı: Gewinn; 


Zs: 4 oder 10; 
Z3: 5 oder 9; 
Zu: 6 oder 8; 
Zs: Verlust. 


Die Anfangsverteilung ist durch (3, &, 


3, 75, $) gegeben. Die Übergangsma- 


trix ist 


100090 
mn 200% 
;s 030% 
„008% 
000901 
Ist 
pP 
300 _ py 
pi) 


ein Anlaufvektor einer Markoff-Kette 
mit n Zuständen Z,,Z»,...,Z,, dann 


Markoff-Kette 


ist nach einem Übergang die Wahr- 
scheinlichkeit des Zustandes Z, 


Pi ’=Ppı;PÜ’+P23P$’ +... +PmyPn"; 


der Zustandsvektor ist dann 
pi 
(1) 
4 P2 
yU- 
pi 


Mit Hilfe der 
tMatrizen kann man dies 
Form 


pV=Pp® 


schreiben, wobei P die transponierte 
Matrix der Übergangsmatrix ist. Bei 
einem weiteren Übergang dient jetzt 
p“'’ als Anlaufvektor, es entsteht 


9 = Pp' —P? pP, 


Multiplikation von 
in der 


Bei k aufeinanderfolgenden Übergän- 
gen ergibt sich der Zustandsvektor 


Ak) _ pk MO 
79 = Pk 50), 


Eine wichtige Frage ist nun, ob der 
Prozeß einer festen Verteilung der Zu- 
stände zustrebt, ob also die Folge 
<P'®) einem „Grenzvektor“ p zustrebt, 
für welchen p=Pp gilt. Dann ist p ein 
Fixvektor von P. Markoff-Ketten, 
die einen Fixvektor besitzen, heißen 
regulär. Genau dann existiert ein Fix- 
vektor, wenn die „Grenzmatrix“ 
G:= lim P* 
ko 

existiert. Es gilt folgender Satz von 
Markoff: Gibt es ein noeN, so daß die 
Elemente von P" für nzny alle positiv 
sind, dann existiert G und besitzt lau- 
ter gleiche Spalten. Die zugehörige 
Grenzmatrix der Potenzenfolge der 
Übergangsmatrizen hat also lauter 
gleiche Zeilen. 

Beispiel 3: Die Genotypen (AA), (Aa), 
(aa) (Zustände 1, 2, 3) werden mit 
dem reinerbigen Typ (AA) gekreuzt. 
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Die Übergangsmatrix ist 


100 
+ # DI: 
010 
der Fixvektor ergibt sich aus 
Pı 1 3 0\ /pı 
p2|=|0 3 | P2 
P3 0 0 0/ \p3 
pı+3Pp2 
=|3p2+Pp3 
0 


wegen pı +p2+p3=1 zu 


Pı | 
P2 | >= 0 . 
P3 0 


Man nähert sich also immer mehr 
dem Genotyp (AA), wenn man die 
Kreuzung ständig wiederholt. 

Die Übergangsmatrix genügt in die- 
sem Beispiel nicht der Bedingung des 
Satzes von Markoff; trotzdem existiert 
ein Fixvektor. 

Beispiel 4 (Ehrenfest-Modell für den 
Diffusionsvorgang bei Gasen, nach 
P. Ehrenfest, 1880-1933, und T. Ehren- 
fest, 1876-1964): Im Bereich A seien 
zunächst 2n Teilchen, in B keines. 
In jeder Sekunde wechselt ein Teil- 
chen von A nach B oder von B nach 
A, falls sich dort ein Teilchen befin- 
det (vgl. Abb. 3). 

Die möglichen Zustände des Systems 
sind durch die Zahl a der Teilchen in 
A gekennzeichnet. Abbildung 4 zeigt 
das Diagramm dieser Markoff-Kette. 
Die mittlere Wiederkehrzeit für den 
Zustand a (also „a Teilchen in A“) ist 


el 


Wenn a in der Nähe von n liegt, ist 
die mittlere Wiederkehrzeit wesentlich 
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Abb. 3: Ehrenfest-Modell 


Markoff-Keitte 


kommt dies nicht vor, da die Wieder- 
kehrzeit für den Zustand O0 zu groß 
ist; bei n=25 ist in unserem Modell 
to=2°° x 10!” Sekunden; das entspricht 
bereits dem Alter des Universums. 
(Man beachte, daß eine makrosko- 
pisch meßbare Gasmenge mehr als die 
oben betrachteten 10 Moleküle be- 
sitzt; bei 2n=10"?® ist in diesem Mo- 
dell to/t, eine Zahl mit einigen Billiar- 
den Stellen im Zehnersystem.) 









an 2n-1 2n—2 2 | 
2n >n 2n 2n >2n 
I 2 2 2n—1 2n 
2n 2n 2n 2n >n 


ENKIENEN 


Tabelle I 


kleiner als für sehr viel kleinere bzw. 
sehr viel größere Werte von a. Für 
n=5 sind die Quotienten t,/t„ in Tabel- 
le 1 angegeben. 

Bei Gasen ist es nach diesem Modell 
theoretisch möglich, daß ein Diffu- 
sionsvorgang sich umkehrt; praktisch 





Der Zustand n (Abb. 5) ist der „wahr- 
scheinlichste“, das System wird sich 
nach einiger Zeit nicht mehr, sehr weit 
von diesem Zustand entfernen. 

Der Begriff der Markoff-Kette wird in 
der Regel etwas allgemeiner gefaßt, 
die hier angegebenen Beispiele sind 


dann endliche homogene Markoff-Ket- 
ten erster Ordnung. 





Abb. 5: Wahrscheinlichster Zustand im 
Ehrenfest-Modell 


Maß: Verallgemeinerung der elemen- 
targeometrischen Begriffe Länge, Flä- 
cheninhalt und Rauminhalt, sowie des 
Begriffs der Wahrscheinlichkeit. 

Es sei 2 eine nichtleere Menge und U 
eine Teilmenge der ?tPotenzmenge 
P(2), also eine Menge von Teilmen- 
gen von Q. Dabei soll U folgende Ei- 
genschaften haben: 


AcU > Q\ AeQU () 
A], Azel => Aı NAz,EeU (2) 
A,, AzeU => AU AzEeN. (3) 


Man nennt W dann einen Mengenkör- 
per. Eine Funktion u: A>R heißt In- 
haltsfunktion oder kurz Inhalt auf U, 
wenn gilt: 


a) u(W)=0, 
u(A)20 füralle Ace; 
b) ist AM Az=ß, dann ist 
u(Aı UVA,)=ulAı)+ ulA2). 


Eigenschaft b) besagt, daß u additiv 
ist. Hat U die Eigenschaft, daß für 
jede Folge A,, Aa, Asa, .... aus W auch 
die Vereinigung ALU Az UAz3UV... zu 
U gehört, dann heißt A ein o-Körper 
(Sigma-Körper) oder eine o-Algebra. 
Gilt in diesem Fall für jede Folge 
A1,A2, As,... paarweise disjunkter 
Mengen aus U 


«(U A) -, ua), 


dann heißt u eine Maßfunktion oder 
kurz ein Maß auf U. Ein Beispiel für 
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eine Maßfunktion ist das Lebesgue- 
Maß (? Integral). 

Ist u(2)=1, dann heißt u ein Wahr- 
scheinlichkeitsmaß auf U; das Tripel 
(2, U, u) heißt ein Wahrscheinlichkeits- 
raum (tAxiome der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung). 

Maßstab: Der Abbildungsmaßstab 1:n 
bei Landkarten (Verkleinerungen) be- 
deutet, daß Icm auf der Karte n cm 
in der Natur entspricht. Der Maßstab 
1:20000000 bedeutet also: 


1 cm = 20000000 cm 
= 200000 m = 200 km. 
Beispiel: Aus der Karte in Abbildung 


l entnimmt man für die Entfernung 
Flensburg-Lindau 4,1 cm. Es gilt: 


4,1 cm =4,1 20000000 cm 
=4,1-200 km 
=820 km. 


Die wahre Entfernung beträgt also 
820 km. 





Abb. 1: Abbildungsmaßstab 1:20000000 


Der Abbildungsmaßstab n:1 bei Ver- 
größerungen (etwa bei mikroskopi- 
schen Aufnahmen) bedeutet, daß n 
mm auf dem Bild 1 mm in der Natur 
bedeutet. 
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Beispiel: Das Pantoffeltierchen in Ab- 
bildung 2 hat im Bild die Länge 
33 mm, in der Natur also 


n 0,04 
zog m ‚04 mm. 





Abb. 2: Abbildungsmaßstab 800: 1 


Maßsysteme. 1TGrößen werden als 
Vielfache einer Einheit gemessen. Sie 
bestehen also aus einer Maßzahl (reel- 
le Zahl) und einer Maßeinheit. 

In der Mechanik benutzt man Grund- 
einheiten für Längen, Massen und 
Zeitabschnitte. Die Einheiten anderer 
Größen (etwa Geschwindigkeiten, 
Kräfte, Beschleunigungen) werden aus 
diesen Einheiten zusammengesetzt. 

a) Das Meter-Kilogramm-Sekunde- 
System (MKS-System), welches heute 
vorwiegend in der Physik benutzt 
wird, hat als Einheiten 

für die Länge: Im (1 Meter), 

für die Masse: 1kg (1 Kilogramm), 
für die Zeit: ls (1 Sekunde). 
Diese Einheiten gehören zum interna- 
tionalen Einheitssystem (Abk. SI-Ein- 
heiten), ihre Verwendung ist im amtli- 
chen Gebrauch gesetzlich vorgeschrie- 
ben. Vielfach werden für den (inter- 
nen) wissenschaftlichen Gebrauch noch 
andere Einheitensysteme verwendet. 

b) Das Zentimeter-Gramm-Sekunde- 
System (CGS-System) benutzt als Ein- 
heiten 

für die Länge: 1 cm (1 Zentimeter), 
für die Masse: 1g (1 Gramm), 

für die Zeit: ls (1 Sekunde). 

c) In der Technik benutzte man frü- 
her auch die Kraft statt der Masse als 
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Grundgröße und wählte folgende Ein- 
heiten: 

für die Länge: Im (1 Meter), 

für die Kraft: 1kp (1 Kilopond), 

für die Zeit: 1s (1 Sekunde). 

Sehr große oder sehr kleine Vielfache 
der Maßeinheit drückt man mit Hilfe 
von positiven oder negativen Zehner- 
potenzen aus, wozu man auch Vorsil- 
ben und entsprechende Abkürzungen 
benutzt (Tabelle 1): 


Vorsilben | Abkürzung | Bedeutung 





da 
h 
k 
M 
G 
T 
P 
E 
d 
c 
m 
u 
n 
pP 
f 
a 


Tabelle 1 


Längenmaße: Einheit der 1Länge ist 
das Meter (m). Gebräuchliche Vielfa- 
che der Einheit sind 

1 Mikrometer (1 um) =10-° m, 

1 Millimeter 

1 Zentimeter 


(1 mm) =+000 m, 
(l cm) =100 m, 
(1 dm) =rom, 
(1 km) =1000 m. 


1 Dezimeter 
1 Kilometer 
Früher maß man Wegstrecken in Mei- 


len, was heute noch in der Seefahrt 
geschieht: 


Mathematik 


1 Seemeile (1 sm) 
= von einem Meridian- 
grad (=111,1 km) 
=1,852 km, 
1 geographische Meile 
= von einem Äquatorgrad 
(= 111,3 km)=7,42 km, 
1 Landmeile=17,5 km. 


Für astronomische Längenangaben 
benutzt man als Längeneinheit das 
Lichtjahr (Lj). Dies ist die Strecke, die 
das Licht im Vakuum in einem tropi- 
schen Jahr zurücklegt (ein tropisches 
Jahr hat 365 Tage 5 Stunden 48 min 
46 s). Es gilt: 


1 Lj=9,4605 - 10'? km. 


Ferner benutzt man die Einheit Par- 
sec (= Parallaxensekunde). Dies ist die 
Entfernung, die ein Stern haben müßte, 
damit von ihm aus die mittlere große 
Halbachse der Erdbahn bei senkrechter 
Draufsicht unter einem Sehwinkel von 
einer Sekunde erscheint. Es ist 


1 Parsec=3,08572- 101? km. 


Die englischen Längenmaße sind nicht 
dezimal unterteilt: 


1 mile = 1760 yards (=1,609 km), 


lyard= 3feet (=0,914 m), 
1 foot = 12inches (= 30,4 cm), 
linch= I12lines (=2,5 cm). 


Flächenmaße: 1 Quadratmeter (m?) 
entspricht dem Flächeninhalt eines 
Quadrates mit den Seitenlängen I m; 
statt Quadratmeter sagt man auch 
„Meterquadrat“. Entsprechend sind 
Quadratmillimeter, Quadratzentime- 
ter, Quadratdezimeter und Quadratki- 
lometer erklärt. 

Bei Grundstücksgrößen benutzt man 
noch folgende Maße: 


1 Ar (a)=100 m, 
1 Hektar (ha)= 100 a= 10000 m?. 


402 


Raummaße: 1 Kubikmeter (m?) ent- 
spricht dem Rauminhalt eines Würfels 
mit den Kantenlängen 1 m. Entspre- 
chend sind Kubikmillimeter, Kubik- 
zentimeter, Kubikdezimeter und Ku- 
bikkilometer definiert. Ein Liter (l) ist 
ein Kubikdezimeter. Dienen wie beim 
Liter Raummaße zum Messen von 
Flüssigkeiten, so spricht man von 
Hohlmaßen. Die englischen Hohlmaße 
sind nicht dezimal unterteilt: 


1 bushel =8 gallons (= 36,367 I), 
1 gallon =4 quarts (=4,545]), 
(=1,136 ]), 
(=0,5681]). 


l quart =2 pints 
lpint =4gills 
Diese Einteilung hat den Vorteil, daß 
man die kleineren Einheiten durch 
mehrfaches Halbieren herstellen kann. 
Massenmaße: Einheit der Masse ist 
das Kilogramm (kg). Ursprünglich 
war es festgelegt als die Masse von 
1 dm? (1 Liter) Wasser unter gewissen 
physikalischen Bedingungen. Da dies 
zu Meßschwierigkeiten führte, hat 
man einen Zylinder aus einer Platin- 
Iridium-Legierung hergestellt, welcher 
in Sevres bei Paris aufbewahrt wird. 
Dieses „Urkilogramm“ ist also die 
Einheit der Masse. 

Zeitmaße: Die Einheit der Zeit ist die 
Sekunde (s — ältere Abkürzungen: 
sek oder sec), früher definiert als der 
86400. Teil eines mittleren Sonnenta- 
ges (86400 = 24-60-60). Für die Belan- 
ge der modernen Physik hat man im 
Jahre 1967 eine besser meßbare Ein- 
heit festgelegt. Dabei legte man geeig- 
nete atomare Strahlungen konstanter 
Frequenz zugrunde. 

Mathematik. In frühgeschichtlicher 
Zeit entwickelten sich mathematische 
Verfahren der Geometrie aus Proble- 
men der Landvermessung und der 
Zeitberechnung (Sumerer, Ägypter). 
Algebraische Probleme treten nur in 
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einfachen „Hilfsrechnungen“ der Geo- 
meter und im „kaufmännischen“ 
Rechnen auf. Aber schon in der grie- 
chischen Antike beginnt die Untersu- 
chung von Zahlen unter rein mathe- 
matischen Gesichtspunkten; es entste- 
hen die Grundlagen der Zahlentheorie 
(t Teilbarkeitslehre), und man entdeckt 
die irrationalen Zahlen (Pythagoras 
und die von ihm gegründete Philoso- 
phenschule um 500 v.Chr.). Einen 
vollständigen Überblick über die Ma- 
thematik seiner Zeit gibt Euklid von 
Alexandria (um 300 v. Chr.). Einer der 
genialsten griechischen Mathematiker 
war Archimedes (287-212 v. Chr.), der 
mit infinitesimalen Methoden (1 Analy- 
sis) Längen-, Flächen- und Volumen- 
berechnungen durchführte. Kegel- 
schnittskurven (tEllipse, ?1Hyperbel, 
t Parabel) wurden ausführlich schon 
von Apollonius von Perge (um 200 
v.Chr.) untersucht. Die Astronomie 
führte zur Entwicklung der tsphä- 
rischen Trigonometrie (Ptolemäus von 
Alexandria, etwa 150 n. Chr.). 

Während die römische Mathematik 
weitgehend auf praktische Aufgaben 
beschränkt blieb, fanden in der arabi- 
schen Mathematik unter dem Einfluß 
der indischen und chinesischen Ma- 
thematik bedeutende Weiterentwick- 
lungen (z.B. in der Trigonometrie, 
Gleichungslehre und Reihenlehre) 
statt. Durch die Araber wurden auch 
die mathematischen Kenntnisse der 
Antike dem Abendland überliefert. Zu 
Beginn der Neuzeit erfolgte eine Fort- 
entwicklung des kaufmännischen 
Rechnens und der Algebra zuerst in 
Italien, dann in Deutschland und 
Frankreich. In den Werken von 
G. Cardano (1501-1576) finden sich 
die Anfänge der Buchstabenrechnung, 
es werden negative Zahlen und imagi- 
näre Zahlen (tkomplexe Zahlen) be- 
handelt, ferner algebraische Gleichun- 
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gen 3. und 4. Grades gelöst. Angeregt 
durch die infinitesimalen Untersu- 
chungen von J. Kepler (1571-1630) 
entwickelt B.Cavalieri (1598-1647) 
seine Indivisiblenlehre, den Vorläufer 
der von G.W. Leibniz (1646-1716) 
und I. Newton (1643-1727) begründe- 
ten Differential- und Integralrechnung. 
Die nun einsetzende stürmische Ent- 
wicklung der Mathematik ist durch 
viele große Mathematiker geprägt, un- 
ter anderem Jakob (1654-1705) und 
Johann (1667-1748) Bernoulli, L. Eu- 
ler (1707-1783) und C.F. Gauß (1777 
bis 1855). 

Die Mathematik ist aus praktischen 
Bedürfnissen heraus entstanden, ihre 
Ergebnisse sollten in praktischen Situa- 
tionen anwendbar sein. Man kann 
daher die Mathematik zunächst als ei- 
ne Naturwissenschaft verstehen, ihre 
Grundlagen entstammen der An- 
schauung. Aber schon Euklid hat das 
Bedürfnis, diese Grundlagen möglichst 
genau anzugeben, also TAxiome der 
Mathematik (bzw. der t Geometrie) zu 
formulieren, um klarzustellen, welche 
Tatsachen angenommen und welche 
aus diesen mit logischen Mitteln her- 
geleitet werden können. Diese axioma- 
tische Methode durchdrang im 20. 
Jahrhundert die gesamte Mathematik, 
da man ohne ein axiomatisches Fun- 
dament zu oft in Widersprüche geriet. 
Das bedeutet nun aber, daß mathema- 
tische Aussagen nur in bezug auf die 
zugrundeliegenden Axiome wahr oder 
falsch sein können, es gibt keine abso- 
lute Wahrheit mathematischer Aussa- 
gen. Ob die Winkelsumme im Dreieck 
180° beträgt, das hängt davon ab, ob 
das Parallelenaxiom angenommen 
wird oder nicht (t Axiome der Geome- 
trie). Wesentlich ist nur, daß die Sätze 
nach bestimmten Regeln der Logik 
aus den Voraussetzungen (Axiomen) 
korrekt hergeleitet sind. In diesem 
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Sinn spricht man auch davon, daß es 
die Mathematik nur mit formalen 
Strukturen zu tun habe. Diese Auffas- 
sung wurde besonders durch das enzy- 
klopädische Werk der französischen 
Forschergruppe ?tBourbaki vertreten. 
Diese moderne Sichtweise der Mathe- 
matik schließt natürlich nicht aus, daß 
mathematische Erkenntnisse in prakti- 
schen Situationen Anwendung finden 
können. 

Die Einteilung der Mathematik in rei- 
ne und angewandte Mathematik gilt 
als überholt, da fast jede mathemati- 
sche Theorie letztlich „anwendbar“ ist 
und da jede Anwendungsaufgabe in 
der Regel einer tiefen mathematischen 
Analyse bedarf. Auch ist bei Entwick- 
lung einer mathematischen Theorie oft 
erst viel später erkannt worden, in 
welchem Maße sie z.B. in den Natur- 
wissenschaften Anwendung finden 
kann. Auch eine feinere Einteilung der 
Mathematik ist nicht ganz problem- 
los, es ergeben sich immer wieder in- 
haltliche Überschneidungen. 
mathematische Geographie (Erd- 
sphärik). Um die Lage eines Ortes auf 
der Erde zu bestimmen, bezieht man 
sich auf die Erdachse. Das ist derjeni- 
ge Durchmesser der Erde, um den sie 





Nullmeridian 


Abb. I 
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sich in 24 Stunden einmal dreht. Die 
beiden Endpunkte werden geographi- 
scher Nordpol und geographischer Süd- 
pol genannt. Der Großkreis, auf dem 
die Erdachse rechtwinklig steht, heißt 
Äquator, die durch Nordpol und Süd- 
pol verlaufenden Großkreise heißen 
Längenkreise oder Meridiane. (Ein 
Großkreis einer Kugel ist ein Kreis, 
der aus der Kugeloberfläche von einer 
durch den Kugelmittelpunkt gehenden 
Ebene ausgeschnitten wird.) Die Krei- 
se, die in einer zur Erdachse recht- 
winkligen Ebene liegen, heißen Brei- 
tenkreise. (Diese sind — bis auf den 
Äquator — keine Großkreise.) Die 
Lage eines Ortes auf der Erde wird 
durch seine geographische Breite 
und seine geographische Länge A be- 
stimmt (Abb. 1). 

Die geographische Breite p eines Or- 
tes ist der Winkel zwischen dem Erd- 
radius durch diesen Punkt und der 
Äquatorebene. Er wird von der Äqua- 
torebene aus nach Nord und nach 
Süd von 0° bis 90° gezählt. Die geo- 
graphische Länge A eines Ortes ist der 
Winkel am Pol zwischen dem Meri- 
dian von Greenwich (Nullmeridian) 
bei London und dem Meridian des 
Ortes; dieser ist gleich der Länge des 


Parallelkreis 


Meridian 
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Bogens zwischen diesen beiden Meri- 
dianen auf dem Äquator, gemessen 
mit dem Erdradius als Einheit. Die 
geographische Länge wird vom Null- 
meridian nach Osten und Westen von 
0° bis 180° gezählt. 

Die Kartographie ist die Lehre von 
der Abbildung der Erdoberfläche auf 
die Ebene eines Kartenblattes. Sie ge- 
lingt nur für begrenzte Gebiete ohne 
bedeutende Verzerrung gegenüber 
dem Urbild. Für größere Gebiete legt 
man je nach dem Verwendungszweck 
der Karte Wert auf Winkeltreue, 
Flächentreue oder Längentreue. Die 
Längentreue ist stets nur in sehr be- 
schränktem Umfang möglich. Man er- 
kennt die Unterschiede zwischen Ur- 
bild und Abbildung am einfachsten 
durch die Bilder der Breiten- und 
Längenkreise in der Abbildung. 

Bei der orthographischen Projektion 
wird das Gradnetz der Erdkugel or- 
thogonal auf eine Tangentialebene 
projiziert. 

Bei der gnomonischen Projektion wird 
die Kugeloberfläche aus dem Mittel- 
punkt als Zentrum auf eine Tangen- 
tialebene projiziert. Alle Großkreise 
werden Geraden. Wird speziell auf ei- 
ne in einem Pol berührende Tangen- 





Abb. 2: Lage zweier Punkte der Erdoberfläche 
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tialebene projiziert, dann lauten die 
Abbildungsgleichungen 


x=Rcotop sin}, 
y=-Rcotp cos}. 


Dabei ist R der Erdradius. 

Die stereographische Projektion ist 
eine Zentralprojektion, bei der das 
Projektionszentrum auf der Kugel 
liegt. Bildebene ist die Tangentialebene 
des diametral (gegenüber) gelegenen 
Punktes. Liegt das Zentrum in einem 
Pol, dann lauten die Abbildungsglei- 
chungen 


x=2R c0ot (45° -2) sin A, 


y=-2R cot (4°-2) cos A. 


Zur Mercator-Projektion (nach G. Kre- 
mer, gen. Mercator, 1512-1594) gehö- 
ren die Abbildungsgleichungen 


x=R4A, 
n po 
«Rita (E42), 
y ntan 1" 5 
Der Äquator wird dabei längentreu, 
Großkreise werden winkeltreu abge- 


bildet. Längen- und Breitenkreise ge- 
hen in ein Rechtecksnetz über. 


Äquator 
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Die Lage zweier Punkte A und B der 
Erdoberfläche zueinander wird durch 
ihre Breiten- und Längenunterschiede 
beschrieben. Die kürzeste Verbindung 
der beiden Punkte ist das Stück des 
Großkreises, der sie verbindet. Durch 
diese Linie ist die Entfernung d von A 
und B und die Winkel « und ß gegen 
die Nordrichtung (Anfangs- und End- 
kurs) an beiden Orten bestimmt 
(Abb. 2). 

Die Berechnung von d und der Kurse 
a und ß aus den geographischen Brei- 
ten p, und 95 sowie aus der Differenz 
I=/5—-4, der geographischen Längen 
erfolgt nach den Formeln für das 
sphärische Dreieck ABN (tsphärische 
Trigonometrie): 

cosd=sin p4 sin 
+C0S 94 COS P Cosl, 


—sinp4cos/+tan pgcosp4 
cota= : > 
sin! 





— sin pgcos/+tan@,CoS pp 
ct = —— 
sin / 

In der Schiffahrt ist der Großkreis 
(Orthodrome) oft nicht zweckmäßig, 
weil er in zu polnahe Breiten führt. 
Ganz allgemein bevorzugt die 
Schiffahrt Wege gleichen Kurses, die 





Äquator 
Abb. 3: Großkreisweg von A nach B 
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sog. Loxodromen. Die Seekarten sind 
daher überwiegend Karten, in denen 
diese Wege geradlinig erscheinen 
(Mercatorkarte). In den für die 
Schiffahrt wichtigen Breiten sind die 
loxodromischen Wege meist nicht sehr 
viel länger als die Großkreiswege. Für 
die Luftnavigation ist dies anders, sie 
bevorzugt Großkreise. 

Die größte Nähe zu jeweils einem der 
Pole (und damit die größte Ferne zum 
anderen Pol) erreicht ein Großkreis- 
weg dort, wo er denjenigen Meridian 
schneidet, dessen Ebene rechtwinklig 
zur Großkreisebene ist (Scheitel des 
Großkreises; Abb. 3). 

Die höchste Breite @, berechnet sich 
nach den Formeln für das rechtwinkli- 
ge sphärische Dreieck, ebenso der 
Winkel ! und die Distanz d. Es ist 


COS P,=COoS p4sin«, 
cot! =sinp,tana, 
tand, =cosx cot p.. 


Bei der Festlegung der Längeneinheit 
„Meter“ ist man von den Abmessun- 
gen der Erde ausgegangen (1 Maßsy- 
steme): ein Meter sollte der 40000000. 
Teil des Erdumfangs sein, also der 
10000000. Teil eines Meridianviertels. 
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ergäbe sich dann der Erdradius zu 


20000 
R=——— = 6366,20 km. 
n 


Nun ist die Erde aber eine leicht abge- 
plattete „Kugel“, so daß man zwischen 
Äquatorhalbmesser (6378,4km) und 
Polarhalbmesser (6356,9km) unter- 
scheiden muß. Ein Äquatorgrad (Ab- 
stand zweier Meridiane mit der Win- 
keldifferenz 1° am Äquator) ist 
111,3 km; dagegen ist der mittlere Me- 
ridiangrad (bezogen auf einen Kreis 
von gleichem Umfang wie ein Meri- 
dian) 111,1km. „Theoretisch“ ist ein 
Meridiangrad 


10000 km 
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mathematische Linguistik: Eine 1960 
von Y.Bar Hillel (*1915) und 
N. Chomsky (*1928) begründete Ar- 
beitsrichtung der Sprachwissenschaft, 
in der natürliche Sprachen mittels ma- 
thematischer Kalküle beschrieben 
werden. Grundgedanke der mathema- 
tischen Linguistik ist, alle möglichen 
Kombinationen der sprachlichen Ein- 
heiten über endlich viele Relationen 
darzustellen. Zielsetzung ist, die ab- 
strakte Struktur der zulässigen Äuße- 
rungen einer Sprache (z.B. der Wörter 
und Sätze des Deutschen) derart im 
Zusammenhang nachzukonstruieren, 
wie sie ein Sprecher dieser Sprache 
vermutlich wirklich beherrscht. Dafür 
eignet sich die Gruppentheorie (? Grup- 
pe) und vor allem die Theorie der 
abstrakten Automaten, die es formal 
erlaubt, Verknüpfungen der natürli- 
chen Sprachstruktur mittels bestimm- 
ter Regelmengen schrittweise zu er- 
zeugen. Das Prinzip einer solchen Er- 
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zeugungsgrammatik ist immer, von ei- 
nem Anfangssymbol „Satz“ eine letzte 
Symbolkette abzuleiten, die einen fak- 
tischen Satz (d.h. einen Satz in seinen 
Wörtern und Lauten) darstellt. Dies 
geschieht durch laufende regelhafte 
Ersetzung von Einzelsymbolen durch 
Symbolketten. Dieser Prozeß der Ab- 
leitung liefert zugleich die betreffende 
Satzstruktur. 

mathematische Zeichen: Zur kurzen, 
übersichtlichen Darstellung mathema- 
tischer Aussagen verwendete symboli- 
sche Zeichen für bestimmte Größen 
(zB. Konstante, Variable), Mengen 
(z.B. Menge der natürlichen Zahlen, 
leere Menge), mathematische Relatio- 
nen (z.B. Gleichheit) und Operatio- 
nen (z.B. Addition). - Übersicht S. 408f. 
Matrix (Plural: Matrizen). Eine (n, m)- 
Matrix A ist ein System von n-m Zah- 
len a,,; (iefl,...,n}, je{l,...,m}), die 
in einem Schema aus n Zeilen und m 
Spalten folgendermaßen angeordnet 
sind: 


Ayı An2 ++: Anj +. Anm 


Abkürzend schreibt man für die Ma- 
trix A auch (a,,) oder (a;,):-1,....n. Die 
j=1,..,m 


Zahlen a,, sind die Elemente der Ma- 
trix. Zwei Matrizen heißen von glei- 
chem Typ, wenn sie gleiche Zeilen- 
und gleiche Spaltenzahl haben. Die 
Matrizen (a,,) und (b,,) sind genau 
dann gleich, wenn sie von gleichem 
Typ sind und alle entsprechenden Ele- 
mente übereinstimmen, d.h. wenn 
a,=b;; für alle i,j gilt. 

Im folgenden werden Matrizen be- 
trachtet, deren Elemente Treelle Zah- 


Mathematische Zeichen 


allgemeine Zeichen der Mathematik 


Ar Sal 


Ss te 5 Ib IA A IV V 


() 
f: A>B 
ab 
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gleich 

definitionsgemäß gleich 
definiert 

ungleich 

ungefähr gleich 
Additionszeichen, plus 
Subtraktionszeichen, minus 
plus oder minus 
Multiplikationszeichen, 
mal, multipliziert mit 
Divisionszeichen, geteilt 
durch, dividiert durch 
größer als 

größer oder gleich 
kleiner als 

kleiner oder gleich 
entspricht 
Summenzeichen 
Produktzeichen 


Quadratwurzel 


n-te Wurzel 

a hoch b 

Betrag von a 

n-Fakultät 
Binomialkoeffizient, 

n über k 

f ist Funktion von A nach B 
a wird b zugeordnet, a wird 
auf b abgebildet 

Prozent, vom Hundert 
Promille, vom Tausend 


Zahlenmengen 


RR 


Menge der natürlichen 
Zahlen (ohne Null) 
Menge der natürlichen 
Zahlen einschließlich der 
Null, N =N vu {0} 

Menge der ganzen Zahlen 
Menge der Restklassen 
modulo m 

Menge der rationalen 
Zahlen 

Menge der reellen Zahlen 


R’ 
Ro 
R' 


€ 


Menge der positiven 
reellen Zahlen 

Menge der nichtnegativen 
reellen Zahlen 

n-faches kartesisches 
Produkt von R 

Menge der komplexen 
Zahlen 


spezielle Zahlen 


e 


T 


mathemati 


<> 


>> 


V 


Geometrie 


—=AF 


een 


> 
I 


Mengen 
€ 


€ 
) 


Eulersche Zahl 
e=2,718281828... 
Kreiszahl, 
n=3,141592654... 
imaginäre Einheit, i= Vi 


sche Logik 


Konjunktion, und 
Disjunktion, oder 
Negation, nicht 
Implikation, wenn..., so... 
Bijunktion, genau dann, 
wenn 

nach Definition genau 
dann, wenn 

für alle x, Allquantor 


es gibt ein x, Existenz- 
quantor 


rechter Winkel 

Winkel 

parallel 

nicht parallel 

rechtwinklig zu 
kongruent, deckungsgleich 
ähnlich 

Grad 

Minute 

Sekunde 


ist Element von 
ist nicht Element von 
leere Menge 


{x | AK} 


— 
m 
De 








Mathematische Zeichen (Fortsetzung) 


Menge aller x mit der 
Eigenschaft A(x) 
vereinigt 
Vereinigungsmenge der 
Mengen M; für alle ieI 


n geschnitten 
NM; Schnittmenge der Mengen 
iel M;, für alle iel 
A Ergänzungsmenge von A 
\ ohne, minus. 
PB(A) Potenzmenge von A 
AxB kartesisches Produkt von 
A und B 
AxB symmetrische Differenz 
von A und B 
(a, b) geordnetes Paar aus a und b 
(a1, ...,a,) n-Tupel 
Analysis 
= = erste Ableitung 
SR) von f(x) 
“ ns ) „. zweite Ableitung 
dx? SR) von f(x) 
d"f(x) “a n-te Ableitung 
de ur von f(x) 
D(f),D; Definitionsbereich 
von f 
W(f)W; Wertemenge von f 
of partielle Ableitung 
dx von f nach x 
2 Integral der 
\f)dx Funktion f in den 
' Grenzen a und b 
0 unendlich 
lim Limes, Grenzwert 
lim, lim sup Limes superior 
lim, lim inf Limes inferior 


Lineare Algebra und analytische 


Geometrie 


—y 


a 
ER 
lal 


Vektor a 
Norm von d 


2 


d-a, (alb) Skalarprodukt von 
= dundb 
axb Vektorprodukt von 
dundb 
(ajj)i= 1 n (n, m)- -Matrix der a; 
je m 
R.n Menge aller reellen 
(n, m)-Matrizen 
Aıı dı2...Ain 
Aa es Azn . 
| : ?"| Determinante 
De a 
fg f verkettet mit g 
dim V Dimension des 
Vektorraumes V 
Hom(V, W) Menge aller linearen 
Abbildungen von V 
in W 
= isomorph 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Statistik 


Menge der Ausfälle 
Ausfall 

relative Häufigkeit 
Dichte 

Ereignis {ve2|X(w)=x} 
Ereignis {we2| X (w)<x} 
Wahrscheinlichkeit des 
Ereignisses A 
Wahrscheinlichkeit von A 
unter der Bedingung B 
(bedingte Wahrschein- 
lichkeit) 
Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung der Zufallsgröße X 
Wahrscheinlichkeitsfunk- 
tion der Zufallsgröße X 
Erwartungswert (der 
Zufallsgröße X) 

V(X),o? Varianz 

o Standardabweichung 


SER ATSD 


m 


IA Il 
TAN 


P(A|B) 


P(X=x) 
P(X x) 


W E(X) 


Matrix 


len sind. Die Menge aller solchen 
(n, m)-Matrizen bezeichnet man mit 
R,m. Die TVektoren aus R” kann 
man als (n, 1)-Matrizen auffassen; in 
diesem Sinn ist R, ı=R”. 

Eine Matrix, bei der Zeilen- und Spal- 
tenzahl gleich sind, heißt quadratisch. 
Die Elemente a;,ı, A225 ..., An einer 
quadratischen Matrix bilden die 
Hauptdiagonale der Matrix. Eine qua- 


dratische Matrix (a,,) heißt obere 
Dreiecksmatrix, wenn 
a;=0 füralle i>j 
gilt und untere Dreiecksmatrix, falls 
a,;=0 füralle i<j 


gilt. Eine obere (untere) Dreiecksma- 
trix hat demnach unterhalb (oberhalb) 
der Hauptdiagonalen nur Nullen als 
Elemente. Sind alle Elemente einer 
quadratischen Matrix außerhalb der 
Hauptdiagonalen Null, gilt also 


a,;=0 füralle i+j, 


so handelt es sich um eine Diagonal- 
matrix. Die Matrix E,eR,.., bei der 
alle Hauptdiagonalelemente 1 und alle 
anderen Elemente O sind, heißt Ein- 
heitsmatrix von R,,.. Sind sämtliche 
Elemente einer Matrix 0, dann nennt 
man sie Nullmatrix. 

Eine quadratische Matrix (a;;) heißt 
symmetrisch, falls 


a,;=a, für alle i,j 


gilt, und schiefsymmetrisch, wenn 


ist. Bei einer schiefsymmetrischen Ma- 
trix sind die Elemente der Hauptdia- 
gonalen alle 0. 


Ist 
dıı Aı2...Aım 


d3ı A22...Agm 


A=(a;,) = eR,,m: 


Ay An2 ++. Anm 
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so heißt die Matrix 


Ay, Azı +... Anı 


dı2 Aa2 ...Au2 


A'=(a,,) = ER... 


Am A2m +: Anm 


die zu A transponierte Matrix (Trans- 
ponierte von A). Die Matrix A” ent- 
steht aus A, indem man die Zeilen 
von A als Spalten von A” schreibt. 
Beispielsweise ist 


1 3 

10 ır 

(25) te 2) 
45 


Stets gilt (AT) = A. 

Jeder quadratischen Matrix (a,,) kann 
man ihre ?Determinante det(a;,) zu- 
ordnen. Ist det(a;,)+0, dann heißt die 
Matrix regulär, andernfalls heißt sie 
singulär. 

Matrizen benötigt man u.a. beim Lö- 
sen linearer Gleichungssysteme und 
bei der Beschreibung tlinearer Ab- 
bildungen. 

Für Matrizen vom gleichen Typ ist 
eine Addition „+“ durch komponen- 
tenweise Addition der Elemente defi- 
niert: 


(a,)+(b,,):=(a;;+bi;)). 


Beispielsweise ist 


123 024 
210 14 
35 1/83 1 
007 70 
147 
321 
"I9 82 
1%7 


Die so definierte Matrizenaddition ist 
tkommutativ und tassoziativ. Die 
Nullmatrix ist neutrales Element der 
Addition, die additive Inverse der Ma- 
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trix (a;,) ist (—a;,). Die Menge R,,n 
aller reellen (n, m)-Matrizen bildet also 
bezüglich der Addition eine kommu- 
tative T Gruppe. 

Das Produkt A-B ist für Matrizen ge- 
nau dann definiert, wenn die Spalten- 
zahl von A gleich der Zeilenzahl von 
B ist. Für (a,)eR,„m und (b,)eR,„,r 
berechnet man das Produkt 


(ci) = (a;,) : (b,)eR,, r 


folgendermaßen: 


Cr= y a; bir. 
i=1 
Jede Zeile von (a;;) wird also mit jeder 
Spalte von (b,,) entsprechend dem 
TSkalarprodukt von Vektoren aus R”" 
multipliziert. 


Beispiele: 


rer) 


Bee 
3 4 
i ze .) 
13014 
Das TSkalarprodukt von Vektoren 
aus IR” läßt sich mit Hilfe der Ma- 
trizenmultiplikation schreiben, wenn 
man die Vektoren als (n, 1)-Matrizen 
auffaßt und nicht zwischen einer reel- 


len Zahl &« und der (1, 1)-Matrix («) 
unterscheidet: 


(dlb)=a".b. 


Matrix 


Dabei ist 47 die transponierte Matrix 
von d. 

Zur Berechnung des Matrizenproduk- 
tes eignet sich folgendes Schema: 





bye Din dur 
A-B : : 

s: Dair 
Ay. Am 
d;ı A;m 
Ay Am 


Die Matrizenmultiplikation ist nicht 
kommutativ (vgl. Beispiele 3) und 4)), 
sie ist aber assoziativ. 

In der Menge R,,„ der quadratischen 
(n, n)-Matrizen ist die Einheitsmatrix 
E„ neutrales Element bezüglich der 
Multiplikation: 


A-E„=E,„ A=A 
für alle AeR,,.- 


Existiert zu der Matrix AeR,„ eine 
Matrix A! 


A-A'=A1:A=E,, 


dann heißt A invertierbar und A! die 
zu A inverse Matrix. Genau dann ist 
A invertierbar, wenn A regulär ist, 
wenn also det(A)+0 gilt. Bezüglich 
der Multiplikation ist R,„„ keine 
tGruppe, wohl aber die Menge der 
regulären Matrizen aus R, „ 

Die talgebraische Struktur (R,.; 
+,:) ist ein TRing. Denn neben den 
bisher genannten algebraischen Eigen- 
schaften gelten auch die Distributivge- 
setze (t distributiv): 


A-(B+C)=A-B+A-C, 
(A+B)-C=A-C+B-C 
für A, B, CeR, .. 


Maximum-Likelihood-Methode 


Mit Hilfe der Matrizenmultiplikation 
lassen sich Tlineare Gleichungssyste- 
me sehr einfach darstellen: Es sei 


dıı Xı +412X%2 +... am Xm=bı 
dzı1Xı t4>r xt... +GomXm=ba 


AMıXıtaa2 X2t+... + Am Xm Dr 


ein (n,m)-System mit der Koeffizien- 
tenmatrix 


dıı Aı2...Aım 


dzı 422... dam 


Ayı An2 +. Anm 


Faßt man die Variablen x,,...,x,, zu 
einer (m, 1)-Matrix X und die Koeffi- 
zienten b,, ..., b, zu einer (n, 1)-Matrix 
D zusammen, so ist das Gleichungssy- 


stem durch 
AX=b 


darstellbar. 

Die Multiplikation einer Matrix mit 
einer reellen Zahl k (Vervielfachung) ist 
dadurch definiert, daß jedes Element 
der Matrix mit k zu multiplizieren ist, 
etwa 


3 ( 2 ) r 6 ) 
017 \o 3 217 
Die Menge R,,m bildet bezüglich der 
Addition und der Vervielfachung mit 
reellen Zahlen einen t Vektorraum der 
Dimension n-m. 
Maximum-Likelihood-Methode_ (,Me- 
thode der maximalen Mutmaßlich- 
keit“): Bezeichnung für ein Prinzip zur 
Schätzung von Parametern einer 
Wahrscheinlichkeitsverteilung anhand 
beobachteter Werte: Man nimmt für 
die unbekannten Parameter diejenigen 
Werte an, bei denen die beobachteten 
Werte die größte Wahrscheinlichkeit 
hätten, bei denen also das beobachtete 
Ergebnis am ehesten zustande kommt. 
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Beispiel 1: Ein Bernoulli-Versuch mit 
der unbekannten Trefferwahrschein- 
lichkeit p werde n-mal wiederholt. Es 
werden t Treffer (also n—t Fehlschlä- 
ge) beobachtet. Die Wahrscheinlich- 
keit dafür ist 


y n t n—t 
ro:=(") vn 
(t Binomialverteilung). Die Ableitung 


t 
f'(p) hat für p=- den Wert 0; dort 
n 


liegt ein Maximum von f vor. Man 
schätzt also die unbekannte Wahr- 


n j „ft 
scheinlichkeit am besten mit -. 
n 


Beispiel 2: Es soll die Anzahl N der 
Fische im Teich geschätzt werden; da- 
zu fängt man r Fische, markiert sie 
und läßt sie wieder frei. Dann werden 
wieder n Fische gefangen, darunter be- 
finden sich x markierte. Die Wahr- 
scheinlichkeit dafür ist 


MINEN) 
x/ \n—x 
(} 
n 
(Thypergeometrische Verteilung). Es 


1st 


SN) _ W-nN-n) 
flN-1) (N-n-r+x)N 





rn 
>1, fall N<—, 
x 


rn 
=l, fallı N=—, 
x 


rn 
<l, falı N>—. 
x 


Man wird also die nächste ganze Zahl 


rn 
bei — als beste Schätzung für N anse- 
x 


hen. (Dies ist natürlich sehr plausibel, 
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denn 


r =.) 
N n 


Die geschilderte Methode heißt Rück- 
fangmethode _(Capture-recapture-Me- 
thode) und wird in den Naturwissen- 
schaften häufig verwendet. 
mehrstufiger Zufallsversuch: Eine 
vor allem in der Schulmathematik ge- 
bräuchliche Bezeichnung für einen 
tstochastischen Prozeß. Beispielsweise 
ist eine t Markoff-Kette ein mehrstufi- 
ger Zufallsversuch. 

Der Begriff des n-stufigen Zufallsver- 
suchs kann auf verschiedene Arten er- 
klärt werden: 

1) Es seien n ?TZufallsversuche gege- 
ben, die Menge der möglichen Ausfäl- 
le sei jeweils 


2 
Dann bilden die n-Tupel 


man vermutet sofort, daß 


(X, Pe &n) 


mit «eQ; (i=1,2,...,n) die Ausfälle ei- 
nes n-stufigen Zufallsversuchs. In ei- 
nem Baumdiagramm (Baum, Wahr- 


scheinlichkeitsbaum) stellt man diese n- 
Tupel als Pfade dar, wobei an dem 
Übergang von «; zu &;.ı die Wahr- 
scheinlichkeit steht, daß der Ausfall 
%;.,ı eintritt, sofern der betreffende 
Pfad bis zum Ausfall &; durchlaufen 
worden ist. 


II II 





Abb. 1: Dreistufiger Zufallsversuch mit drei 
Urnen 


Beispiel 1: Aus der Urne I in Abbil- 
dung 1 ziehe man eine Kugel, lege 
diese in die Urne II, ziehe dann eine 
Kugel aus Urne II und lege diese in 


mehrstufiger Zufallsversuch 


Urne III, schließlich ziehe man eine 
Kugel aus Urne II. 

Die Ausfälle dieses dreistufigen Zufalls- 
versuchs sind Tripel (etwa (s,s, w)). 
Abbildung 2 zeigt den zugehörigen 
Wahrscheinlichkeitsbaum. 





Abb. 2: Wahrscheinlichkeitsbaum 


Die Wahrscheinlichkeit des Ausfalls 
(&1,%2,...,%,) ist das Produkt der 
Wahrscheinlichkeiten längs des zuge- 
hörigen Pfades (Pfadregel). In Bei- 
spiel 1 ist also die Wahrscheinlichkeit 
für (s,s, w) gleich $-3-3=*%; die Wahr- 
scheinlichkeit für (s,w,s) beträgt $-3-0 
=(0 Die Wahrscheinlichkeit des TEr- 
eignisses 


{(s,s,s), (S, w, S), (W, S, S), (w, w,s)} 


(„die aus III gezogene Kugel ist 
schwarz“) beträgt 


36 +0+217+0=18- 


In Beispiel 1 könnte man die Pfade, 
deren Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 ist, 
weglassen, so daß die Pfade verschie- 
dene Länge hätten. Umgekehrt kann 
man einen mehrstufigen Versuch mit 
unterschiedlichen Pfadlängen zu ei- 
nem solchen mit gleichen Pfadlängen 
abändern, was aber meistens recht 
künstlich wirkt. Der folgende mehr- 
stufige Versuch hat einen Pfad der 
Länge i für i=1,2,...,36 und zwei 
Pfade der Länge 37. 


mehrstufiger Zufallsversuch 
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2} 
o\ 


. 
w 
—[ 


nicht 
ZERO 


ZERO 


Abb. 3: Wahrscheinlichkeitsbaum zu einem 37stufigen Zufallsversuch 


Beispiel 2: Ein Roulette-Spieler erwar- 
tet den Ausfall ZERO in 34 aller Fäl- 
le. Die Wahrscheinlichkeit, daß bei 
37maligem Drehen des Rouletterads 
der Ausfall ZERO nicht vorkommt, 
ist 


(39)? =0,36285... 


Abbildung 3 zeigt den Wahrschein- 
lichkeitsbaum zu diesem mehrstufigen 
Zufallsversuch. 

2) Die folgende weniger elementare 
Beschreibung eines mehrstufigen Zu- 
fallsversuchs kommt dem Begriff des 
stochastischen Prozesses schon etwas 
näher: Man betrachte einen Zufalls- 
versuch mit der Menge Q@ der mögli- 
chen Ausfälle und denke sich verschie- 
dene Zerlegungen von 2 in (nicht-lee- 
re, paarweise disjunkte) Ereignisse ge- 
geben: 


Q=A,UAz3UV...UA,, 
Q=B,UB,;,V...uB,, 
2=C, UV C;V..UC, 


Q=Z, UZrUV...UZ,. 


Diese Zerlegungen bestimmen der 
Reihe nach die Stufen des mehrstufi- 
gen Zufallsversuchs. 

An den Pfaden im Wahrschein- 
lichkeitsbaum stehen dann ?tbedingte 
Wahrscheinlichkeiten (Abb.4). Die 
Pfadregel beinhaltet den ?Multipli- 
kationssatz für bedingte Wahr- 
scheinlichkeiten. 


Das folgende Beispiel zeigt, daß die 
Stufen in einem solchen mehrstufigen 
Zufallsversuch nicht stets durch eine 
zeitliche Reihenfolge bestimmt sind 
(wie es in Beispiel 1 der Fall war). 


5 PIZ| AnBnCn...) 


Abb. 4: Bedingte Wahrscheinlichkeiten bei 
einem mehrstufigen Zufallsversuch 


Beispiel 3: Der Zufallsversuch bestehe 
darin, aus den Zahlen von 1 bis 100 
eine willkürlich herauszugreifen, wobei 
es sich um einen tLaplace-Versuch 
handeln soll. Es ist 


2={1,2,3,...,100}. 
Abbildung 5 zeigt den Wahrschein- 
lichkeitsbaum für 

A,: gerade Zahl, 

A,: ungerade Zahl, 

B,: Primzahl, 


B;: Quadratzahl, 


Bz: weder Primzahl noch 
Quadratzahl, 


C,: einstellige Zahl, 
C,: mehrstellige Zahl. 


i N N N N j | 
ARRNARERARE! 


Beispielsweise gilt 
P(AınBınC,)=3'30:1=160, 
P(A»nBınC))=3:33:3= Too. 


Menelaos, Satz von (nach Menelaos 
von Alexandria, um 100 n.Chr.). Es 
seien drei Punkte A, B, C gegeben, die 
nicht auf einer Geraden liegen, ferner 
eine Gerade g, die durch keinen dieser 
Punkte geht. Sind dann U, V, W die 
Schnittpunkte von g mit den Verbin- 
dungsgeraden von A, B, C, dann gilt 
(Abb. 1) 


A 





Abb. 1: Satz von Menelaos 


Menge 
Dabei bedeutet z.B. für die t Vektoren 


PUERTO JER AU 
AU, BU die Beziehung — =k dassel- 


be wie AU=kBU. 

Von diesem Satz gilt auch die Um- 
kehrung: Sind U, V, W Punkte auf 
den Verbindungsgeraden der Punkte 
A, B, C und gilt obige Beziehung für 
die Teilverhältnisse, dann liegen U, V, 
W auf einer Geraden. 

Menge. In der Mathematik ist es häu- 
fig notwendig, gewisse Zahlen oder 
sonstige mathematische Objekte mit 
gemeinsamen Eigenschaften zusam- 
menzufassen und zu benennen. Dazu 
dient der Begriff der Menge. Ist M 
eine Menge und gehört a zu dieser 
Menge, so sagt man, a sei ein Element 
von M und schreibt aeM. Das 
Elementzeichen e ist ein stilisiertes E. 
Gehört b nicht zu M, so schreibt man 
b&M und liest: „b ist nicht Element 
von M“. 

Beispiele: 1) Die Menge aller treellen 
Zahlen bezeichnet man mit R (tZah- 
lenarten). Statt „V2 ist eine reelle 
Zahl“ schreibt man kürzer: V2eR. 

2) Die Menge aller Teiler von 18 be- 
steht aus den Zahlen 1, 2, 3, 6, 9, 18 
(tTeilbarkeitslehre),. Die aufzählende 
Mengendarstellung für diese Menge 
lautet 


{1,2,3,6,9,18}; 


die beschreibende 
lautet 


Mengendarstellung 


{xeN|x teilt 18}, 


wobei N die Menge der natürlichen 
Zahlen bedeutet. 

3) Die tGleichung (x—1)?=4 hat die 
Lösungen —1 und 3. Die ?Lösungs- 
menge dieser Gleichung ist also 
{—-1,3}. 

4) Zur genauen Beschreibung einer 
tFunktion gehört die Angabe ihrer 


Definitionsmenge und ihrer Werte- 
menge. 

Wenn eine Gleichung keine Lösung 
besitzt, dann ist ihre Lösungsmenge 
die leere Menge. Die leere Menge be- 
zeichnet man mit dem Symbol ß. 

Man nennt die Menge A eine Teilmen- 
ge der Menge B, wenn jedes Element 
von A auch ein Element von B ist. 
Man schreibt dann A=B. Möchte 
man dabei den Fall A=B ausschlie- 
Ben, dann schreibt man AcB und 
sagt, A sei eine echte Teilmenge von B. 
Beispiele: 5) Mit T, bezeichnet man 
die Menge aller Teiler der natürlichen 
Zahl a (TTeilbarkeitslehre). Es gilt 
T,<=T,,, denn jeder Teiler von 6 ist 
auch ein Teiler von 12. 

6) Für jede Menge A gilt B=A, denn 
jedes Element von ® (es gibt kein sol- 
ches!) gehört zu A. 

In dem Mengendiagramm in Abbil- 
dung 1 ist angedeutet, daß die Menge 
A eine Teilmenge von B ist. Solche 
Mengendiagramme sind sehr nützlich 
zur Veranschaulichung der Beziehun- 
gen zwischen verschiedenen Mengen. 


B 


Abb. 1: ACB 


Die Menge aller Elemente, die zu A 
und zu B gehören (sowohl zu A als 
auch zu B), bilden die Schnittmenge 
von A und B; diese bezeichnet man 
mit AnB (lies: „A geschnitten mit 
B“). It AnB=ß, so nennt man A und 
B elementefremd oder disjunkt. In Ab- 
bildung 2 ist ANB in einem Mengen- 
diagramm veranschaulicht. 





Abb. 2: AnB 


Die Menge aller Elemente, die zu 
mindestens einer der Mengen A oder 
B gehören, bilden die Vereinigungs- 
menge von A und B; diese bezeichnet 
man mit AuB (lies; „A vereinigt mit 
B“). In Abbildung 3 ist AUB in einem 
Mengendiagramm veranschaulicht. 





Abb. 3: AuB 


Die Elemente von A, die nicht zu B 
gehören, bilden die Differenzmenge 
A\B (lies „A ohne B“). Anhand von 
Abbildung 4 erkennt man, daß i.allg. 
A\B von B\A zu unterscheiden ist. 
Ferner erhält man die Beziehung 


(A\B)LU(ANB)U(B\A)=AUB. 





Abb. 4: A\B und B\A 


Beispiele: 7) T,NT,s ist die Menge 
der gemeinsamen Teiler von 6 und 15. 
8) Mit V, bezeichnet man die Menge 
der Vielfachen der natürlichen Zahl a. 
Die Menge V; NV; ist die Menge der 
gemeinsamen Vielfachen von 3 und 7. 
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Menge 


zungsmenge von A in Q (Abb. 6). An- 


9) Es sei a eine natürliche Zahl und 

Ball 2, 3 sieht 
die Menge P, besteht also aus allen a- 
ten Potenzen der natürlichen Zah- 
len. 
a) =P, denn jede vierte Potenz ist 
auch als zweite Potenz darstellbar: 
n*=(n?)2. 
b) NP; besteht aus allen Zahlen, die 
sich sowohl als dritte Potenz als auch 
als fünfte Potenz schreiben lassen; es 
gilt ANP=Ps: 
c) P UP besteht aus allen Zahlen, die 
sich als dritte oder als fünfte Potenz 
schreiben lassen; diese Menge enthält 
als (echte) Teilmenge die Menge Ps, 
also As<PRuP;. 
d) N\PR ist die Menge aller natürli- 
chen Zahlen, die nicht Quadratzahl 
sind. 
Die Menge 

AxB:=(A\B)U(B\A) 
heißt die symmetrische Differenz der 
Mengen A und B (Abb. 5). Offensicht- 
lich gilt 

AxB=(AuB)\(AnB). 





Abb. 5: Symmetrische Differenz von A und B 


Das Rechnen mit Mengen bezüglich 
der verschiedenen Verknüpfungen U, 
N, \, * ist Gegenstand der Men- 
genalgebra. 

Betrachtet man nur Mengen, welche 
Teilmengen einer gegebenen „umfas- 
senden“ Menge („Grundgesamtheit“) 
Q sind, so kürzt man Q\A mit A ab 
und nennt A das Komplement, die 
Komplementärmenge oder die Ergän- 


dere Schreibweisen wie etwa (oA 
werden dann verwendet, wenn man 
verschiedene Grundgesamtheiten be- 
trachtet. 


7, 


A 








Abb. 6: Komplementärmenge 
Es gelten die Formeln von de Morgan 
(Abb. 7 und Abb. 8): 

ANB=AUB, 

AUB=AnB. 





Abb. 8: AUB=AnB 


Ist A eine endliche Menge, dann be- 
zeichnet man mit |A| die Anzahl der 
Elemente von A. Sind A und B endli- 
che Mengen, dann gilt 
|AuB|=|A|+|Bl-|AnBl 


(TSiebformel). 


meromorphe Funktion 


In der Mengenlehre beschäftigt man 
sich vor allem mit unendlichen Men- 
gen, also mit Mengen, welche unend- 
lich viele Elemente besitzen. Man 
stellt z.B. fest, ob eine Menge 
tabzählbar oder überabzählbar ist. 
Der Begründer der Mengenlehre ist 
G. Cantor (1845-1918). Sein ursprüng- 
liches Anliegen war es, unendliche 
Mengen ihrer „Mächtigkeit“ nach zu 
vergleichen, so wie man endliche 
Mengen ihrer Elementezahl nach ver- 
gleichen kann. Zwei Mengen A, B hei- 
Ben gleichmächtig, wenn eine bijektive 
tAbbildung 


f: A>B 


existiert, wenn man also eine einein- 
deutige Zuordnung der Elemente von 
A zu den Elementen von B finden 
kann. Zwei endliche Mengen sind ge- 
nau dann gleichmächtig, wenn sie an- 
zahlgleich sind, wenn sie also aus 
gleich vielen Elementen bestehen. Eine 
Menge, die zur Menge N der natürli- 
chen Zahlen gleichmächtig ist, heißt 
Tabzählbar (genauer abzählbar-unend- 
lich). Die Menge der trationalen Zah- 
len ist abzählbar. Dieses Beispiel zeigt, 
daß eine unendliche Menge zu einer 
ihrer echten Teilmengen gleichmächtig 
sein kann. Dies ist bei endlichen Men- 
gen nicht möglich. Daher definiert 
man die Begriffe „endlich“ und „un- 
endlich“ für Menge folgendermaßen: 
Eine Menge heißt endlich, wenn sie zu 
keiner ihrer echten Teilmengen gleich- 
mächtig ist; andernfalls heißt die 
Menge unendlich. Durch Zusammen- 
fassung von gleichmächtigen Mengen 
zu Klassen definiert man den Begriff 
der Mächtigkeit bzw. der Kardinal- 
zahl. Dabei könnte man versucht sein, 
die „Menge aller Mengen“ in Klassen 
gleichmächtiger Mengen einzuteilen. 
Mit dieser Begriffsbildung würden sich 
aber Widersprüche (Antinomien) erge- 
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ben. Die Russellsche Antinomie (nach 
B. Russell, 1872-1970) ist ein Beispiel 
für einen solchen Widerspruch: Es sei 
M die Menge aller Mengen, die sich 
nicht selbst als Element enthalten, al- 
so M={A|AEA}. Gehört M selbst zu 
dieser Menge? Ist MeM, so muß laut 
Definition MEM gelten; ist aber 
MEM, so muß ebenfalls laut Defini- 
tion MeM gelten. Es ergibt sich also 
ein Widerspruch! Um widersprüchli- 
che Begriffsbildungen dieser Art zu 
vermeiden, hat man die Mengenlehre 
auf tAxiome gegründet. Je nach Be- 
schaffenheit der Axiome ergeben sich 
verschiedene „Mengenlehren“. Für alle 
Zwecke der Mathematik in der 
Schule, der praktischen Anwendung 
und fast allen Teilen der mathemati- 
schen Forschung sind diese Probleme 
aber ohne jede Bedeutung, da man 
hier mit dem „naiven“ Mengenbegriff 
auskommt. 

In der Mengenlehre beschäftigt man 
sich auch mit geordneten Mengen, d.h. 
mit Mengen, in denen eine lineare 
t Ordnungsrelation definiert ist. Zwei 
geordnete Mengen heißen ähnlich, 
wenn eine bijektive Abbildung der ei- 
nen Menge auf die andere Menge exi- 
stiert, bei welcher die Ordnungsbezie- 
hungen erhalten bleiben. Eine Klasse 
ähnlicher Mengen nennt man einen 
Ordnungstypus. Einen Ordnungstypus, 
der durch wohlgeordnete Mengen re- 
präsentiert wird (T Ordnungsrelation), 
nennt man Ordnungszahl oder Ordinal- 
zahl. Mit Hilfe des Begriffs der Ordi- 
nalzahl läßt sich auch der Begriff der 
Kardinalzahl definieren. 

meromorphe Funktion: Bezeichnung 
für eine komplexe Funktion (t Funk- 
tionentheorie), die in E außer Polstel- 
len keine weiteren Singularitäten be- 
sitzt. Man kann zeigen, daß eine me- 
romorphe Funktion in jedem endli- 
chen Gebiet höchstens endlich viele 
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Pole haben kann. Jede meromorphe 

Funktion läßt sich als Quotient zweier 

ganzer Funktionen darstellen. (Eine 

Funktion heißt ganz, wenn sie in € 

definiert und dort eine fanalytische 

Funktion ist.) 

Beispiele: 1) Eine Trationale Funktion 

ist meromorph; sie ist als Quotient 

zweier ganzrationaler Funktionen dar- 

stellbar, d.h. für eine rationale Funk- 

tion f gilt 

le a. ..t+qaı2+4o 
bmz”+...+bız+bo 

mit a, b,eC. 

2) Die komplexe Tangensfunktion ist 

meromorph; es gilt 





und sin und cos sind ganze Funk- 
tionen. 

3) Die Funktion zIr>rcotnz ist mero- 
morph. Die Menge der Polstellen ist 
Z (Menge der ?Tganzen Zahlen). Es 
gilt 


: IE, | | * 1 ) 
ncotnz=- —— |. 
zZ u\z-k z+k 





4) Die TGammafunktion T ist mero- 
morph; an den Stellen 0, -1, —2, 
—3,... besitzt sie Pole erster Ord- 
nung. Es gilt 

oo (—1)* 

vo k\(z+k)’ 

wobei g eine ganze Funktion ist. 

Wie in den Beispielen 3 und 4 läßt 


Ne)=g(d)+ 





sich eine meromorphe Funktion f 


stets in der Form 


ee) 


dx 
Hasge)+ } — 
R (z- pP)” 
schreiben, wenn pı,P2,P3,... die Pole 
und &1,%2,%3,... ihre Ordnungen 
sind. 


metrischer Raum 


metrischer Raum: Bezeichnung für 

eine Menge M, wenn für jedes Paar 

(x,y)EMxM eine nichtnegative reelle 

Zahl d(x, y) definiert ist mit folgenden 

Eigenschaften: 

1) dw, y)=0 »>x=y 
(Identitätsaxiom); 


(2) d(x,y)=d(y,x) für alle x, yeM 
(Symmetrieaxiom); 
(3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) für alle 
x,y,zeM (Dreiecksungleichung). 
Die Funktion 
d: MxM->R;5 


heißt Metrik auf M. Da auf einer 
Menge verschiedene Metriken defi- 
niert werden können, ist der metrische 
Raum erst durch Angabe des Paares 
(M,d) eindeutig beschrieben. Man 
nennt d(x,y) den Abstand oder die 
Entfernung der Punkte (Elemente) 
xy 

Beispiel 1: Die Menge R der reellen 
Zahlen bildet bezüglich 


d(x,y):=|x—yl 


(t Betrag) einen metrischen Raum. Für 
ein festes aeRR beschreibt 


d(a,x)<r bzw. d(a,x)<r 


(reR*) ein offenes bzw. abgeschlosse- 
nes Intervall mit dem Mittelpunkt a 
und dem Radius r (also der Länge 
2r). 

Beispiel 2: In der Menge R’=RxR 
wird durch 


d((x 1, X2), (yı ’ y2)) 
:=|xı -yılt|Xx2-—y2l 
eine Metrik definiert. Diese heißt die 


Taximetrik (weil in einem gitterförmi- 
gen Straßennetz die von einem Taxi 


zurückgelegte Fahrstrecke zwischen 
zwei Punkten dieser Metrik ent- 
spricht. Die Entfernung zweier 


metrischer Raum 


Punkte ist also die Summe der Beträ- 
ge der Koordinatendifferenzen. Für ei- 
nen festen Punkt AeR? beschreibt 


d(A,X)<r bzw. d(A,X)<r 
(reR*) ein offenes bzw. abgeschlosse- 
nes Quadrat mit dem Mittelpunkt A 
und der Seitenlänge r//2 (Abb. 1). 





Abb. 1: Taximetrik 


Beispiel 3: In R? wird durch 
d((x1,X2),(y1; Y2)) 


:=Y (Xı -Yyı)? +(X2 -y2)? 


eine Metrik definiert, welche mit der 
anschaulichen Vorstellung von der 
Entfernung zweier Punkte in der Ebe- 
ne übereinstimmt. Man nennt sie 
manchmal die euklidische Metrik in 
R?. Für einen festen Punkt AeR? be- 
schreibt 


d(A,X)<r bzw. d(A,X)<r 
(reR*) eine offene bzw. abgeschlosse- 
ne Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 
A und den Radius r (Abb. 2). 
Beispiel 4: In R? wird durch 

d((x1, x), (yı; y2)) 

:=max(|x, —yıl,IX2—-y2|) 
eine Metrik definiert; man nennt sie 
die Maximum-Metrik in R?. Durch 
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d(A,X)<r bzw. d(A,X)<r 


(AeR?, reR*+) wird wie bei der Taxi- 
metrik (vgl. Beispiel 2) ein offenes 
bzw. abgeschlossenes Quadrat be- 
schrieben; seine Lage bezüglich der 
Koordinatenachsen ist jedoch anders 
als bei der Taximetrik (Abb. 3). 





Abb. 2: Euklidische Metrik 





Abb. 3: Maximum-Metrik 


In Verallgemeinerung der Metriken in 
den Beispielen 2 und 3 definiert man 
für jedes pz1 durch 


d((x1,X2), (Yı, )2)) i 
:=(|xı —X2]’+|yı — Y2lP)r 
eine Metrik auf R?. 


Die euklidische Metrik in Beispiel 3 
läßt sich verallgemeinern zu 


d((x1,%X2),(Yı, y2)) 


:=YaılXı -Yı)? +a2(X2- ya)” 
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mit festen positiven Zahlen a,, az. Je- 

des tSkalarprodukt im Vektorraum 

RR? führt so auf eine Metrik in R°. 

Alle genannten Metriken lassen sich 

auf den Raum R” übertragen. Für 
X=(X1,X2, 5: ) 
Y=(y1,Y2> +: n) 

lautet die Abstandsdefinition 
d(X, Y):= max |x;—yil 

1sisn 


bzw. i 
X, Y):= (2 Ir)? 


mit pZ1, bzw. 


AX,Y): = Satı-n 


mit 41,42,..,>0. 
Beispiel 5: Auf der Menge aller ?Fol- 
gen (x„» reeller Zahlen, für welche die 


tReihe ), x7 konvergiert, ist durch 


n=1 


d(<xn2, <Yn?) 5 


[6,0] 


S (Xn— Yn)? 

n=1 

eine Metrik definiert. 

Beispiel 6: Auf der Menge aller Funk- 

tionen f:[a,b]J>R, für welche das 
b 


! Integral (f’o)dx existiert, ist durch 


b 
d(f£,g):= \ If-g)’(a)dx 


eine Metrik definiert. 

Die Beispiele 5 und 6 zeigen, daß der 
Begriff des metrischen Raumes für die 
Analysis von Bedeutung ist. Viele Be- 
griffe der Analysis lassen sich auf me- 
trische Räume übertragen. Beispiels- 
weise definiert man die Konvergenz 
einer Folge <X,„> von Elementen eines 
metrischen Raumes (M,d) folgender- 
maßen: 

Es existiert ein XeM derart, daß für 


Mischungsrechnung 


jedes .eeR* ein n,eN existiert mit fol- 
gender Eigenschaft: 


dX,,X)<e für alle n>n.. 
Ist in einem tVektorraum eine 
t!Norm || || definiert, dann ist er be- 
züglich 


4%, N:= |IX-Ji 


ein metrischer Raum. 

Minimalfläche: Es sei C eine einfach 
geschlossene Raumkurve. Eine durch 
C berandete Fläche von minimalem 
Flächeninhalt heißt Minimalfläche. 
Zwischen einem Drahtbügel spannt 
sich z.B. eine Seifenlamelle in Gestalt 
einer Minimalfläche auf. Minimalflä- 
chen sind dadurch charakterisiert, daß 
ihre mittlere Krümmung (tKrüm- 
mung) in jedem ihrer Punkte Null ist. 
Mischungsrechnung. Zwei Stoffe S, 
und $, enthalten einen Rohstoff mit 
den Anteilen p, % bzw. pz %. Mischt 
man m, Mengeneinheiten von $, mit 
m, Mengeneinheiten von $,, so ent- 
hält die Mischung den Stoff zu p%, 
wobei 


_Mıpı tM2P2 
m, + Mm; 


Entsprechend verfährt man bei der 
Mischung von mehr als zwei Stoffen: 
Enthalten die Stoffe S,,S>,...,S, ei- 
nen Rohstoff in den Anteilen pı %, 
P2 %s.--,Pr %, so enthält eine Mi- 
schung von m, Einheiten von $ı,m;z 
Einheiten von S,»,...,m; Einheiten von 
S, von dem Rohstoff p %, wobei 


_MıPı tM2P2+...+MkPk 





m +Mmz+ ..t+Mk 


Auf die gleiche Weise berechnet man 
den Durchschnittspreis einer Ware, 
die in unterschiedlichen Mengen zu 
unterschiedlichen Preisen eingekauft 
wurde (Mischkalkulation): Werden von 
einer Ware die Mengen M,,Ma»,.. 


.’ 


Mittelsenkrechte 


M, zu den Preisen P,P,...,R (pro 
Mengeneinheit) gekauft, so ist der 
Durchschnittspreis 


p_ Mi +M;P+...+M,P. 
Mı+M.2+...+M, 


In der Mischungsrechnung spielt also 
das gewichtete tarithmetische Mittel 
eine Rolle (? Mittelwert). 
Mittelsenkrechte (Mittellot): Die Ge- 
rade durch den Mittelpunkt einer 
Strecke, welche zu der Strecke recht- 
winklig (senkrecht) ist, heißt Mittel- 
senkrechte dieser Strecke. Die Mittel- 
senkrechte einer Strecke besteht aus 
allen Punkten, welche von den beiden 
Endpunkten der Strecke die gleiche 
Entfernung haben. Die Mittelsenk- 
rechten der Seiten eines 1Dreiecks 
schneiden sich in einem Punkt; dies 
ist der Umkreismittelpunkt des Drei- 
ecks. 

Mittelwert: Unter dem Mittelwert 
zweier oder mehrerer Zahlen versteht 
man meistens das farithmetische Mit- 
tel, obwohl viele andere Mittelwertbil- 
dungen in der Praxis vorkommen. In 
der folgenden Tabelle sind drei häufig 
benutzte Mittelwerte angegeben, wo- 
bei x,y bzw. x1,X2,....,x„ Variable für 


positive reelle Zahlen sind. 
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Es gilt 
H(x,y)<C(x, y)<SA(x, y) 
bzw. 
H(x1,X2, KR, RX RS 
Ss A(X1,X2, N 


wobei das Gleichheitszeichen genau 
dann gilt, wenn die Zahlen alle gleich 
sind. 

Beispiele: 1) Errechnet ein Kaufmann 
aus den Monatsumsätzen im Laufe ei- 
nes Jahres den mittleren Monatsum- 
satz, so wendet er das arithmetische 
Mittel an. 

2) Möchte man aus den Zinssätzen in 
aufeinanderfolgenden Jahren den mitt- 
leren Zinssatz berechnen, so bildet 
man das geometrische Mittel der 

: Pi ; 

Zinsfaktoren 14700 (i=1,2,...); es 
ergibt sich der mittlere Zinsfaktor 


I4: und damit der mittlere Zins- 


satz p. 

3) Werden mehrere gleich lange Strek- 
ken mit unterschiedlichen Geschwin- 
digkeiten durchfahren, dann ist die 
Durchschnittsgeschwindigkeit das har- 
monische Mittel der verschiedenen 
Einzelgeschwindigkeiten. 

Das geometrische und das harmoni- 
sche Mittel lassen sich mit Hilfe einer 
geeigneten Funktion g: R*>R auf 
das arithmetische Mittel zurückfüh- 
ren: Der Ausdruck 


g(AlERı), ER), -- 8) 


1 
liefert für g(x)=— das harmonische 


Mittel, also 


1 
H(x1,X%2, 2 KR) = —— ——, 


(- 1 -) 
Al, -,...,, — 
X % %, 


und für g(x)=Igx das geometrische 
Mittel, also 
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G(X1,%2, ...,%,) = 104181. 18x2.....Igxn) 


Setzt man g(x)=x?, so erhält man das 
in der ?Statistik häufig verwendete 
quadratische Mittel 


| /x?+y? 
2 
w 


bzw. 


x?+x3+..+x? 
\ r 


Treten die Zahlen x,,X>,...,x, mit ge- 
wissen relativen Häufigkeiten oder 
Anteilen p1,P2,:..,Pn auf, wobei 
Pıtp2+...+p„=1 gelten muß, dann 
ist das gewichtete arithmetische Mittel 





PıXı t+P2X2+ ... tPnXn 


(vgl. ?Mischungsrechnung). Das ge- 
wichtete geometrische Mittel ist 


KIND 


das gewichtete harmonische Mittel ist 


-1 
(+224..+28) 
X % % 


Mittelwertsatz. Es gibt zwei Mittel- 
wertsätze der Differentialrechnung 
und zwei Mittelwertsätze der Integral- 
rechnung: 
Erster Mittelwertsatz der Differential- 
rechnung: Die Funktion f sei stetig 
auf [a,b] und differenzierbar auf 
Ja, b[. Dann gibt es ein &e]Ja,b[ mit 
FOI@ gg 

-a 
Dieser Satz besagt geometrisch, daß es 
in dem offenen Intervall ]a,b[ min- 
destens eine Zahl & derart gibt, daß 
die Tangente in dem Kurvenpunkt 
(£&, f(£)) parallel zu der Sekante durch 
die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ver- 
läuft (Abb. 1). 
Zweiter Mittelwertsatz der Differen- 
tialrechnung: Die Funktionen f und g 


Mittelwertsatz 


seien stetig auf [a,b] und differenzier- 
bar auf Ja,b[. Ist g’(x)#0 für alle 
xe]a,b[, dann ist g(a)+g(b) und es 
gibt ein de ]Ja,b[ mit 

ftb)- fl) 





e(b)- ga) Ed 





Abb. 1: Erster Mittelwertsatz der Differen- 
tialrechnung 


Dieser Satz läßt sich folgendermaßen 
anschaulich deuten: Durchläuft ein 
Punkt die Kurve mit der 1 Parame- 
terdarstellung 


C)-{). win 


dann wird der Geschwindigkeitsvektor 
durch 


Ü I 

gt) 

beschrieben. Es gibt nun einen Zeit- 
punkt r, zu welchem dieser Geschwin- 
digkeitsvektor parallel zu dem Verbin- 


dungsvektor von Anfangs- und End- 
punkt der Kurve ist, also 


wall 
(Abb. 2). 


Erster Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung: Ist f stetig auf [a,b], dann 





Mittelwertsatz 


existiert ein Ze]ja,b[ mit der Eigen- 
schaft 


(f)dx=f(dlb-a). 






N 


(fr), gir)) 






(/(b), g(b)) 









ko) 






(Sta), g(a)) 


Abb. 2: Zweiter Mittelwertsatz der Diffe- 
rentialrechnung 


Eine geometrische Interpretation die- 
ses Satzes 
dung 3. 


entnimmt man Abbil- 





Abb. 3: Erster Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung 


Der erweiterte erste Mittelwertsatz der 
Integralrechnung besagt: Sind f und g 
stetig auf [a,b] und ist g(x)=0 für alle 
xe[a,b], dann gibt es ein &e]a,b[ mit 


b b 
N Fds)dx= FAT ElÄ)dx. 
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Zweiter Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung: Die Funktion f sei mono- 
ton auf [a,b] und besitze dort eine 
stetige Ableitungsfunktion f’. Ferner 
sei g stetig auf [a,b]. Dann gibt es ein 
&e]a,b[ mit 


b 
\fds@d)dx 


a 


& b 
= f(a) | g(x)dx+ f(b) | g)dx. 
a g 


Im folgenden werden die Beweise die- 
ser vier Sätze skizziert: 
Ist f an der Stelle xoe]Ja,b[ differen- 
zierbar und hat f dort ein relatives 
Extremum, dann ist f’(xo)=0. Liegt 
nämlich z.B. ein Maximum vor, dann 
ist 

X -6)Sf(Xo) 
und 

FXo+ö)< f(Xo) 


für alle hinreichend kleinen ö6>0, also 


fid=lin Fro+9-f&0) _g 
5-0 ö 
und 5 
f'&o)=lim S%o- So) g, 
ö>0 


-Öö 


Hieraus folgt der Satz von Rolle, der 
ein Sonderfall des ersten Mittelwert- 
satzes der Differentialrechnung ist: Ist 
f stetig auf [a,b] und differenzierbar 
auf Ja,b[ und gilt f(a)= f(b), dann 
gibt es ein Zeja,b[ mit f’(&)=0. Ist 
nämlich f(x)=f(a) für alle xe[a,b], 
dann ist f(&)=0 für jedes £e]a,b[. 
Andernfalls gibt es eine Stelle 
Ceja,b[, an der die Funktion f ihr 
absolutes Maximum oder ihr absolu- 
tes Minimum annimmt, an der also 
FO gilt. 

Wendet man den Satz von Rolle auf 
die Funktion F: [a,b]>R mit 

(b)- f (a) 


Fa)= 9-7, #0 
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an, so erhält man den ersten Mittel- 
wertsatz der Differentialrechnung. 
Den zweiten Mittelwertsatz erhält 
man, wenn man den Satz von Rolle 
auf die Funktion F: [a,b]>R mit 


S(b)- f(a) 
Fix)= BB ME 0 5 
SS IE 
anwendet. Der erste Mittelwertsatz 


der Integralrechnung folgt aus dem 
der Differentialrechnung, wenn man 
ihn auf die Funktion F: [a,b]J“R mit 


F&)=| f(odt 


anwendet. Den zweiten Mittelwertsatz 
der Integralrechnung beweist man mit 
Hilfe der Methode der partiellen Inte- 
gration. Der wichtigste Mittelwertsatz 
ist der erste Mittelwertsatz der 
Differentialrechnung, der auch kurz 
„Mittelwertsatz“ genannt wird. Mit 
seiner Hilfe beweist man z.B. folgende 
Sätze: 
Schrankensatz: Ist f auf [a,b] stetig 
und auf ]Ja,b[ differenzierbar und gilt 
m<f(x)<M auf Ja,b[, dann gilt 
auch 
Fu) f(v) 
u—v 
auf [a,b]. 
Monotoniesatz: Ist f auf [a,b] stetig 
und auf Ja,b[ differenzierbar, dann ist 
f auf [a,b] 


— streng monoton wachsend, falls 


S)>0 für alle xe]a,b[; 


m<s 


IIA 


M (u#+vo) 


— streng monoton fallend, falls 
S&)<O für alle xe la, b[. 


Satz: Ist f auf [a,b] stetig und auf 
Ja,b[ differenzierbar und ist f’(x)=0 
für alle xe]Ja,b[, dann ist f auf [a,b] 
konstant. 

Der Mittelwertsatz eignet sich auch 
zur Herleitung von Abschätzungen 
von Funktionswerten. 


Möbiusband 
Beispiel 1: Für alle xeR* gilt 





<In(1+x)<x. 
l+x ) 


Für f(t):=In(1+t) auf dem Intervall 
[0,x]] liefert der Mittelwertsatz 


Ini+x)—InI u l 
x Are 
mit Ce ]0,x[. Aus 
1 1 
< ——— 
1l+x 1+£ 





<| 





ergibt sich die Behauptung. 
Beispiel 2 (tHöldersche Ungleichung): 
Für x,y>0 und O<a<1 gilt 


1-a 


ax+(l-o)y>x”y 


Für die Funktion f: x>x'”"* und 
0<x<y liefert der Mittelwertsatz 
nämlich 


yıe-xtt=(y-x)(l-0)E”° 
<(y-x)l-a)x”®, 


woraus sich die genannte Ungleichung 
ergibt. 

Möbiusband (nach A.F. Möbius, 
1790-1868): Bezeichnung für eine Flä- 
che, die folgendermaßen entsteht: 
Man denke sich einen Streifen zusam- 
mengeklebt, nachdem seine Enden um 
180° gegeneinander verdreht worden 
sind (Abb. 1). 





Abb. 1: Möbiusband 


Das Möbiusband hat nur eine Seite, 
d.h. man kann nicht „oben“ und „un- 
ten“ unterscheiden: Man erreicht je- 
den Punkt dieser Fläche von einem 
beliebigen Ausgangspunkt aus, ohne 


Moivresche Formel 


den Rand der Fläche zu überschrei- 
ten. Wegen dieser Eigenschaft wurden 
früher Möbiusbänder als Transmis- 
sionsriemen verwendet, weil eine 
gleichmäßige Abnutzung gewährleistet 
war und keine elektrostatische Aufla- 
dung zu befürchten war. 

Moivresche Formel (nach A.de 
Moivre, 1667-1754): Bezeichnung für 
die Formel 


(cos 9+isin 9"=cosn9-+isinnd 


für neN und JeR. Diese auch als 
Moivrescher Lehrsatz bezeichnete 
Darstellung folgt aus der Beziehung 


e?=cos9+isind 


(tExponentialfunktion). Zerlegt man 
die Moivresche Formel in Realteil 
und Imaginärteil, so erhält man für 
n=2,3,4 der Reihe nach die folgenden 
Beziehungen für die trigonometrischen 
Funktionen: 


cos29=cos? 9-sin? 9; 
sin29=2cos9 sin 9; 
cos39=cos? 9-3 cos 9 sin? 9; 
sin39=3 cos? 9 sin9-sin? 9; 
cos 49 =cos*9—6 cos? 9 sin? 9 
+sin* 9; 
sin49 =4 cos? 9 sin 9 
—4 .c0s 9 sin? 9. 


Mit Hilfe der Moivreschen Formeln 
kann man also cosn9 und sinn als 
Polynom in cos 9 und sin 9 darstellen. 
Moment. Ist X eine 1Zufallsgröße, so 
heißt der tErwartungswert von X* 
das Moment k-ter Ordnung von X 
und wird mit m,(X) bezeichnet. Es ist 
also 


m(X):= % (X (wo) P(w), 


wen 
falls X eine Zufallsgröße auf einem 
Zufallsversuch mit einer endlichen 
Menge Q2 von möglichen Ausfällen ist. 
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Liegt eine beliebige diskrete Vertei- 
lung vor, so ist 


m(X):=Yx* P(X =n), 


wobei x die Werte von X durchläuft. 
Bei einer stetigen Verteilung (f Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung) mit der 
‚Wahrscheinlichkeitsdichte f (x) ist 
m(X):= | x*f(x)dx. 

Der Erwartungswert und die ? Varianz 
von X lassen sich dann folgenderma- 
Ben schreiben: 


E(X)=m, (A), 
VX)=m(X—-m(A)). 


monoton: Eigenschaft von Folgen und 
Funktionen. 1) Monotonie einer Folge: 
Die tFolge <a,» heißt 


monoton wachsend (steigend), 
wenn a,+12a, für alle neN gilt; 
monoton fallend, 


wenn a„,1ı <a, für alle neN gilt. 
Die Folge heißt streng monoton 
wachsend bzw. fallend, wenn stets > 
bzw. < gilt. Für eine monoton wach- 
sende Folge positiver Zahlen gilt 


An+1 





>21 füralle neN, 
A, 


für eine monoton fallende Folge posi- 
tiver Zahlen gilt 


An+ı 
An 





<l füralle neN. 


Der Hauptsatz über monotone Folgen 
besagt, daß eine monoton wachsende 
nach oben beschränkte (monoton fal- 
lende nach unten beschränkte) Folge 
konvergiert. 

2) Monotonie einer Funktion: Eine 
Funktion f heißt auf einem Intervall I 
monoton wachsend (steigend), wenn 
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FRU)Sf(X) 


gilt, falls x, <x> ist; 
monoton fallend, wenn 


SR) X) 


gilt, falls x, <x> ist. 


Dabei sind x,, x» Zahlen aus dem 
Intervall /. Die Funktion heißt streng 
monoton wachsend bzw. fallend, wenn 
stets < bzw. > gilt. 

Beispiel 1: Die Funktion f:x>a+x 
ist monoton wachsend für jedes aeR 
auf jedem Intervall: 


Xı <X2 > Aa+txXı <atx>. 


Diese Aussage heißt Monotoniegesetz 
der Addition. 

Beispiel 2: Die Funktion f: xt>ax ist 
monoton wachsend für jedes a>0 auf 
jedem Intervall: 


Xı <X2 > AX, <AXo. 


Diese Aussage heißt Monotoniegesetz 
der Multiplikation. 
Beispiel 3: Die Funktion f: xt>a* ist 
monoton wachsend für a21 und mo- 
noton fallend für O<asIl. Für a=| 
erhält man die konstante Funktion 
f:x>1, welche sowohl monoton 
wachsend als auch monoton fallend 
1st. 
Ist f auf dem Intervall streng mono- 
ton wachsend bzw. streng monoton 
fallend, dann besitzt f dort eine T Um- 
kehrfunktion. 
Ist f auf dem Intervall I differenzier- 
bar, dann kann man mit Hilfe der 
tAbleitung feststellen, auf welchen 
Teilintervallen von I sie monoton 
wächst oder fällt. Es gilt nämlich 
(Abb. 1): 
Ist f(x)z0 für alle xe[a,b], dann 
ist f auf [a, b] monoton steigend; 
ist f(x)<O für alle xe[a,b], dann 
ist f auf [a, b] monoton fallend. 
Falls > bzw. < gilt, ist f streng mo- 
noton wachsend bzw. fallend. 


Monte-Carlo-Methode 





| monoton ı monoton 
ı fallend ! wachsend 
| 
j 


_monoton 
wachsend 









f'>0 f’<0ı f’>0 


Abb. 1: Monotonie einer Funktion 


Entsprechend dem Hauptsatz über 
monotone Folgen kann man folgen- 
den Satz über monotone Funktionen 
formulieren: Für eine monoton wach- 
sende nach oben beschränkte Funk- 
tion f existiert der Grenzwert 

lim f(x); 
für eine monoton fallende nach unten 
beschränkte Funktion existiert dieser 
Grenzwert ebenfalls. 
Monte-Carlo-Methode: Bezeichnung 
für das Nachspielen (TSimulation) ei- 
nes TZufallsversuchs mit ?Zufalls- 
ziffern. Dabei muß man zunächst den 
Ausfällen des Zufallsversuchs derart 
Ziffern oder Ziffernblöcke zuordnen, 
daß die Wahrscheinlichkeiten der Aus- 
fälle mit den Wahrscheinlichkeiten der 
zugeordneten Ziffernblöcke überein- 
stimmen. 
Die Monte-Carlo-Methode wird vor 
allem bei Zufallsversuchen angewen- 
det, bei denen die Wahrscheinlichkei- 
ten der Ausfälle nicht oder nur sehr 
schwer kombinatorisch zu berechnen 
sind. In folgendem Beispiel, bei dem 
man das Resultat noch sehr leicht 
kombinatorisch überprüfen kann, wer- 
den Zufallsziffern aus der in Abbil- 
dung 1 abgedruckten Tafel benutzt. 
Beispiel 1: Der Zufallsversuch bestehe 
im dreimaligen Würfeln und Notieren 
der Augensumme, es ist also 


9=13,4,5,....,18}. 


Monte-Carlo-Methode 


Monte-Carlo-Simulation: Man streiche 
alle Ziffern 0,7,8,9 und alle Ser- 
Blöcke, in welchen mindestens drei 
Ziffern gestrichen wurden. In den ver- 
bleibenden Blöcken benutze man nur 
die ersten drei Ziffern: 


2907@ verbleibt 2: streichen ! 
28212 verbleibt 2212: 
221 liefert den Ausfall „5“. 


Mit Hilfe der Tafel ergibt sich die 
Häufigkeitsverteilung in Abbildung 1. 
Diese unterscheidet sich noch stark 
von dem „theoretischen“ Ergebnis, da 
nur sehr wenige Zufallsziffern benutzt 
wurden. 

Die Monte-Carlo-Methode kann man 
auch zur Berechnung von Flächenin- 
halten bzw. von ?Integralen einsetzen. 


Zufallsziffern 
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l x 
Abb. 2: Bestimmung der Kreiszahl rn 


Beispiel 2: Die Kreiszahl n kann man 
mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode 
folgendermaßen näherungsweise be- 
stimmen: Man teile die Zufallsziffern 
in 4er-Blöcke abcd ein, bilde jeweils das 


12159 
30156 
59069 
54107 
99681 


27252 
93259 
84068 
68582 
60646 


66144 
90519 
01722 
58081 
81295 


37875 
74585 
43759 
97054 
11298 


05091 
95785 
53338 
82470 
06315 


53679 
11863 
75814 
28251 
19680 


13446 
47544 
41942 
59407 
28212 


01889 
78985 
32261 
63787 
10087 


2 


45653 
66735 
65118 
13475 
45029 


35714 
03881 
12728 
57285 
66391 


4 


13684 
35754 
71236 
95872 
57701 


63534 
46567 
09636 
18854 
70853 


6 


66024 
11088 
01932 
16268 
96327 


63791 
93696 
22336 
35006 
24423 


8 


91410 
67310 
70343 
78436 
85436 


76342 
93321 
75629 
16343 
73007 


51351 
19720 
25812 
39231 
33614 


47717 
54970 
01017 
51867 
74958 


10 12 14 


Abb. 1: Häufigkeitsverteilung bei einer Monte-Carlo-Simulation 


22772 
08379 
62275 
64247 
29070 


73684 
37607 
45503 
67979 
29020 


16 


18 
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Zahlenpaar (0, ab; 0, cd) (im Dezimal- 
system geschrieben) und prüfe, ob der 
zugehörige Punkt in dem Viertelkreis 
in Abbildung 2 liegt. Liegen k von n 
Punkten in diesem Viertelkreis, so ist 


k n 
— ein Näherungswert für ri 
n 


Schon bei 1000 Punkten erhält man in 
der Regel einen sehr genauen Wert für 
n. Dieser Berechnung von rn liegt die 
Idee der Rückfangmethode (1 Maxi- 
mum-Likelihood-Methode) zugrunde: 
Man unterteile das Quadrat in Abbil- 
dung 2 in 100?=10000 kleinere Qua- 
drate und zähle, wie viele davon in- 
nerhalb des Viertelkreises liegen. Statt 
nun alle 10000 Quadrate zu zählen, 
zählt man nur 1000. Das Resultat 
wird verbessert, wenn man aus den 
Zufallsziffern Punkte mit dreistelligen 
Koordinaten bildet; dann gibt es 
1000? = 1000000 kleine Quadrate, von 
denen man z.B. 50000 „einfangen“ 
kann. 

Multiplikation: Das Multiplizieren 
(Malnehmen) von Zahlen wird mit 
dem Malpunkt „-“ geschrieben, in der 
angelsächsischen Literatur und in der 
technischen Literatur oft auch mit ei- 
nem Kreuzzeichen „x“. Das Ergebnis 
einer Multiplikation heißt Produkt. 
Das Produkt der Zahlen 6 und 7 ist 
42, in Zeichen: 6-7=42. Die Zahlen 6 
und 7 sind dabei die Faktoren des 
Produktes. Bei der Multiplikation 
mehrstelliger Zahlen zerlegt man ei- 
nen Faktor in eine Summe von Ei- 
nern, Zehnern, Hundertern, ... und be- 
nutzt das Distributivgesetz (?distri- 
butiv): 


37.293=37.(200+90+3) 
=37.200+37-.90+37.3 
=7400+3330+ 111 
= 10841 


Zur Multiplikation größerer Zahlen 
benutzt man den tTaschenrechner 


Multiplikationssatz 


oder das folgende Verfahren zur 
schriftlichen Multiplikation: 


2309 - 783 


16163 + 2309.7 
+ 18472 + 2309. 8 
+ 6927 + 2309. 3 


1807947 


Man muß dabei die Multiplikation 
mit einer einstelligen Zahl „im Kopf“ 
ausführen. Zur Überprüfung des Re- 
sultats ist es zweckmäßig, eine t Über- 
schlagsrechnung durchzuführen. 
Die Multiplikation von Dezimalzah- 
len erfolgt prinzipiell in derselben 
Form. Dabei muß man folgende Regel 
beachten: Hat der eine Faktor m Stel- 
len nach dem Komma und der andere 
Faktor n Stellen nach dem Komma, 
dann hat das Produkt m+n Stellen 
nach dem Komma: 

4 Stellen 

—— Pe SE 

37,1255.481,292 
1485020 
2970040 
3712533 
742510 
3341295 
742510 


178682061460 
N — 
7 Stellen 


3 Stellen 


Auch hier ist es sinnvoll, mit einer 
Überschlagsrechnung (40 - 500 = 20000) 
das Ergebnis, insbesondere die richtige 
Kommastellung, zu überprüfen. 

Die Umkehrung der Multiplikation ist 
die TDivision. Vgl. auch Multiplika- 
tion der tganzen Zahlen, der t Bruch- 
zahlen und der tkomplexen Zahlen. 
Multiplikationssatz. Sind A, B 1 Ereig- 
nisse in einem Zufallsversuch, so gilt 


P(AnB)=P(A)P(B| A). 


Diese Formel dient häufig zur Defini- 
tion der tbedingten Wahrscheinlich- 


Näherungsverfahren zum Lösen von Gleichungen 


keit. Für drei Ereignisse A,B, C gilt 
(vgl. Abb. 1) 


P(AnBrC) 
=P(A)P(B| A) P(C|AnB). 


r/\ 
A A 
rua/ \ IN 
B B 
rranm/ \ IN 
C C 


Abb. 1: Multiplikationssatz für drei 
Ereignisse 


Dies ist der Multiplikationssatz für 
drei Ereignisse. Allgemein gilt für n 
Ereignisse A,, Aa, ..., A, 
P(AıNA»n...NA,) 
=P(A,) P(A3|Aı) P(A3 | AıNA;>): ... 
- P(An| AıNAaNn...NA,- ı), 
also 


e(fa)-tır(a 





i—1 

NA). 

j=1 

Der Multiplikationssatz wird in ele- 
mentaren Zusammenhängen auch 


Pfadregel genannt (Tmehrstufiger Zu- 
fallsversuch). 


N 


Näherungsverfahren zum Lösen von 
Gleichungen: Die Lösungen einer 
Gleichung lassen sich oft nicht exakt 
mit Hilfe von Termumformungen er- 
mitteln, vielmehr gewinnt man in der 
Regel nur ?Näherungswerte für die 
Lösungen mit Hilfe geeigneter Nähe- 
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rungsverfahren. Solche Näherungsver- 
fahren sind die ?TRegula falsi, das 
tNewtonsche Verfahren und das in 
folgendem Beispiel geschilderte Ein- 
schachtelungsverfahren: 

Beispiel: Es sei die trigonometrische 
Gleichung 


sinx=4x? 


zu lösen. Anhand der Graphen der 
Funktionen x>sinx und x+4x? 
(Abb. 1) erkennt man, daß außer 
xı=0 noch eine zweite Lösung x, 7 1,9 
existiert. 





Abb. 1 


Den genauen Wert von x, kann man 
durch Einschachteln recht gut annä- 
hern: 


x sinx—4x? 
1,9 >0 
2,0 <0 
1,93 >0 
1,94 <0 
1,933 >0 
1,934 <0 
1,9337 >0 
1,9338 <0 
usw. 
Es ist also x2=1,9337.... — Vgl. auch 


t Newtonsches Verfahren (Beispiel 2). 

Näherungswert. Kann man die Dezi- 
malbruchentwicklung einer Zahl nicht 
vollständig angeben, so muß man sich 
mit einem Näherungswert begnügen. 
Dabei ist es wichtig, daß man den 
Fehler abschätzen kann. Ist a eine 
reelle Zahl und a’ ein Näherungswert 
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für a, also awa’, dann ist |a-a’| der 
Betrag des Fehlers. Am wichtigsten ist 
die Frage nach Näherungswerten bei 
Funktionswerten (t Funktion). Im fol- 
genden wird die Wurzelfunktion be- 
trachtet. 

Beispiel 1: Es soll va näherungs- 
weise angegeben werden. Wegen 
6°<41<7? ist 6 ein erster Näherungs- 
wert. Nun ist 


VA=YV6+5R26+%, 
denn 6?+5 und (6+7%)* unterscheiden 
sich nur um (7), also um weni- 
ger als 0,2 (tbinomische Formeln). 
Allgemein gilt 


N — b 
?+bza+—, 
Va a 2a 


wobei a und b natürliche Zahlen sein 
sollen und a? die am nächsten an 
a’+b liegende Quadratzahl ist. Der 
Fehler läßt sich sehr gut mit 


b b? 
V +5 -( +.) N — 

i mer ReTE 
abschätzen. Etwa um diesen Wert ist 
der Näherungswert zu groß, so daß 
man die bessere Näherungsformel 


b 5 
Va’+bza+—- — 


2a 8a? 





erhält. Noch bessere Näherungswerte 
erhält man mit Hilfe der t Taylor-Rei- 


he von Yl+x. 


Beispiel 2: 
V8529+%=9,222... 

und genauer 
V8529+%-735=9,21947.... 

Der genaue Wert ist 


V85=9,21954.... 


Für n-te Wurzeln kann man ähnlich 
verfahren: 


negativ 


b 
V a +84: 


Schon einfache ?t Taschenrechner be- 
sitzen Funktionstasten, so daß man 
wichtige Funktionswerte recht genau 
bestimmen kann. Die Fortpflanzung 
der Fehler beim Rechnen mit Nähe- 
rungswerten behandelt man in der 
tFehlerrechnung. (Vgl. auch tAp- 
proximation, ! Runden.) 

natürliche Zahlen: Bezeichnung für 
die Zahlen 1,2,3,4,.... Die Menge 
der natürlichen Zahlen bezeichnet 
man mit N (Großbuchstabe N mit ei- 
nem doppelten Anfangsstrich). In neu- 
ster Zeit zählt man auch die Zahl O 
(TNull) zu den natürlichen Zahlen; 
dann ist 


N:={0,1,2,3,4, ...}, 
N*:={1,2,3,4,...}. 


In diesem Buch werden aber die z.Zt. 
noch gebräuchlicheren Bezeichnungen 


N:={1,2,3,4, ...}, 
No:={0, 1,2, 3,4, ...} 


verwendet. 

Die natürlichen Zahlen dienen zur 
Angabe von Anzahlen und zum Nu- 
merieren, allgemein also zum Zählen. 
Ausgehend von N, definiert man die 
tganzen Zahlen und die t Bruchzahlen 
(trationale Zahlen), um alle Gleichun- 
gen der Form a+x=b und a-x=b 
lösen zu können. 

negativ: TGanze Zahlen, Trationale 
Zahlen oder Treelle Zahlen heißen ne- 
gativ, wenn sie kleiner als O sind. Sie 
heißen positiv, wenn sie größer als 0 
sind. Die Zahl 0 (t Null) ist weder po- 
sitiv noch negativ. Positive und nega- 
tive Zahlen kennzeichnet man durch 
ein Vorzeichen (Pluszeichen oder Mi- 
nuszeichen). Bei positiven Zahlen läßt 
man oft das Vorzeichen (Pluszeichen) 
weg. Die Zahl O hat nie ein Vorzei- 


Neilsche Parabel 


chen, die Schreibweise +0 ist in der 
Mathematik nicht üblich. 

Neilsche Parabel (nach W. Neil, 
1637-1670): Graph der Kurve, die 
durch die Gleichung 


ax’—y?=0 
gegeben ist (Talgebraische Funktion). 
Dabei ist a eine positive Zahl. Die 
beiden Äste der Neilschen Parabel 


(Abb. 1) sind die Graphen der Funk- 
tionen 


xmyYax’ und x>-Yax°. 


y=+yax’ 





Abb. 1: Neilsche Parabel 


Die Neilsche Parabel ist eine der we- 
nigen algebraischen Kurven, bei denen 
die TBogenlänge relativ einfach zu be- 
rechnen ist: Die Länge des Bogens 


von (0,0) bis (x, Yax°) ist 
s=|yl+Zatdt 
f) 


= [V(1+3ax)’-1]. 
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Netz. Der Begriff „Netz“ wird oft be- 
deutungsgleich mit dem Begriff 
„Graph“ der ?tGraphentheorie be- 
nutzt, oft aber auch in folgender Be- 
deutung: Ein Netz ist ein zusammen- 
hängender Graph. In einem Netz sind 
also zwei Ecken stets durch einen 
Kantenzug miteinander verbunden. In 
der letztgenannten Bedeutung wird im 
folgenden der Begriff des Netzes 
verwendet. 

Ein Netz heißt einzügig durchlaufbar 
oder unikursal, wenn es in ihm einen 
Weg gibt, der jede Kante genau ein- 
mal enthält. Ein solcher Weg heißt 
Euler-Weg (nach L. Euler, 1707-1783). 
Unikursale Netze mit Rückkehr zum 
Anfangspunkt besitzen einen geschlos- 
senen Weg; unikursale Netze ohne 
Rückkehr zum Anfangspunkt ergeben 
einen nicht-geschlossenen Weg. Die 
Anzahl der Kanten, die mit einer 
Ecke inzidieren, heißt die Ordnung 
dieser Ecke. Eine Ecke heißt gerade, 
wenn sie von gerader Ordnung ist, an- 
dernfalls heißt sie ungerade. Die An- 
zahl der ungeraden Ecken in einem 
Netz ist stets gerade. In einem Netz 
mit genau 2n ungeraden Ecken gibt es 
n Wege derart, daß jede Kante zu ge- 
nau einem dieser Wege gehört. Ein 
Netz ist genau dann unikursal, wenn 
es keine oder genau zwei ungerade 
Ecken gibt; im ersten Fall liegt ein ge- 
schlossener Euler-Weg vor, im zweiten 
Fall ein nicht-geschlossener (Abb. 1). 
Das erste der drei Netze in Abbil- 
dung 1 untersuchte Euler im Jahre 
1737 im Zusammenhang mit dem Kö- 
nigsberger Brückenproblem: In der In- 
nenstadt von Königsberg vereinen 
sich der Alte und der Neue Pregel 
zum Pregelfluß. Im 18. Jahrhundert 
führten über die Flußläufe 7 Brücken, 
die das Süd-, das Nord-, das Ost- und 
das Inselgebiet miteinander verbanden 
(Abb. 2). Es stellte sich die Frage, ob 
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ein Stadtrundgang so zu planen war, 
daß man jede Brücke genau einmal 
überquerte. Es zeigte sich, daß dies 
nicht möglich war. 


4 ungerade Ecken, 
also 2 Wege: 


2 ungerade Ecken, 
also ein 
(nicht-geschlossener) 
Weg: 


3 2 
4 4 
5 3 
3 3 
3 


keine ungerade Ecke, 
also ein (geschlossener) Weg 


AT 
7 


4 





Abb. 2: Königsberger Brückenproblem 


Neben den Euler-Wegen, bei denen je- 
de Kante des Netzes genau einmal 
durchlaufen wird, sind die Hamilton- 
Wege von Interesse, bei denen die 
Ecken des Netzes genau einmal durch- 
laufen werden (nach G. Hamilton, 
1805-1865). Dies ist z.B. in einem 
Dodekaedernetz (1 Polyeder) möglich 
(Abb. 3). 


15 DRM 


neutrales Element 


Abb. 3: Hamilton-Weg (dick gezeichnet) 


Ein Netz, welches man kreuzungsfrei 
in der Ebene zeichnen kann (planarer 
Graph im Sinne der ?Graphentheo- 
rie), bezeichnet man als Landkarte 
oder als Polyedernetz. Eine Landkarte 
teilt die Ebene in Gebiete ein. Es gilt 
der Satz von Euler: Besitzt eine Land- 
karte e Ecken, k Kanten und f Gebie- 
te (Länder, Flächen), dann ist 


e+f=k+2. 


Ein interessantes Problem ist die 
tFärbung von Landkarten. 

Ersetzt man in einer Landkarte die 
Länder durch Ecken und verbindet 
zwei solche Ecken genau dann durch 
eine Kante, wenn sie in der ursprüng- 
lichen Kante benachbart sind, dann 
erhält man die duale Landkarte (duales 
Netz). 

neutrales Element. Ist (M, x) eine al- 
gebraische Struktur und n ein Element 
aus M mit n*»a=axn=a für alle 
aeM, dann ist n ein neutrales Element 
von (M, x). Die algebraische Struktur 
(M, x) besitzt höchstens ein neutrales 
Element. Bezüglich der Addition von 
Zahlen ist O (TNull) das neutrale Ele- 
ment; bezüglich der Multiplikation 
von Zahlen ist 1 (Eins) das neutrale 
Element. 

Bezüglich der t Verkettung von Abbil- 
dungen ist die Tidentische Abbildung 
das neutrale Element. 


Newtonsches Verfahren 


Newtonsches Verfahren (nach I. New- 
ton, 1643-1727): Bezeichnung für das 
folgende Näherungsverfahren zur Null- 
stellenbestimmung einer Funktion: 
Gesucht ist eine Nullstelle einer steti- 
gen Funktion f im Intervall [a,b], 
wobei f auf ]Ja,b[ stetig differenzier- 
bar sein soll und der Bedingung 
f(x)+0 genügen soll. Dann ist f auf 
[a,b] streng Tmonoton. Es gibt also 
genau eine Nullstelle in [a,b], wenn 
f(a) f(b)<O ist, wenn also f(a) und 
f(b) verschiedene Vorzeichen haben. 
Man setzt 











Xx:=4, 
REEL, 
fa) 
PREERIE |. 
f%) 
usw., also allgemein 
en (neN). 


Diese Rekursionsformel ist am Gra- 
phen von f folgendermaßen zu deu- 
ten: Die Tangente im Punkt (x,„, f(x,)) 
hat die Gleichung 


y =f(x,) +f (X — u; 
sie schneidet die x-Achse an der Stelle 


u. fm 
ei: 

und diese Stelle wähle man als näch- 
sten Näherungswert (Abb. 1). Man be- 
zeichnet das Newtonsche Verfahren 
deshalb auch als Tangentenverfahren. 
Beispiel 1: Zur näherungsweisen Be- 
rechnung von v2 wird in [1,2] die 
Nullstelle von f:x>x?°—2 gesucht. 
Wegen f’(x)=2x erhält man die Re- 
kursionsformel 


2 


I ° 





Xn+1=Xn 
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Abb. 1: Newtonsches Verfahren 


Mit dem Anfangswert x,=1 erhält 


=} = 1,9, 
x=H4 = 1,41666666 ..., 
x=i0 =1,4142568..., 


X: = 495833 = 1,41421356.... 


xs liefert den Wert von v2 auf 8 Stel- 
len genau. 

Beispiel 2: Es soll der Schnittpunkt 
der Graphen von y=sinx und y=4x? 
in [1, 2] bestimmt werden (Abb. 2). 





Abb. 2 


Dazu berechnet man in [1,2] die 
Nullstelle der Funktion 


f: x>sinx—4x?. 
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Die Rekursionsformel lautet 
sinx„— tx? 
Xn+1 = Xn nn Ma” 
COSX,„— 5X, 

Mit dem Anfangswert x,=1,5 ergibt 
sich 


x, =2,14039, 
x3=1,95201, 
x4=1,93393, 
x; =1,93375. 


xs liefert den Wert der Nullstelle auf 
5 Stellen genau. 

Die im Newtonschen Verfahren defi- 
nierte Folge <x,„> konvergiert nicht in 
jedem Fall gegen die Nullstelle von f. 
Man kann folgende hinreichende Be- 
dingung für die Konvergenz des New- 
ton-Verfahrens angeben: Ist f zweimal 
stetig differenzierbar auf Ja,b[ und 
x„ela,b] für alle neN, dann konver- 
giert (x„> gegen die Nullstelle von f 
in [a,b], wenn gilt: 


FRF"R) 
(FR)? 
Beispiel 3: Für die 


max <sL<i1. 


[a,b] 








Arkustangens- 


funktion xH>arctanx konvergiert das 
Newtonsche Verfahren nicht gegen die 
Nullstelle 0), wenn man den Anfangs- 
wert x, zu weit von O entfernt wählt 
(Abb. 3). 





Abb. 3 
nichteuklidische Geometrie: Bezeich- 
nung für eine Geometrie, in der alle 


Axiome der euklidischen Geometrie 
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nichteuklidische Geometrie 


(TAxiome der Geometrie) gelten, mit 
Ausnahme des Parallelenaxioms. In 
engerem Sinn spricht man von einer 
nichteuklidischen Geometrie, wenn 
statt des Parallelenaxioms das hyper- 
bolische Parallenaxiom gilt: Zu einer 
Geraden gibt es durch einen nicht auf 
ihr gelegenen Punkt mindestens zwei 
Parallelen. Man spricht dann auch 
von einer hyperbolischen Geometrie. 
Eine elliptische Geometrie liegt vor, 
wenn zu keiner Geraden durch einen 
nicht auf ihr gelegenen Punkt eine Par- 
allele existiert; dies ıst z.B. auf der 
Kugelfläche der Fall, wenn man die 
Großkreise als Geraden definiert. 

Ein anschauliches Modell für eine 
nichteuklidische (hyperbolische) Geo- 
metrie stammt von F. Klein (1849 bis 
1925) (Kleinsches Modell, „Bierdeckel- 
geometrie“): Als „Punkte“ betrachtet 
man die Punkte im Innern einer 
Kreisscheibe, als „Geraden“ die Seh- 
nen in dieser Kreisscheibe (im euklidi- 
schen Sinn). Die Punkte des Randes 
(also der Kreislinie) sollen nicht zu 
der Geometrie gehören. In Abbil- 
dung 1 ist angedeutet, daß zu jeder 
Geraden g und jedem nicht auf g lie- 
genden Punkt P unendlich viele Gera- 
den h mit Peh und gnh=B existieren. 





Abb. 1: Kleinsches Modell 


Ein weiteres anschauliches Modell für 
eine nichteuklidische (hyperbolische) 


Nichtstandardanalysis 


Geometrie stammt von J.H. Poincare 
(1854-1912): Als „Punkte“ betrachtet 
man die Punkte einer Halbebene (im 
euklidischen Sinn) ohne die Begren- 
zungsgerade y. Als „Geraden“ be- 
trachtet man alle Halbkreise und 
Halbgeraden, welche (im euklidischen 
Sinn) rechtwinklig zu y sind (Abb. 2). 






81 


(NL 


Abb. 2: Poincar&sche hyperbolische 
Geometrie 





y i) 


In Abbildung 3 ist angedeutet, daß zu 
jeder Geraden g und jedem Punkt P, 
der nicht auf G liegt, unendlich viele 
Geraden h mit Peh und gnh=ß 
existieren. 


P 


Rn 


Y y 
Abb. 3 


Seit Euklids Zeiten (300 v.Chr.) hatte 
man versucht, entweder das Paral- 
lelenaxiom aus den übrigen TAxiomen 
der Geometrie herzuleiten, oder aber 
zu beweisen, daß dies unmöglich ist. 
Erst N.I. Lobatschewski (1793-1856) 
und unabhängig von ihm J.Bolyai 
(1802-1860) zeigten, daß nichteuklidi- 
sche Geometrien existieren, daß also 
die Negation des Parallelenaxioms mit 
den übrigen Axiomen der Geometrie 
verträglich ist. Das Parallelenaxiom 
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ist somit unabhängig von den übrigen 
Axiomen, es ist nicht aus diesen 
herleitbar. 

Nichtstandardanalysis (N on-Standard- 
Analysis): Moderne Erweiterung der 
klassischen ? Analysis („Standard-Ana- 
lysis“) durch Einführung von Nicht- 
standardzahlen mit dem Ziel, die Be- 
griffe „unendlich groß“ und „un- 
endlich klein“ arithmetisch zu erfas- 
sen. Eine exakte Begründung der 
Nichtstandardanalysis benötigt tieflie- 
gende Mittel der formalen Logik, so 
daß hier nur eine anschauliche Erklä- 
rung gegeben werden kann. 

Eine TFolge <a(n)) reeller Zahlen hei- 
Be Nichtstandardzahl und werde mit 
a(Q2) bezeichnet (2 griech. Großbuch- 
stabe Omega). Zwei Nichtstandard- 
zahlen sollen gleich sein, wenn sich 
die zugehörigen Folgen nur für höch- 
stens endlich viele Indizes unter- 
scheiden: 


a(2)=b(2):>a(n)=b(n) 
für alle neN mit höchstens 
endlich vielen Ausnahmen. 


Die Nichtstandardzahlen („Q2-Zahlen“) 
02,2%, YQ, 0°, 1nQ,... 
sind der Reihe nach durch die Folgen 


<n?), <2"3, <Yn), <n"y, <Inn), ... 


definiert. Die Menge aller Nicht- 
standardzahlen bezeichnet man mit 
®RR. Identifiziert man die reelle Zahl c 
mit der konstanten Folge <c(n)> mit 
c(n)=c für alle neN, so ist R eine 
Teilmenge von ®R, also ?R eine Er- 
weiterung von R. Die algebraischen 
Verknüpfungen und die Anordnung 
lassen sich von R auf ®R übertragen: 
Sind a(2), b(2) durch die Folgen 
<a(n)>, <b(n)> definiert, so wird a(Q) 
+b(2) durch die Folge <a(n)+b(n)> 
und a(2)-b(2) durch die Folge 
<a(n)-b(n)> definiert; ferner setzt man 
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a(2)<b(Q) genau in dem Fall, wenn 
a(n)<b(n) für alle neN mit höchstens 
endlich vielen Ausnahmen gilt. Die 
Menge ®R der Q-Zahlen bildet dann 
einen angeordneten ?Ring. Dieser bil- 
det keinen Körper, denn es existieren 
Nullteiler; beispielsweise ist 


(1+(-D9.A-(-109%=0, 


aber 1+(-1)?+0 und 1-(-1)?=#0. 
Die Anordnung in ®R ist nicht linear 
(t Ordnungsrelation), beispielsweise 
gilt keine der drei Beziehungen 


(-1?<0, (-1°=0, (-1)?>0. 


Die Anordnung in ®R ist nicht archi- 
medisch, d.h. zu je zwei positiven Zah- 
len a,b gibt es nicht stets eine natürli- 
che Zahl n mit n-a>b; man wähle 


1 
etwa a=— und b=|1. 
Q 


Ist f eine Funktion auf R, dann ergibt 
sich daraus vermöge 


F: a@)>F(a(2)) 


eine Funktion f auf ?R, wobei die 
Q-Zahl f(a(2)) durch die Folge 
< fta(n))> definiert ist. Beispielsweise 
läßt sich die Betragsfunktion auf diese 
Art auf ?R übertragen. 

Die Q-Zahl Q (gegeben durch die Fol- 
ge <n)> der natürlichen Zahlen) ist 
„unendlich groß“, denn es gilt 


c<Q füralle ceR. 
Gilt für eine Q-Zahl j(Q) 
R)<c 


dann heißt sie „unendlich klein“ oder 
infinitesimal. Die Q-Zahl w:=Q"' 


1 
(definiert durch die Folge ()) ist 


für alle ceR mit 0<c, 


infinitesimal (w griech. Kleinbuchstabe 
Omega). Auch w?, Yo, 2-2, »* sind 
infinitesimal, ferner ist 


IR 2 | 
142) -% 0, 
| al Sk! 


Nichtstandardanalysis 


ein Beispiel für eine infinitesimale Q- 
Zahl (t Eulersche Zahl). 

Mit Hilfe der infinitesimalen Zahlen 
kann man eine neue Gleichheitsrela- 
tion (tÄquivalenzrelation) in *R defi- 
nieren: 


a(2)= ıb(2):>a(2)— b(Q2) 
ist infinitesimal. 


Damit gilt beispielsweise 
2 


y RER EN.\ 
k=1 k 

wobei y=0,5771... die Eulersche Kon- 
stante ist. An diesem Beispiel erkennt 
man, daß Aussagen über das fasym- 
ptotische Verhalten von Folgen und 
Funktionen mit Hilfe von Nichtstan- 
dardzahlen ausgedrückt werden kön- 
nen, wobei Grenzwertbeziehungen 
arithmetisch zu formulieren und zu 
beweisen sind. 

Auch Distributionen (1 verallgemei- 
nerte Funktionen) sind mit Hilfe von 
Nichtstandardzahlen ausdrückbar. 
Eine der zahlreichen möglichen Dar- 
stellungen der ö-Funktion ist beispiels- 
weise die „beliebig schmale“ Glocken- 
kurve: 





ölx)= Fi) 
V2r 
Eine Funktion f heißt stetig an der 
Stelle x, wenn für jedes infinitesimale 
h auch f(x+h)— f(x) infinitesimal ist 
(tStetigkeit). Mit einer infinitesimalen 
Q-Zahl h gilt für die tAbleitung einer 
Funktion f an der Stelle x 


Sa+h-f&) 


S)=ı h 





(sofern h kein Nullteiler im Ring der 
Q-Zahlen ist). In der Nichtstandard- 
analysis erfolgt also eine gewisse 
Rechtfertigung des Rechnens mit „in- 
finitesimalen Größen“ im Sinne von 


Nomogramm 


G.W. Leibniz (1646-1716), der neben 
I. Newton (1643-1727) und J. Gregory 
(1638-1675) als Begründer der Diffe- 
rentialrechnung gilt. 

Bei einem exakteren Aufbau der 
Nichtstandardanalysis führt man an- 
stelle des Ringes ”R einen linear an- 
geordneten Körper *R ein, indem 
man die Gleichheit (im Sinne einer 
tÄquivalenzrelation) wesentlich weiter 
faßt als es bei den oben erklärten 
Gleichheitsrelationen in ?R geschehen 
ist. 

Nomogramm: Graphische Darstellung 
funktionaler Zusammenhänge zwi- 
schen mehreren Veränderlichen. An 
einem Nomogramm kann man die 
Werte einer Funktion oder die Lösun- 
gen einer Gleichung sehr einfach able- 
sen. Das Konstruieren von Nomo- 
grammen heißt Nomographie. Viele 
wichtige Nomogramme enthält der 
t Rechenstab. 

Norm. Ist V ein t Vektorraum und || | 
eine Abbildung von Vin R, also 


| I: V>R, 
dann bezeichnet man || || als Norm auf 
V, wenn gilt: 
xI>0 für alle XeV; (1) 
IXI=0-X=0; (2) 
«x |=lallix| 
für alle xeR und alle XeV; (3) 
x+yl<|xl+ PN (4) 








für alle X,yeV (Dreiecksungleichung, 
vgl. Abb. 1). 


& 
=, 


+y 


| 


Abb. 1: Dreiecksungleichung 
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Das Paar (V, || ||) heißt dann normier- 
ter Vektorraum. 

Veranschaulichtt man Vektoren im 
Vektorraum R? oder R° durch Klas- 
sen gerichteter Pfeile, dann ist durch 
die Länge der Pfeile eine Norm defi- 
niert. Im Vektorraum R” ist z.B. für 
jedes pz 1 eine Norm durch 


IX1:=YlxılP+1x2lP+...+ 1x]? 


definiert. 
Für p=2 erhält man die euklidische 
Norm. 





Ist in V eine Norm || || definiert, so ist 
durch 
d(x, y):= |Ix-yll 


eine Metrik auf V gegeben; ein nor- 
mierter Raum ist damit auch ein tme- 
trischer Raum. 

Ist in V ein tSkalarprodukt X-y defi- 
niert, dann ist durch 


IRI:=V RX 
auch eine Norm in V erklärt. Das 
Standardskalarprodukt in R” liefert 
die euklidische Norm. 
Normale: Gerade, die in einem vor- 
gegebenen Punkt einer Kurve (Kur- 
vennormale) bzw. Fläche (Flächennor- 
male) rechtwinklig zur Tangente bzw. 
Tangentialebene in diesem Punkt ist. 
a) Normale einer Geraden in der Ebe- 
ne. Die Normale einer Geraden g im 
Punkt Peg ist die zu g rechtwinklige 
Gerade durch P (Abb. 1). 


Normale 





Abb. 1: Normale einer Geraden 
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Ist g in t Parameterform gegeben, also 


xı aı u 
e: ( )=( \+r( ) reR, 
X2 az u; 
dann lautet eine Parameterform der 
Normalen zu g in P(pı, p;) 


x n 
Eee er 
2 P2 N, 
n 
wobei | ‘) ein Normalenvektor von g 
2 


ist, also ein zum Richtungsvektor 


u 
( ) von g orthogonaler Vektor. Ein 
U, 
solcher Normalenvektor ergibt sich 
aus der Gleichung 

UN, +U2N, = 0 


(tSkalarprodukt). Ist die Gerade g in 
Normalform gegeben, also 


g:kıxı+k3x3 =k, 


kı 


dann ist (; ein Normalvektor von g. 


2 
Beispiel 1: Zur Geraden 


ll) ver 


soll im Punkt P(5, —3) die Normale 
berechnet werden. Ein Normalenvek- 
tor ergibt sich aus 3n,—2n,=0 zu 
n=(3). Folglich ist 


“(Ih sr 


die gesuchte Normale. 
Die Normalform von g ergibt sich 
durch Elimination des Parameters r: 
Xı=2+3r |-2 
X%=-1l-2r 7} 
2% +3x%,=1 





Hieran kann man ebenfalls den Nor- 
malenvektor (2) ablesen. 

b) Normale einer Kurve in der Ebene. 
Die Normale im Punkt P einer Kurve 


Normale 


k ist diejenige Gerade durch P, die zur 
!Tangente im Punkt P rechtwinklig 
ist (Abb. 2). Voraussetzung ist dabei, 
daß die Kurve „glatt“ ist, also im be- 
trachteten Bereich Tangenten besitzt. 





Normale 


Abb. 2: Normale einer Kurve 


Hat k die Parameterdarstellung 
x t 
e(")=(9 0), 1efa5l 
X2 Pat) 
dann ist 
ee, 
p:(t) 
ein Tangentenvektor, also 
N | os 
n= en 
9, 
ein Normalenvektor im Kurvenpunkt 
zum Parameterwert t. 


Ist k als Graph einer Funktion f gege- 
ben, also 


k: )- a xıela,b], 


dann ist 


a_ (9) 

n= 
ein Normalenvektor im Kurvenpunkt 
mit der Abszisse X;. 
Beispiel 2: Die Normale der Parabel 
mit der Gleichung x;=x? im Punkt 


Normale 


P(3,4) soll berechnet werden. Ein 
Normalenvektor ist 


()-([1) 
n= = r 
—] —| 
also ist 
I j 
el), ver 
X2 z —1 


bzw. 4x, +4x,=3 eine Gleichung der 
gesuchten Normalen (Abb. 3). 


X 
Normale 


2m 





Abb. 4 


Beispiel 3: Die Normale der Ellipse 
mit der Parameterdarstellung 


(“) z ( cos } te[0, 2x], 


X bsint 


: . T 
im Punkt mit dem Parameterwert 4 
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soll berechnet werden. Ein Normalen- 
vektor ist allgemein 


,  [becost 
Nn= i > 
asint 


b 
für 1-7 also a=4y2 ( (Abb. 4). 
a 


c) Normale einer Ebene im Raum. Die 
Normale einer Ebene e im Punkt Pee 
ist die zu & rechtwinklige Gerade 
durch P. Ihr Richtungsvektor ist zu 
jedem Spannvektor der Ebene ortho- 
gonal (Abb. 5). 


Normale 





Abb. 5: Normale einer Ebene 


Ist ein Parameterform gegeben, also 


x a, u Di 

€E:|X2 |=|a2 | +tr| u | +S| v3 

X3 Az Uz Vz 
(r,seR), dann lautet eine Parame- 


terform der Normalen zu dieser Ebene 
in P(p,.P2:P3) 


xXı Pı N] 
x%]=Ip:|+t|n; |, teR; 
Xz3 P3 Nn3 


der Normalenvektor n ergibt sich aus 
dem Gleichungssystem 

UN +UgNa +Uznz3 =O 

VıNnıt+Vang t+V3N3=0 
oder in der Form n=uxV (t Vektor- 


produkt). Ist die Ebene e in Normal- 
form gegeben, also 
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kıXıt+k2X2+k3X3=k, 


kı 
dann ist |k,| ein Normalenvektor 
von &. kz 
Beispiel 4: Zur Ebene 
X 4 _ 1 2 
e:I|x]=|1]|+r 0)J+s I-2 
X3 0 2 3 


(r,seR) soll im Punkt P(5, —1,5) die 
Normale berechnet werden. Ein Nor- 
malenvektor ergibt sich aus 

—Nı + 2nz =( 

2n, —2n, +3n3=0 


zu 
4 

n=| 7]. 
2 


Die Normalform von e lautet also 
4x, +7x2+2x3=a, 

wobei wegen Pee 
a=4-5+7.(-1)+2-.5=23. 


d) Normale einer Fläche im Raum. 
Die Normale im Punkt P einer Fläche 
ist diejenige Gerade durch P, die zur 
TTangentialebene im Punkt P recht- 
winklig ist (Abb. 6). Voraussetzung ist 
dabei, daß die Fläche „glatt“ ist, also 
in dem betrachteten Bereich Tangen- 
tialebenen besitzt. 


Normale 


Tangentialebene 





Abb. 6: Normale einer Fläche 


Normale 


Hat die Fläche die Parameterdarstel- 
lung 


x pı(u, v) 
x%]|=| Pp2(u, v) 
X3 p3(u, v) 


(ue[a, b], ve[c, d]), dann hat die Tan- 
gentialebene in P die Spannvektoren 


091 __ 09:1 __ 
r (a, 5) — (u, d) 
0 0) 

ı (ü, d) und ne (u, vd) 
ou oV 

0) 0 


(Tpartielle Ableitung), wenn P zu den 
Parameterwerten u, D gehört. Aus die- 
sen bestimmt man einen Normalen- 
vektor und damit die Gleichung der 
Normalen. Ist die Fläche als Graph 
einer Funktion von zwei Variablen ge- 
geben, also durch eine Gleichung der 
Form 


X3 =f(xı ’ X), 


dann geht man von der Parameterdar- 
stellung 


x x 

X%2|= X2 

X3 S(X1,X2) 
aus. 


Beispiel 5: Durch 
next 


wird ein hyperbolisches Paraboloid 
(Sattelflläche, Flächen zweiter Ord- 
nung) beschrieben. Die Normale im 
Punkt P(2, 1,3) soll berechnet werden. 
Zwei Spannvektoren der Tangential- 
ebene ergeben sich allgemein zu 


l 0 
0 und 1 , 


2x} — 2% 


Normalverteilung 


ein Normalenvektor also zu 
— 2x} 
2x2]. 
1 


Die Normale durch P hat also die 
Gleichung 


xı 2 —4 

x|=|1]|-+r 21, reR. 

X3 3 l 
Normalverteilung (Gauß-Verteilung; 
nach C.F. Gauß, 1777-1855). Eine 


TZufallsgröße X heißt normalverteilt 
oder N (u, o)-verteilt, wenn ihre Wahr- 
scheinlichkeitsdichte durch 


_x-wW? 
e 20? 





PX)= 
oy2n 

gegeben ist; dabei ist u=E(X) der 
tErwartungswert und o=o(X) die 
TStandardabweichung von X. Der 
Graph der Funktion p (Abb. 1) wird 
auch Gaußsche Glockenkurve genannt, 
da Gauß mit dieser Funktion die Ver- 
teilung zufälliger tFehler beschrieben 
hat. 







l 


(u, m) mit m= —— 
oy?2n 





Wendepunkt 


\r 


Wendetangente 
Abb. 1: Gaußsche Glockenkurve 





Die Wahrscheinlichkeitsfunktion 
D(x):= | Plddt 
gibt die Wahrscheinlichkeit des Ereig- 


nisses „X <x“ an, also P(X<x)= (x). 
Sie ist in Abbildung 2 dargestellt. 
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Ist a=0 und o =1, so heißt die zugehö- 
rige Normalverteilung standardisiert 
oder Standardnormalverteilung (N (0,1)- 
Verteilung) (1 Standardisieren). Wahr- 
scheinlichkeitsdichte und Wahrschein- 
lichkeitsfunktion der standardisierten 
Normalverteilung sind in den Abbil- 
dungen 3 und 4 dargestellt. 





uU-0o u u+o x 
Abb. 2: Wahrscheinlichkeitsfunktion 


El) 


—1 0 l x 


Abb. 3: Wahrscheinlichkeitsdichte der 
standardisierten Normalverteilung 





Abb. 4: Wahrscheinlichkeitsfunktion der 
standardisierten Normalverteilung 
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Die Häufigkeit eines Merkmals bei ei- 
ner statistischen Erhebung kann nie 
genau normalverteilt sein, da sie nur 
endlich viele Werte enthält. Man 
nennt aber ein Merkmal bzw. eine 
Zufallsgröße auch dann normalver- 
teilt, wenn die Häufigkeitsverteilung 
bzw. die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
hinreichend gut mit einer Normalver- 
teilung übereinstimmt. Charakteri- 
stiisch für eine Normalverteilung ist 
die Glockenform ihrer Dichtefunktion 
(Häufigkeitsdichte,  Wahrscheinlich- 
keitsdichte). Für normalverteilte Zu- 
fallsgrößen liegen a% aller Werte im 
Intervall [u—ko, u+ko], wobei a und 
k gemäß folgender Tabelle zusammen- 
hängen (s. auch Abb. 5): 









y=o(x) 


Abb. 5 


Bei einer normalverteilten Zufallsgrö- 
Be gilt also für etwa 


68% der Werte |x-ulso; 
95,5% der Werte |x-uls2o; 
99,7% der Werte |x-ul|lS3o. 


Normalverteilung 


Die Tatsache, daß viele in der Natur 
vorkommende Zufallsgrößen (Größe 
von Blättern, Lebensdauer von Ein- 
tagsfliegen, ...) normalverteilt sind, wird 
durch den tZentralen Grenzwert- 


satz erklärt. Die Werte u und o eines 
normalverteilten Merkmals kann man 
mit Hilfe des 

papiers ermitteln. 


Wahrscheinlichkeits- 





u x 
Abb. 6: Normalverteilungsfunktion mit dem 
Erwartungswert u und der Standardab- 
weichung o 





Abb. 7: Normalverteilungsfunktion bei 
Transformation der y-Koordinaten 


Ist ® die Verteilungsfunktion der 
Standardnormalverteilung, dann ist 


ve 





Normalverteilung 






99 


98 Ir 


ve 


96 
12) 





Pl sanunnsen herren ad beatbonb nee hhanm a 
: er 


DZ 
3 





Abb. 8: 
Ermittlung der 
Parameter 
einer Normal- 
verteilung 

mit Hilfe von 
Wahrschein- 
lichkeitspapier 


951771777 

















29 0<x<=292 
29,2 <xs29,4 
29,4<x<s29,6 
29,6<xs29,8 


29,8<x<30,0 
30,0<x<30,2 
30,2<x<s30,4 
30,4<x<30,6 
30,6 <x<30,8 
30,8<x<s3l,0 
31,0<x 
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die Gleichung der Normalverteilungs- 
funktion mit dem Erwartungswert u 
und der Standardabweichung co 
(Abb. 6, S.443). Der Graph dieser 
Funktion wird bei geeigneter Trans- 
formation der y-Koordinaten zu einer 
Geraden mit der Gleichung 


x 
[02 


(vgl. Abb. 7, S. 443). 

Diese Koordinatentransformation ist 
auf dem im Handel erhältlichen 
Wahrscheinlichkeitspapier ausgeführt 
(Abb. 8). Durch Eintragen von Meß- 
werten, die zu einer Normalverteilung 
gehören, kann man mit Hilfe des 
Wahrscheinlichkeitspapiers die Para- 
meter u und o ermitteln. 

Sind X,, X, ...., X„ unabhängige Zu- 
fallsgrößen über einem Bernoulli-Ver- 
such mit P(Treffer)=p und 


X ‚(Treffer) =1, 
X ,(Fehlschlag) =0 


Bel 
Be 





Uu= 


n), dann ist die Zufallsgrö- 


binomialverteilt (T Binomialverteilung). 
Nach dem Zentralen Grenzwertsatz 
läßt sich die Binomialverteilung durch 
eine Normalverteilung approximieren. 
Es gilt 

k 

Lu“ o(‘ 2); 


[03 


dabei ist u=np und o=Ynp(l-p) 


(Abb. 9). 

Die Werte der Funktion ® entnimmt 
man der Tafel auf Seite 446, welche 
wegen 


d(-x)=1-©(x) 


und 


normiert 
D(4)= 1,0000 


nur Werte für O<x<4 enthält. 







® 


Wahrscheinlichkeits- 
funktion der 
standardisierten 
Binomialverteilung 


Abb. 9 


Beispiel: Es mögen 44,3% aller Wäh- 
ler die Partei ABC gewählt haben. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 
unter 1000 willkürlich herausgegriffe- 
nen Wählern mindestens 420 und 
höchstens 466 ABC-Wähler zu finden? 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

( 


2 


i= 420 


0,443'.0,557'000- 
l 


B ( 466 — 443 +0,5 
yV 1000 -0,443 - 0,557 
419 — 443 +0,5 


. 5 1000 -0,443 0,557 
= &(1,4960) — &(— 1,4960) 
=26(1,4960)— 1 
=2.0,9326-1=86,5 %. 


normiert: |) Ein TVektor heißt nor- 
miert, wenn er den Betrag 1 hat, also 
ein Einheitsvektor ist. 

2) Ein tTVektorraum heißt normiert, 
wenn auf ihm eine tNorm definiert 
ist. 

3) Ein tPolynom heißt normiert, 
wenn der Koeffizient der höchsten Po- 
tenz 1 ist. 








Gaußsche Summenfunktion ®(x)= 3" dr 


7}, je 


Beispiele: &(1,62)=0,9474, ®&(— 1,62)=1 0,9474 = 0,0526, 
&(x)=0,677>x=0,46, B(x)=0,323=1—-0,677>x= —0,46 
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4) Eine ?Zufallsgröße heißt normiert 
oder standardisiert (tStandardisieren), 
wenn sie den Erwartungswert 0 und 
die Standardabweichung 1 hat. 

Notation: Bezeichnung für die Art, in 
der die Tmathematischen Zeichen an- 
geordnet werden. In der Mathematik 
ist im allgemeinen die nicht-klammer- 
freie Notation (algebraische Notation, 
Infixnotation) üblich, bei der ein Ope- 
rationszeichen (+, —,:- usw.) stets 
zwischen den beiden Operanden steht, 
auf die es anzuwenden ist, z.B. 


a+b-(c-d)-e=... 


Hier sind t Klammern erforderlich, da 
a+b-c—d eine andere Reihenfolge 
der Operationen ergibt und damit zu 
einem anderen Ergebnis führen würde. 
Bei der klammerfreien Notation, die 
auf den polnischen Logiker J. Luka- 
siewicz (1878 bis 1956) zurückgeht, 
stehen die Operationszeichen nicht 
zwischen, sondern vor oder hinter 
den Operanden; entsprechend unter- 
scheidet man die Präfix- und die 
Postfixnotation. Bei der Präfixnotation 
(polnische Notation, für sie hatte sich 
Lukasiewicz entschieden) steht jedes 
Operationszeichen vor den beiden 
Operanden, auf die es angewandt wer- 
den soll. Das oben angeführte Beispiel 
würde in dieser Notation 


— +a:b-cde=... 


lauten. Bei der Berechnung beginnt 
man mit dem letzten Öperationszei- 
chen, das man auf die unmittelbar da- 
hinter stehenden Operanden anwen- 
det; das sich ergebende Zwischenre- 
sultat ist der neue Operand, der zum 
nächsten, weiter links stehenden Ope- 
rationszeichen gehört usw. — In der 
Postfixnotation, die auch als reverse 
oder umgekehrt polnische Notation be- 
zeichnet wird, lautet die Darstellung 


abcd-:+e-=... 


Hier beginnt man die Berechnung mit 
dem ersten Öperationszeichen und 
den beiden links davor stehenden 
Operanden. 

Da sich die klammerfreie Notation 
leichter in die „Maschinensprache“ 
von Datenverarbeitungsanlagen um- 
setzen läßt und eine geringere Spei- 
cherkapazität beansprucht, wird sie in 
mittleren und größeren Anlagen in- 
tern fast ausschließlich angewandt. Bei 
Taschen- und Tischrechnern findet. 
man aus denselben Gründen z.T. die 
umgekehrte polnische Notation, ob- 
wohl deren Anwendung bei der Be- 
nutzung eine gewisse Routine erfor- 
dert. 

Null (lat. nullus=keiner): Bezeichnung 
für das Tneutrale Element bezüglich 
der Addition von Zahlen: Für jede 
Zahl a gilt 


a+0=a. 
Für jede Zahl a ist außerdem 
a.0=0. 


Deshalb darf durch O nicht dividiert 
werden: Wäre a:0=b, also a=b-0, so 
müßte a=0 sein; weil dann aber 0:0 
=b, also O=b-0 für jede Zahl b gelten 
würde, stellt der Ausdruck 0:0 keine 
eindeutig bestimmte Zahl dar. 

Für jede von O0 verschiedene Zahl a 
gilt 

0=0 und a’=| 


(t Potenz). Der Ausdruck 0° stellt we- 
der O noch 1 dar, er ist wie 0:0 ein 
unbestimmter Ausdruck. 

In Talgebraischen Strukturen, in de- 
nen ähnlich wie mit Zahlen bezüglich 
der Addition gerechnet wird, bezeich- 
net man das Tneutrale Element oft als 
Nullelement (z.B. Nullvektor, Nullfunk- 
tion). In ?TZifferndarstellungen spielt 
die Ziffer O0 eine wichtige Rolle als 
Markierung von Stellen (70 ist eine 
andere Zahl als 700 usw.). 


Nullstelle 


Bereits vor dem 8. Jahrhundert n. Chr. 
führten die Inder die Null, die durch 
einen Punkt oder einen Kreis gekenn- 
zeichnet war, mit dem Dezimalsystem 
ein. In Europa setzte sich die Verwen- 
dung der Null nur langsam durch: 
Obwohl die Null (und das Zahlzei- 
chen 0) seit dem 12. Jh. durch lateini- 
sche Übersetzungen aus dem Arabi- 
schen bekannt war, wurde sie erst um 
1500 allgemein verwendet. 

Nullstelle: Als Nullstelle einer T Funk- 
tion f bezeichnet man eine Zahl 
aeD(f), für welche f(a)=0 gilt. Zur 
näherungsweisen Bestimmung von 
Nullstellen dienen das 1Newtonsche 
Verfahren und die TRegula falsı. Ist 
p(x) ein 1 Polynom, also xt>p(x) eine 
Polynomfunktion, dann kann man die 
Nullstellen von p in manchen Fällen 
mit Hilfe von Wurzeln ausdrücken 
(Tquadratische Gleichung, tkubische 
Gleichung, Tbiquadratische Glei- 
chung). Daher spricht man auch von 
den Wurzeln eines Polynoms. Nullstel- 
len von Polynomfunktionen von hö- 
herem als 4. Grad kann man im allge- 
meinen nicht durch Wurzeln aus- 
drücken (talgebraische Gleichungen). 
Ist p ein Polynom vom Grad n mit 
höchstem Koeffizient 1, also 


px)=x"+a,_ıx""'T+..+01X+4o 


mit ao,415 :..;‚M"_ıeR, dann kann 
man die Lage möglicher Nullstellen 
von p mit Hilfe der Koeffizienten 
Ag; As -.-, dn_ı auf verschiedene Arten 
abschätzen: 

(1) Ist M das Maximum der Zahlen 


l; nlaol, Rlarlı «.,.8la-al, 


dann liegen alle möglichen Nullstellen 
von p(x) im abgeschlossenen Intervall 
[-M,M]. 

(2) It M das Maximum der beiden 
Zahlen 


1 und Jaol+laıl+...+la.- ıl, 
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dann liegen alle Nullstellen von 
p(x) im abgeschlossenen Intervall 
[-M,M]. Daraus folgt auch die Aus- 
sage (1). 

(3) Ist M das Maximum der Zahlen 


lan-ıl, Vla.l, Vla.-3l, ...,/laol, 


dann liegen alle Nullstellen von p(x) 
im offenen Intervall J-2M,2M[. 
Numerik (Numerische Mathematik): 
Teilgebiet der Mathematik, das sich 
mit der Berechnung, d.h. mit der zah- 
lenmäßigen Behandlung mathemati- 
scher Probleme befaßt. Dazu werden 
Verfahren (Algorithmen) entwickelt, 
mit deren Hilfe man die Rechenarbeit 
einem elektronischen Rechner über- 
tragen kann. Beispiele hierfür sind 
Verfahren zur Nullstellenbestimmung 
(tNewtonsches Verfahren, ?Regula 
falsi, zum Lösen tlinearer Glei- 
chungssysteme oder zur Tnumerischen 
Integration. Von großer Bedeutung ist 
bei numerischen Verfahren die Fehler- 
abschätzung, da man in der Regel nur 
Näherungswerte für die gesuchten 
Zahlen erhält. 

numerische Integration. In vielen 
Fällen ist das fIntegral einer Funk- 
tion f über einem Intervall [a, b] nicht 
mit Hilfe einer Stammfunktion zu be- 
rechnen, so daß Näherungsmethoden 
benutzt werden müssen. Im folgenden 
sei stets f(x)=0 für xela, b]. 
Rechtecksregel: Es sei durch {xo,Xı, 
X2,...,X%,} eine äquidistante Zerlegung 
von [a,b] gegeben, also 


b- 








xX=aH+ti:- (ii=0,1,2, ...,n). 


Ersetzt man den Flächeninhalt über 
dem i-ten Intervall durch 


b-a 





a) Mel, N), 


dann erhält man für das Integral den 
Näherungswert (Abb. 1) 
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® ‚2 a-ı) 





Abb. 1: Rechtecksregel 


Trapezregel: Wie bei der Rechtecksre- 
gel geht man auch hier von einer 
äquidistanten Zerlegung von [a,b] 
aus, ersetzt jetzt aber den Flächenin- 
halt über dem i-ten Intervall durch 
den Trapezinhalt (Abb. 2) 


b-a Swi-)+f&) 
n 2 


(i=1,2,...,n). Für das Integral ergibt 
sich dann der wi 


Ai Jrf& 














Abb. 2: Trapezregel 


numerische Integration 


Tangentenregel: Man geht wieder von 
einer äquidistanten Zerlegung von 
[a,b] aus, wählt jetzt aber die Tra- 
pezflächen, welche von der Tangente 
an die Kurve im Mittelpunkt des In- 
tervalls begrenzt werden (Abb. 3). 


Dann ergibt sich für das Integral der 
Näherungswert 


te =) 


b-a 








Abb. 3: Tangentenregel 


Simpson-Regel (nach T. Simpson, 
1710-1761) oder Keplersche Faßregel 
(nach J. Kepler, 1571-1630): Bei dieser 
Regel wird die gegebene Kurve nicht 
durch Strecken, sondern durch Para- 
belbögen angenähert. Bei dieser qua- 
dratischen Approximation ist der Feh- 
ler im allgemeinen kleiner als bei der 
linearen Approximation durch Gera- 
denstücke. Es sei eine äquidistante 
Einteilung von [a,b] in 2m Intervalle 
gegeben, also 


b-a 


m 





x;=aH+ti:- G=Q1,2,...,2m), 


Die Parabel durch die Punkte 
(x, f&)), (X+1,fX&+1)) 


und (X+2, f(X+2)) 


Oberfläche 


(Abb. 4) begrenzt über [x,,x;;2] eine 
Fläche mit dem Inhalt 


1lb-a 


3° m (f(x) )+Aaf(xirı)+f( Xi+2)) 


(tInterpolation). Für das Integral er- 
hält man dann den Näherungswert 


zu Sa)+4 a) 
+f(X2:+2)) 
he . 


” (a 54 (X2:+1) 


m-—1 
+2: % f(X2)+(f(Xo) Hm): 








0 X Kirı ir x 


Abb. 4: Simpson-Regel 


Bei jedem numerischen Verfahren ist 
es wichtig, eine Abschätzung der mög- 
lichen Fehler zu kennen. Bei der Tra- 
pezregel beträgt der Fehler höchstens 


(b-a)® „ 
I marı 





Der Fehler bei der Simpson-Regel 
läßt sich durch 


(ba) (4) 

———— Max 

180m? max [00) 
abschätzen. Vorausgesetzt ist jeweils, 
daß die betreffenden Ableitungen exi- 
stieren und stetig sind. 
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Oberfläche: Menge der Randpunkte 
eines Körpers. Den Oberflächeninhalt 
eines ?Rotationskörpers erhält man 
aus 


b 
O=2r|fVIHlf RA)? dx, 


wenn f die erzeugende Funktion ist 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Rotationskörper 


Hat die Oberfläche eines Körpers die 
t Parameterdarstellung 


x o(u, v) 
= | Yu, v) 
zZ x(u, v) 


((u,v)eG<R?), dann ergibt sich ihr 
Inhalt zu 


O= || |n|dudv 
6 


(1 Gebietsintegral), wobei 


Pulu, v) Pl, v) 
n= vulu, v) x v.(u, v) 
Kulu, d) Xu(u, vd) 
(T Vektorprodukt; tpartielle Ablei- 
tung). 
Beispiel: Durch 
x r cosu sin v 
y|=|rsinu sin v 
z r cosv 


Oberflächen- und Volumenberechnung 


Die verwendeten Symbole haben folgende Bedeutung: O Oberfläche; V Volu- 
men (Rauminhalt); s, s,, » Kantenlängen; G Grundfläche; r Radius; h Höhe. 


Gerade Körper: 


f 
ı 
! 
\ 
ı 
' 
\ 
ı 
f 
ı 
' 
' 
ı 
' 
ı 
' 

A 














Würfel Quader Zylinder 

0=6s O=2%(s +s)h O=2nrh + 2nr: 

V=3 + 258 V=arh 

V= Se 89 h 
Spitze Körper: Abgestumpfte Körper: 
> 
ET 
h h 
Pyramide h Kegel Pyramidenstumpf Kegelstumpf 
O=G+n- =; O=nr+nrh O = G, + 6, + Seitenflächen O=nR'+nr? 
2 +n(R+r)h 

y- CH a v2 Gr 1 

3 3 3 V=Z(R+Rr+r)H 
n: Seitenzahl G.: große Grundfläche 3 
h: Höhe der Pyramidenfläche G;: kleine Grundfläche 
H: Höhe der Pyramide 

ar ; 

Kugel Torus 

O = 4nr? von "(— D’ u =) vn 4nRr 

V="%nr: 3 = 7) = MERR 


h: Höhe des Fasses 
d: Durchmesser der Grundfläche 
D: Durchmesser an der Faßmitte 


r: Kugelradius 


Oberflächenintegral 


(0su<2rn, Osv<r) wird eine Kugel- 
fläche vom Radius r beschrieben. Es 
ist 


—rsinusinv FCOSUCOSv 
n= rcosusinv|x| rsinucoso |. 
0 —rsinv 


und |n|=r? sin v. Also ist 
2r ır 
O=r? | (Isinvar) du 
00 
2r 
=r? | 2du=4nr?. 
[0] 


Oberflächenintegral. Oberflächeninte- 
grale treten in zahlreichen pyhsikali- 
schen Anwendungen der Integralrech- 
nung auf (TVektoranalysis). Es sei F 
ein differenzierbares Flächenstück mit 
der ? Parameterdarstellung 


x o(u, v) 
y|=|vWwv)]|, (u, v)eG, 
zZ x(u, v) 


wobei G ein Gebiet aus R? ist. Ferner 
sei f eine auf F stetige Funktion von 
drei reellen Variablen. Dann nennt 
man das ? Gebietsintegral 


[ fdF:= || f(p(u, v), Ylu, v), x(u, v)) 
F G 
-|E,x Eldudv 
das Oberflächenintegral von f über F. 
Dabei ist 
Pu(u, v) 
F=| Yu v) |, 


= [vu v 
Xu(u, v) 


(tpartielle Ableitung), und x ist das 
T Vektorprodukt. Es gilt also 


Ex El 
=V (du Xu b, Yu)” +(Pu Xu PD Yu)” 


Tr (Pu v, 0 Yu)”. 
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Man beachte, daß ein Rechteck mit 
den Seitenlängen Au und Av aus der 
uv-Ebene bei hinreichend kleinen 
Werten von Au und Av näherungs- 
weise in ein Parallelogramm auf der 
Fläche F transformiert wird, welches 
von den Vektoren Auf, und AvF, ge- 
bildet wird (Abb. 1). 


G 





Abb. 1 


Genauer spricht man bei dem oben 
definierten Oberflächenintegral von ei- 
nem Oberflächenintegral 1. Art. 
Ist ein auf F stetiges Vektorfeld 











P(x, y, 2) 
0x, y, 2) 
R(x, y, 2) 
gegeben, so nennt man das Integral 
[Pdydz+Qdzdx+Rdxdy 
F 
= |f (Plot, 2), Wu, o),2(u 0) 
G 
Id) 
Olu, v) 
+0(p(u, v), Ylu, v), (x(u, v)) 
‚0 p) 
ou, v) 
+R(o(u, v), Ylu, v), (x(u, v)) 
(9, Yy) 
. Teen dudv 


ein Oberflächenintegral 2. Art. 

offen: Eigenschaft einer Menge M 
von Punkten der Geraden (R!), der 
Ebene (R?) oder des Raumes (R°), 
wenn sie nur aus finneren Punkten 
besteht, d.h. wenn mit jedem Punkt P 
aus M auch eine Umgebung von P zu 
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M gehört (Abb. 1). Die Menge der in- 
neren Punkte von M heißt Inneres 
oder offener Kern von M und wird 
mit M° bezeichnet. 





Abb. 1 


Beispiele: 1) In R (reelle Zahlengera- 
de) ist für a,beR mit a<b 


Ja,b[:={xeR|la<x<b} 


eine offene Menge (offenes Intervall). 
Auch 


Ja, o[:={xeRjla<x} 
und 
]-»,b[:={xeR|x<b} 


sind offene Mengen (offene Halbgera- 
den). Die Menge ® der rationalen 
Zahlen ist nicht offen, denn in jeder 
Umgebung einer rationalen Zahl liegt 
eine irrationale Zahl. Der offene Kern 
von ® ist die leere Menge ®. 

2) In R? (reelle Zahlenebene) ist für 
a,b,c,d mit a<b und c<d die Menge 


(x, yJ)eER?|a<x<b,c<y<d} 


eine offene Menge (offenes Rechteck). 
3) In R? (reeller Zahlenraum) ist 


(x, y, zJeER’|x?+y?+z2?<1} 
eine offene Kugel, die Menge 
(x, y, zJER?’|2x-3y+5z<7} 


ein offener Halbraum. Geraden und 
Ebenen sind keine offenen Teilmengen 
von R° (sie sind tabgeschlossen). 

Die Schnittmenge von endlich vielen 
offenen Mengen ist wieder offen. Die 
Schnittmenge von unendlich vielen of- 


Operations-Research 


fenen Mengen muß aber nicht offen 
sein: Die Schnittmenge der offenen In- 
tervalle 


1 1 
1-: | i=1,2, 3,4) 
ii 
ist ein einpunktige Menge {0}, und 
diese ist nicht offen. 

Die Vereinigungsmenge von beliebig 
vielen (also auch unendlich vielen) of- 
fenen Mengen ist stets eine offene 
Menge. 

Operations-Research (Operational Re- 
search, Unternehmensforschung): Me- 
thodik zur Vorbereitung von Ent- 
scheidungen bei der Führung von Be- 
trieben, Verwaltungen und anderen 
Organisationen durch Anwendung 
mathematischer Methoden und Mo- 
delle. Die Entscheidungen selbst kön- 
nen erst dann bestmöglich gefällt wer- 
den, wenn die Wirklichkeitsnähe der 
Modellösung und ihre Unempfindlich- 
keit gegenüber geringfügigen Ände- 
rungen der Ausgangsgrößen nachge- 
wiesen sind. 
Operations-Research-Modelle enthalten 
eine möglichst genaue Beschreibung 
aller Zusammenhänge und Abläufe, 
die hinsichtlich der Ziele sowie der 
Planung, Überwachung und Steuerung 
der zu fällenden Entscheidung bedeut- 
sam sind. So können unterschiedliche 
Lösungsmöglichkeiten zu dem Zweck 
durchgespielt werden, die im Hinblick 
auf die gesetzten Ziele günstigste Lö- 
sung herauszufinden. Um den Auf- 
wand in Grenzen zu halten, werden 
Modelle nur soweit detailliert, daß 
sich eine brauchbare Lösung finden 
läßt. Sie beinhalten also nur eine Ab- 
bildung derjenigen Teilbereiche eines 
Gesamtgeschehens, die zur Vorberei- 
tung einer bestimmten Entscheidung 
unbedingt betrachtet werden müssen. 
Operations-Research-Modelle ermög- 
lichen den Einsatz elektronischer Da- 
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tenverarbeitung als Rechenhilfe, so 
daß sich auch komplizierte und auf- 
wendige Probleme oft kostengünstig 
lösen lassen. 

Neben mathematischen Standardver- 
fahren, wie sie vor allem in der Stati- 
stik entwickelt und genutzt werden, 
kommen für die Lösung von Opera- 
tions-Research-Problemen eine Reihe 
von speziellen Verfahren zum Einsatz. 
Eines der bekanntestens ist die lineare 
t Optimierung. Die Gegebenheiten im 
untersuchten Planungsfeld — meist 
handelt es sich um Zu- und Vertei- 
lungsprobleme im Beschaffungs-, Pro- 
duktions- und Absatzbereich eines Be- 
triebes — werden hierbei durch linea- 
re Gleichungen und Ungleichungen 
dargestellt. Gesucht wird der Höchst- 
wert (Mindestwert) einer linearen Ziel- 
funktion, der noch die Nebenbedin- 
gungen erfüllt (optimaler Wert); dies 
geschieht mit Hilfe unterschiedlicher 
Rechenmethoden. Die Beschränkung 
auf lineare Zusammenhänge wird bei 
der nichtlinearen Optimierung aufgeho- 
ben. Sie arbeitet mit nichtlinearen 
Gleichungen und Ungleichungen so- 
wie einer nichtlinearen Zielfunktion. 
Sollen Entscheidungsfolgen untersucht 
werden, die sich über mehrere Pla- 
nungsperioden erstrecken, so findet 
die dynamische Programmierung An- 
wendung. Weitere, in der Praxis ge- 
bräuchliche Verfahren sind die Lager- 
haltungsmodelle (Optimalwerte für 
Lagerbestände werden anhand von 
Beziehungen zwischen Lagereingang 
und -abgang, Fertigungs- und Liefer- 
zeiten, Kapitalbindung u.a. bestimmt), 
die Warteschlangenmodelle (Engpaß- 
planung hinsichtlich Warte- und Bear- 
beitungszeiten, Zahl der wartenden 
Einheiten, z.B. bei der Schalterbeset- 
zung), die Netzplanmodelle (Optimie- 
rung von Terminplanungen unter 
Bestimmung „kritischer Wege“, von 
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Ablaufzeiten, Projektkosten usw. an- 
hand einer Netzdarstellung der unter- 
suchten Abläufe und Vorgänge auf 
der Grundlage der mathematischen 
tGraphentheorie. In der tSpiel- 
theorie ermittelt man Strategien für 
das eigene Vorgehen unter Beachtung 
des Konkurrenzverhaltens. 

Operator: Bezeichnung für eine be- 
stimmte Rechen-, Abbildungs- oder 
Transformationsvorschrift. Die Be- 
zeichnung „Operator“ wird also in 
verschiedenen Zusammenhängen in 
der Bedeutung von tAbbildung ver- 
wendet. Beispielsweise spricht man in 
der Schulmathematik von Bruchopera- 
toren: Die tBruchzahl % ordnet jeder 
Größe das #fache der Größe zu. 
Ordnet ein Operator einer Funktion 
wieder eine Funktion zu, wobei Ablei- 
tungen auftreten, dann spricht man 
von einem Differentialoperator. Ein 
solcher ist z.B. der Laplacesche Opera- 
tor (nach P.S. de Laplace, 1749-1827) 


er © 
a ap? 


welcher der Funktion f von zwei reel- 
len Variablen mit Werten in R die 
Funktion Af zuordnet, wobei 


Af (x, y)= fx, y)+ f(& Y) 


gilt (T partielle Ableitungen). 

Optimierung. Eine Aufgabe, bei der 
nach einem ?Extremwert (Minimum 
oder Maximum) einer Größe gefragt 
wird, welche von mehreren Variablen 
abhängt, nennt man Optimierungsauf- 
gabe. Dabei sind für diese Variablen 
oft einschränkende Nebenbedingungen 
gefordert. Optimal bedeutet also nicht 
dasselbe wie extremal; vielmehr be- 
deutet optimal soviel wie „extremal un- 
ter gewissen Bedingungen“. 

Die Nebenbedingungen sind meistens 
durch Gleichungen oder Ungleichun- 
gen gegeben, können aber z.B. auch 
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die Ganzzahligkeit der Lösung for- 
dern. 

In der Praxis benötigt man häufig die 
lineare Optimierung. Dabei ist der 
Wert einer linearen Funktion 


ZRH Fa X +... +9%, 


zu minimieren oder zu maximieren, 
und die Nebenbedingungen sind linea- 
re Ungleichungen für die Variablen 
X13+..,Xn. Die Funktion Z heißt die 
Zielfunktion. Im folgenden werden zu- 
nächst einige Beispiele für den Fall 
zweier Variablen angegeben. 
Beispiel1: Ein Landwirt möchte 
höchstens 40 Hektar seines Landes be- 
bauen. Er will Weizen und Zucker- 
rüben anbauen, das bedeutet 4 Tage 
bzw. 8 Tage Arbeitsaufwand pro Hekt- 
ar. Er hat höchstens 220 Arbeitstage 
im Jahr und 13600 DM Kapital für 
sein Vorhaben zur Verfügung. Der 
Anbau von 1 Hektar Weizen kostet 
320 DM, der Anbau von | Hektar 
Zuckerrüben kostet 425 DM. Die An- 
zahl der mit Weizen bepflanzten Hekt- 
are sei x, die Anzahl der mit 
Zuckerrüben bepflanzten Hektare sei 
y. Dann gilt selbstverständlich 


x>0, (1) 
y20. (2) 


Die oben angegebenen Bedingungen 
lauten 


x+ySs40, (3) 
4x+8y<220, (4) 
320x+425y< 13600. (5) 


Durch die Ungleichungen (1) bis (5) 
(Ungleichungssystem) wird das Pla- 
nungsvieleck (Planungspolygon) festge- 
legt (Abb. 1). Jeder Punkt im Innern 
oder auf dem Rand des Planungsviel- 
ecks ist mit den Nebenbedingungen 
(1) bis (5) verträglich, alle anderen 
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Punkte der Koordinatenebene sind es 
nicht. 







A(18] 18,6) 
(5), 40 B(32,4|7,6) 
(4) C(25|15) 


Abb. I 


Der Landwirt hat nun beim Verkauf 
seiner Erzeugnisse einen Reinerlös 
von 1800 DM pro Hektar Weizen und 
2100 DM pro Hektar Zuckerrüben. 
Die Zielfunktion 


Z(x, y)= 1800x + 2100 y 


soll im Planungsvieleck den größt- 
möglichen Wert annehmen. Aus der 
Parallelenschar 


1800x+2100y=a (aeR) 


sucht man diejenige mit dem größten 
a heraus, welche noch einen Punkt 
mit dem Planungsvieleck gemeinsam 
hat (Abb. 2). 
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Diese geht durch den Punkt B in Ab- 
bildung 2. Er ist der Schnittpunkt der 
Geraden mit den Gleichungen 


x+y=40 
und 
320x+425 y= 13600. 


Es ergibt sich B=(32,4; 7,6). Der 
Landwirt sollte also 32,4ha Weizen 
und 7,6 ha Zuckerrüben anbauen. Der 
Erlös aus dem Verkauf des Weizens 
und der Zuckerrüben beträgt dann (in 
DM) 


Z(32,4; 7,6) 
=1800-32,4+2100-7,6= 74280. 


Beispiel 2: In einem neuen Gebäude 
soll eine Bodenfläche von mindestens 
6000 m? mit einem Kunststoffbelag 
versehen werden. Die Sorte A kostet 
15 DM pro m?, die Sorte B kostet 
36 DM pro m?. Eine Fläche von min- 
destens 600 m? soll mit der Sorte B 
belegt werden. Für die Anschaffung 
stehen 180000 DM zur Verfügung. 
Die jährlichen Reinigungskosten be- 
tragen IODM für Sorte A und 4DM 
für Sorte B. Wie muß man die Sorten 
A und B wählen, damit die Reini- 
gungskosten minimal werden? 






10x+4y=u 
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Die Zielfunktion 
Z(x,y)=10x+4y 


muß minimal werden unter den Ne- 
benbedingungen 


x20, (1) 
y2600, (2) 
x+y2 6000, (3) 
15x +36 y < 180000. (4) 


Abbildung 3 zeigt das Planungsviel- 
eck. Es ergibt sich ein Minimum von 
Z im Punkt 4=(12900, 30000), dje 
jährlichen Reinigungskosten betragen 
dann etwa 34300 DM. 

Hätte man die Zielfunktion 


Z(x,y)=4x+10y 


optimiert, so wäre im Punkt B das 
Minimum angenommen worden. Mit 
der Zielfunktion 


Z(x,y)=4x+4y 


sind alle Punkte der Strecke AB Mini- 
malpunkte (vgl. Abb. 3). 

Das folgende Beispiel enthält drei Va- 
riable x,y,z, und das Planungsgebiet 
ist ein tkonvexes Polyeder mit 8 
Ecken. 

Beispiel 3: Die Funktion 


Z(x,y,2):=2x+3y+5z 


15x + 36 y= 180000 


al 
x+y=6000 
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soll ihren größten Wert unter folgen- 
den Nebenbedingungen annehmen: 


Hz U, 

x+y+ 257, 
2x+ty+ zS$®8, 
4x+y+2z<12. 


Das Planungspolyeder ist in Abbil- 
dung 4 dargestellt. 

Jetzt kann man nicht mehr so leicht 
wie bei zwei Variablen der Anschau- 
ung entnehmen, an welcher Ecke des 
Planungsgebietes die Zielfunktion Z 
ihr Maximum annimmt. Ein nahelie- 
gendes (aber mühsames) Verfahren be- 
steht darin, die Koordinaten der Eck- 
punkte zu berechnen und dann jeweils 
den Wert von Z festzustellen: 
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Eckpunkt Wert von Z 
A=(0,0,0) 0 
B=(3,0,0) 6 
C=(2,4,0) 16 
D=(1,4,2) 24 
E=(1,6,0) 20 
F =(0,7,0) 21 
G =(0,2,5) 3] 
H=(0,0, 6) 30 


Die Koordinaten der Eckpunkte A, B, 
F und H kann man unmittelbar der 
Zeichnung (Abb. 4) bzw. den zugehö- 
rigen Ebenengleichungen entnehmen. 
Die Eckpunkte C, E und G ergeben 
sich der Reihe nach aus den Glei- 
chungssystemen 


4x+y=12 
2x+y= 8 





Abb. 4 


Optimierung 
und 
2x+y=8, 
x+y=7 
sowie 
y+2z=12, 
y+ z= 1. 


Die Koordinaten des Eckpunktes D 
erhält man schließlich als Lösung des 
Systems 


x+y+ z= 7, 
2x+y+ z= 8, 
4x+y+2z=12 


(Tlineare Gleichungssysteme). 
Hätte man die Zielfunktion 


Z(x,y,2):=6x+3y+4z 


gewählt, so wäre der maximale Wert 
26 sowohl an der Ecke D als auch an 
der Ecke G angenommen worden. In 
diesem Fall wäre auch jeder Punkt 
der Strecke DG eine Lösung der Opti- 
mierungsaufgabe, d.h. in jedem Punkt 
der Strecke DG nimmt Z’ den maxi- 
malen Wert 26 an. Bei der Zielfunk- 
tion 


Z*(x,y,2):=6x+3y+3z 


wird der maximale Wert 24 in den 
Punkten C, D und E angenommen, 
also auch in jedem Punkt der Drei- 
ecksfläche CDE. 

Häufig treten als Nebenbedingungen 
außer Ungleichungen auch Gleichun- 
gen auf. Mit Hilfe der Gleichungen 
kann man dann einen Teil der Va- 
riablen eliminieren. 

Beispiel 4: Von den Lagerplätzen A 
und B ist ein Gut zu den Abnehmern 
C, D und E zu transportieren. Die 
Transportkosten sollen minimal sein. 
Dem Schema in Abbildung 5 entneh- 
me man die bei A und B lagernden 
bzw. bei C, D und E benötigten Men- 
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gen und die Transportkosten (pro Ein- 
heit) auf den einzelnen Wegen. 





Abb. 5 


Mit xı, X2, X3, X4, Xs, Xe& sind dabei 
die Mengen bezeichnet, die auf den 
entsprechenden Wegen transportiert 
werden. Die Zielfunktion 

Z(x1; X2,X3,X4,X5, x6) 

:=0,3x, +0,4x2 +0,1x3 

+0,5x4 +0,1 Xs5 +0,2Xe 

soll einen kleinstmöglichen Wert an- 
nehmen unter folgenden Nebenbedin- 
gungen: 

X1,X2,X3,X4,X5,X6 20 
und 


xXı +X2+X3=3)J, 


XıtX4 =20, 
XatXs =20, 
X3tXe =15. 


Die Bedingung x4+x5+x6=20 ist 
dann auch erfüllt; man erhält sie 
durch Subtraktion der ersten Glei- 
chung von der Summe der drei ande- 
ren Gleichungen. Elimination der Va- 
riablen x3, X4, Xs, Xe liefert neben x;, 
x,20 die Ungleichungen 
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(X3=) 35-%-%20, 
(=) 20-x 20, 
(xs=) 20-x%; >20, 


(X=) -20+x,+x%20. 


Das zugehörige Planungsvieleck ist in 
Abbildung 6 dargestellt. 


X 


30 


20 


0 10 30 40 x, 


Abb. 6 


Die Zielfunktion nimmt nach Elimina- 
tion der Variablen x3,x4,X5,X6 die 
Gestalt 


Z=-0,1x, +0,4x;+11,5 


an. Offensichtlich hat sie ihren klein- 
sten Wert im Punkt (20,0), dieser Wert 
beträgt 9,5. 

In folgendem Beispiel bestehen die 
Nebenbedingungen ebenfalls nur aus 
den Positivitätsbedingungen und aus 
Gleichungen. 

Beispiel5: Ein Produkt läßt sich 
durch Mischen der Stoffe S,, S>,..., 
S,„ herstellen; diese Stoffe bestehen aus 
den Rohstoffen R,,R;,...,R„, und 
zwar beträgt der Anteil des Rohstoffes 
R;, in S, genau a, (i=1,...,m; 
j=1,...,n). Die gewünschte Mischung 
soll die Rohstoffe mit den Anteilen b,, 
b,,..., b„ enthalten. Eine Einheit des 
Stoffes S,; kostet c,;, DM. Gesucht ist 
diejenige Mischung, die zu minimalen 
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Gesamtkosten führt. Bezeichnet man 
mit x; den Anteil des Stoffes S,; in der 
Mischung, so muß 


Z(X1,X2, sag I) 
:=(1Xıt+C2X2+...+CyXn 


minimal sein unter folgenden Neben- 
bedingungen: 


el, 


A1ıXı td4ı2X2 + re, 


X13X25 +: 


AzıXı +Q22Xı +... +42,X,=b>, 


AnıXKı tAam2X2+ :.. + AmnXn = Din: 


Eliminiert man aus diesem linearen 
Gleichungssystem möglichst viele der 
Variablen, so liefern die Positivitätsbe- 
dingungen für die verbleibenden Va- 


riablen ein System von Unglei- 
chungen. 
Eine lineare Optimierungsaufgabe 


nennt man auch ein lineares Pro- 
gramm, das Lösen einer solchen Auf- 
gabe lineares Programmieren. Ein linea- 
res Programm hat im allgemeinen 
folgende Form: 

An welchen Stellen (x1,X>; ...,X,) 
nimmt die lineare Funktion 


ZN, Ka, Ka) 
:=(ı1Xıt+C3X2+...+CyXn 
ihren minimalen oder maximalen 


Wert an, wenn folgende Nebenbedin- 
gungen erfüllt sein müssen: 


X1,%X25 

und 
AyıXı tA4ı2X2+ .. +A17X,Sbi, 
A3ıXı t422X2 + ...+421Xn <b>, 


AmıXıtAm2X2t ..: 


Die &,,63..,.6, UNE Ayı,dı2,:-., An 
sind dabei vorgegebene reelle Zahlen. 
Aus jeder Maximum-Aufgabe kann 
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man eine Minimum-Aufgabe machen, 
indem man die Koeffizienten c,; durch 
—c; ersetzt. Aus jeder der Unglei- 
chungen mit dem <-Zeichen kann 
man eine solche mit dem >-Zeichen 
machen, indem man jeweils die Vor- 
zeichen der Koeffizienten ändert. 

Ein systematisches Verfahren zum |i- 
nearen Programmieren ist die Sim- 
plexmethode. Sie besteht darin, daß 
man sich unter ständigem Wechsel des 
Koordinatensystems von Ecke zu 
Ecke auf dem (n-dimensionalen) Pla- 
nungsbereich vorarbeitet und jeweils 
testet, ob man das Optimum erreicht 
hat. Dieses sehr arbeitsaufwendige 
Verfahren kann auch von Computern 
ausgeführt werden. 

Ordnung: 1) Eine ?Ordnungsrelation 
bezeichnet man auch kurz als eine 
Ordnung. 

2) Statt TAnordnung benutzt man zu- 
weilen auch den Ausdruck Ordnung; 
beispielsweise spricht man statt von 
einem angeordneten tKörper auch 
von einem geordneten Körper. 

3) Die Anzahl der Elemente einer 
endlichen Gruppe nennt man die 
Ordnung der Gruppe. Ist a ein Grup- 
penelement und k eine natürliche Zahl 
mit a*=e (e neutrales Element), dann 
heißt k die Ordnung von a, wenn k die 
kleinste natürliche Zahl mit dieser Ei- 
genschaft ist. 

4) Allgemein verwendet man die Be- 


zeichnung Ordnung bei Numerie- 
rungen: 
a) Eine tDifferentialgleichung n-ter 


Ordnung ist eine solche, welche die ge- 
suchte Funktion mit ihrer n-ten Ablei- 
tung (und keiner höheren) enthält. 

b) Eine ?partielle Ableitung heißt von 
n-ter Ordnung, wenn sie genau n Diffe- 
rentiationen enthält. 

c) Eine ? Nullstelle x. einer ? Polynom- 
funktion f heißt von n-ter Ordnung, 
wenn 
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FR)=X -Xo)" ER) 
und g(xo) +0. 
d) Den Grad eines ?TPolynoms nennt 
man auch oft seine Ordnung. 
Ordnungsrelation: Bezeichnung für 
eine TRelation R in einer Menge M 
(also REMxM), wenn folgende drei 
Bedingungen erfüllt sind: 


(1). R ist reflexiv, d.h. 
(x, x)ER 
(2) R ist antisymmetrisch, d.h. 


für alle xeM; 


(x,yJ)eRr(y‚,x)eR>x=y; 
(3) R ist transitiv, d.h. 
(x,yJ)ERA(y‚,z)ER=>(x,z)ER. 


Genauer spricht man hier von einer 
Ordnungsrelation 1. Art. Gilt statt (1) 
dagegen 


(U) R ist antireflex, d.h. 
(x,x)ER für alle xeM, 


dann heißt R eine Ordnungsrelation 
2. Art oder eine strenge Ordnungsrela- 
tion. Der Unterschied zwischen einer 
Ordnungsrelation 1.Art und einer 
solchen 2. Art läßt sich durch Weg- 
nahme oder Hinzufügen der Menge 
{(x,x)|xeM} beheben. Es besteht also 
kein sehr wesentlicher Unterschied 
zwischen beiden Arten von Ord- 
nungsrelationen. 

Eine Ordnungsrelation in M heißt to- 
tal oder linear, wenn je zwei verschie- 
dene Elemente von M vergleichbar 
sind, wenn also das Trichotomiegesetz 
gilt: Für jedes Paar (x,y) mit x, yeM 
gilt genau eine der Aussagen 


(x,yJ)ER, x=y, (y,x)ER. 


Zur Unterscheidung von linearen 
ÖOrdnungsrelationen nennt man eine 
nicht-lineare Ordnungsrelation auch 
eine Halbordnung. 
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Beispiele: 1) Die Relation 


R={(x,yJ)eN x Nles gibt 
ein zeN mit x-z=y} 


ist die Teilbarkeitsrelation in N (tTeil- 
barkeitslehre). Statt (x,y)eR schreibt 
man x|y („x teilt y“). Dies ist eine 
nicht-lineare Ordnungsrelation 1. Art. 
Beschränkt man die Teilbarkeitsrela- 
tion auf die Menge aller Potenzen von 
2, dann ergibt sich eine lineare Ord- 
nungsrelation. 

2) Die Relation 


R={(x,y)eN x Nles gibt 
ein zeN mit x+z=y} 


ist die Kleinerrelation in N. Statt 
(x,yJ)eR schreibt man x<y („x ist 
kleiner als y“). Dies ist eine lineare 
Ordnungsrelation 2. Art. 

3) Ist M die Menge aller Teilmengen 
einer Menge A, so wird durch die 
Aussageform X<Y (X ist Teilmenge 
von Y) eine im allgemeinen nicht-linea- 
re Ordnungsrelation 1. Art in M defi- 
niert. Dagegen wird durch X Y(X 
ist echte Teilmenge von Y) eine nicht- 
lineare Ordnungsrelation 2. Art defi- 
niert. 

Ordnungsrelationen in endlichen 
Mengen veranschaulicht man häufig 
mit einem Hasse-Diagramm (nach 
H. Hasse, 1898-1979): y steht ober- 
halb von x und ist mit x durch einen 
Strich verbunden, wenn (x,yJ)ER gilt 
und kein von x und y verschiedenes 
Element z existiert, für welches 
(x,z)ER und (z,yJeR gilt (d.h. wenn 
„zwischen“ x und y kein weiteres Ele- 
ment von M liegt). Abbildung 1 zeigt 
ein Hasse-Diagramm für die Teilmen- 
genrelation in der Menge aller Teil- 
mengen von {1,2,3}. 

Das Hasse-Diagramm der Teilbar- 
keitsrelation in der Menge aller Teiler 
einer natürlichen Zahl n heißt das Tei- 


Ordnungsrealation 


lerdiagramm von n 
lehre). 
Auf der Menge M sei eine strenge li- 


(t Teilbarkeits- 








neare ÖOrdnungsrelation „<“ gege- 
ben. 
Pa 
ö n > j 
{2} 
) 


Abb. 1: Hasse-Diagramm für die Teil- 
mengenrelation in der Potenzmenge 
von {1,2,3} 


Die Menge M heißt bezüglich der Re- 
lation < wohlgeordnet, wenn jede 
nichtleere Teilmenge von M ein klein- 
stes Element besitzt, d.h. wenn für je- 
de Menge T=M mit T#+Pß ein aeT 
mit 
a<t 

existiert. 
Die Menge der natürlichen Zahlen ist 
bezüglich der Kleinerrelation < wohl- 
geordnet; die Menge der rationalen 
Zahlen ist bezüglich dieser Relation 
nicht wohlgeordnet, da z.B. die Menge 
der positiven rationalen Zahlen kein 
kleinstes Element besitzt. 

Das Wohlordnungsaxiom der Mengen- 
lehre fordert nun, daß in jeder nicht- 
leeren Menge M eine strenge lineare 
Ordnungsrelation definiert werden 
kann, bezüglich welcher M wohlge- 
ordnet ist. Dieses Axiom ist äquiva- 
lent mit zwei weiteren für die Mathe- 
matik grundlegenden Axiomen, und 
zwar mit dem Auswahlaxiom und mit 
dem Zornschen Lemma. 
Auswahlaxiom: Es sei I eine nichtleere 
Menge („Indexmenge“), ferner sei je- 


für alle teT mitti+a 
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dem ieI eine nichtleere Menge M, zu- 
geordnet. Dann existiert eine Abbil- 
dung 
$ I) M; 
iel 
mit 
fdeM; für alle iel. 


Man kann also aus der „Mengenfami- 
lie“ {M;liel} ein „Vertretersystem“ 
auswählen. Bei einer endlichen Menge 
I ist dies sofort einsichtig; man beach- 
te aber, daß I eine beliebige Menge 
sein kann. 

Zornsches Lemma (nach M. Zorn, 
*1906): Es sei E eine Ordnungsrela- 
tion in einer Menge M. Eine Teilmen- 
ge von M, in welcher = eine lineare 
Ordnungsrelation ist, heißt eine Kette. 
Ist T<EM und seM mit 


t=s für alle teT, 


dann heißt s eine obere Schranke von 
T. Ein Element meT heißt maximales 
Element von T, wenn für alle xeT aus 
mx die Gleichheit m=x folgt. Mit 
diesen Definitionen lautet das Zorn- 
sche Lemma: Ist = eine Ordnungsre- 
lation in der nichtleeren Menge M 
und besitzt jede Kette von M eine 
obere Schranke, dann enthält M ein 
maximales Element. Das Wohlord- 
nungsaxiom, das Auswahlaxiom und 
das Zornsche Lemma sind äquivalent, 
d.h. jede dieser Aussagen kann aus 
der anderen hergeleitet werden. Das 
Zornsche Lemma (oder ein hierzu 
äquivalentes Axiom) benötigt man 
z.B. beim Beweis, daß jeder 1 Vektor- 
raum eine ? Basis besitzt. 

Orientierung. Eine Strecke, Halbgera- 
de oder Gerade heißt orientiert, wenn 
ihre Punkte in einer bestimmten Rich- 
tung durchlaufen werden (Richtungs- 
sinn), wenn also eine Anordnung ihrer 
Punkte gegeben ist (TAxiome der 
Geometrie). Besitzt eine geschlossene 
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Kurve eine Orientierung, dann heißt 
die von ihr begrenzte Fläche positiv 
orientiert, wenn sie bei Durchlaufen 
der Kurve links von der Kurve liegt, 
andernfalls heißt sie negativ orientiert. 
Ist im t Vektorraum IR” eine 1 Basis 


(d1,&, ara 6) 
gegeben, dann heißt ein n-Tupel 
(d1, 0%, zu 0) 


von Tlinear unabhängigen Vektoren 
aus IR" positiv bzw. negativ orientiert, 
wenn die durch 


e&=AV, (=1,;2,...,0) 


bestimmte TMatrix A eine positive 
bzw. negative T Determinante besitzt. 
Ornament: Bezeichnung für eine geo- 
metrische Figur, welche gewisse 
Symmetrieeigenschaften besitzt. Ein 
Kreisornament geht bei einer bestimm- 
ten Drehung und allen ganzzahligen 
Vielfachen dieser Drehung in sich 
über (T Deckabbildung). Ein Bandorna- 
ment geht bei einer bestimmten Ver- 
schiebung und allen ganzzahligen 
Vielfachen dieser Verschiebung in sich 
über. Ein Flächenornament erlaubt ent- 
sprechend zwei linear unabhängige 
Verschiebungen und alle ganzzahligen 
TLinearkombinationen dieser beiden 
Verschiebungen. Abbildung 1 zeigt ei- 
nen Ausschnitt aus einem Flächen- 
ornament. 





Abb. 1: Flächenornament 
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Flächenornamente kommen z.B. bei 
t Parkettierungen vor. 

orthogonal: |) In der Geometrie be- 
deutet orthogonal dasselbe wie Trecht- 
winklig. Zwei Kurven schneiden sich 
orthogonal in einem Punkt, wenn die 
!Tangenten in diesem Punkt zuein- 
ander rechtwinklig sind. 

2) Ein TKoordinatensystem heißt or- 
thogonal, wenn seine Achsen (Ko- 
ordinatenachsen) paarweise zueinan- 
der rechtwinklig sind. 

3) Zwei Vektoren eines TVektor- 
raums, in dem ein fSkalarprodukt de- 
finiert ist, heißen orthogonal, wenn ihr 
Skalarprodukt 0 ergibt. 

4) Eine Tlineare Abbildung der Ebene 
oder des Raumes auf sich mit der Ab- 
bildungsmatrix A heißt orthogonal, 
wenn AAT=E gilt, wobei AT die 
Transponierte von A ist, und E die 
Einheitsmatrix bedeutet (1 Matrix). 
Dies ist genau dann der Fall, wenn es 
sich um eine Kongruenzabbildung 
handelt (geometrische Abbildungen). 
Auch eine Abbildung des R” auf sich 
für n>3 heißt orthogonal, wenn für 
die Abbildungsmatrix A die Bezie- 
hung AAT=E gilt. Man nennt dann 
auch die Matrix A orthogonal. 
orthogonale Projektion: Es sei V ein 
TVektorraum mit einem TSkalar- 
produkt und U ein Unterraum von V. 
Dann läßt sich jeder Vektor VeV ein- 
deutig zerlegen in der Form 


mit djeU und Ü, Lu für alle veU. 
Man nennt vj, die orthogonale Projek- 
tion von v auf U. Auch die Abbildung 
V>U mit vd heißt orthogonale 
Projektion (von V auf U). Ist 


(U, Ur, 2.1) 


eine TBasis von U, dann erhält man 
die orthogonale Projektion von U auf 
U aus dem Ansatz 


Orthonormalbasis 


4.0 


ae 
Dı=V—UL| 
_ 4 - 
=OıU) +&2U2 +... + Ur, 


indem man skalar mit üÜ,,us,...,U% 
multipliziert und das entstehende 
(k,k)-Gleichungssystem nach den Va- 
riablen &,,%>,...,%, auflöst. Sind die 
Basisvektoren U,,u,,...,u, paarweise 
orthogonal und normiert, dann ergibt 
sich 


Vgl. auch Tdarstellende Geometrie, 
t Projektion. 

Orthonormalbasis: Bezeichnung für 
eine Basis eines Vektorraums, deren 
Elemente paarweise zueinander Tor- 
thogonal sind und alle den Betrag 
l haben. In dem Vektorraum muß da- 
bei ein TSkalarprodukt gegeben sein, 
bezüglich welchem die Orthogonalität 
und der Betrag definiert sind. Ist ein 
Vektorraum V endlicher Dimension 
mit der Basis (d,,02,...,0,) gegeben, 
dann kann man auf folgende Art eine 
Orthonormalbasis von V konstruieren 
(Schmidtsches Orthonormierungsverfah- 


ren, nach E.Schmidt, 1876-1959): 
Man setze 
Be 
=> u 
uU),:=Uj, we, 
il 
EN 
- _ 4 12 \ı> U2 
Uz:=0, —(V2|Wı)Wı, Wai=——, 
Iuz| 
En 2 - u — 4170 _ 
Uz:=V3 — (V3|Wı)Wı —(V3|W2)W>, 
. 
> uU3 
Warm Zn; 
luz| 


allgemein also für k=1,2,...,n 
o — BnN U 
U:= I=——. 
k a, (vw; Wk FA 


Dann ist (W,,W>,...,W,) eine Ortho- 


normalbasis von V. 


Ortsvektor 
Beispiel: Die Vektoren 
1 4 2 
A == 0 Pi v, — 1 N nA = 2 
2 1 3 


bilden eine Basis von R°. Mit Hilfe 
des Orthonormierungsverfahrens er- 
gibt sich daraus die Orthonormalba- 
sis 


| 
re 1 
w‚=—[0|, 
V5\, 
14 
4 1 5 
W,=——| -5|, 
3y30 \ _- 
2 
= 1 
w 7]. 


yye 


Ortsvektor. Ein Punkt P im R? (Ebe- 
ne) oder R? (Raum) ist eindeutig 
durch den tVektor OP festgelegt, wo- 
bei O der Koordinatenursprung ist. Ist 
etwa P=(p,,p2,p3), dann heißt der 
Vektor 


Pı 
OP= Pa 
P3 


der Ortsvektor von P (Abb. 1). 


P=(pı,P2,P3) 
© 





x 


Abb. 1: Ortsvektor 
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Eine Unterscheidung zwischen Orts- 
vektoren als „gebundenen“ Vektoren 
und „freien“ Vektoren ist irreführend 
und überflüssig. „Gebundene“ Vekto- 
ren, also von einem festen Punkt aus- 
gehende Pfeile, haben in der Physik 
einen Sinn und werden dort als Zeiger 
bezeichnet. Die zu einem festen Punkt 
gehörenden Zeiger bilden einen Vek- 
torraum, wenn man ihre Addition ge- 
mäß der Parallelogrammregel in Ab- 
bildung 2 erklärt. 





Abb. 2: Addition von Zeigern 


Die Endpunkte eines variablen Orts- 
vektors beschreiben eine Ortskurve. 
Die Ortskurve von {a+tV/|teR} ist 
eine TGerade, die Ortskurve von 





acost 
( j ) 0<t< an} 
bsint 
ist eine tEllipse (t Parameterdar- 
stellung). 


P 


Pappos, Satz von (nach Pappos von 
Alexandria, um 320 n.Chr): Sind auf 
zwei verschiedenen Geraden g und g’ 
einer Ebene je drei Punkte A,B, C 
und A’, B’, C’ gegeben, dann liegen 
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der Schnittpunkt der Geraden 
gıp und gu»; 

der Schnittpunkt der Geraden 
gac und grc 

und der Schnittpunkt der Geraden 
8sc und gpc 

auf einer Geraden (Abb. 1). 





Abb. 1: Satz von Pappos 


Versteht man AB’CA’BC' als ein 
Sechseck, dann kann man den Satz 
von Pappos auch folgendermaßen for- 
mulieren: Liegen die Ecken eines 
Sechsecks abwechselnd auf zwei Gera- 
den einer Ebene, so liegen die drei 
Schnittpunkte der Gegenseitenpaare 
auf einer Geraden. Versteht man fer- 
ner das Geradenpaar (g,g’) als einen 
speziellen Kegelschnitt, dann erweist 
sich der Satz von Pappos als ein Son- 
derfall des Satzes von ?! Pascal. Daher 
heißt der Satz von Pappos auch Satz 
von Pascal für das Geradenpaar oder 
Satz von Pappos-Pascal. 

Ein Sonderfall des Satzes von Pappos 
entsteht, wenn die Gerade h in Abbil- 
dung 1 die unendlich ferne Gerade ist 
(tprojektive Geometrie): Sind auf 
zwei sich schneidenden Geraden g 
und g’ Punktetripel (A,B, C) und 
(A', B', C’) gegeben, und gilt 


AA'||CC' und A’B|B'C, 
dann gilt auch AB’|| BC’ (Abb. 2). 


16 DRM 


Parabel 





a 


Abb. 2: Sonderfall des Satzes von Pappos 


Parabel: Eine Parabel entsteht ebenso 
wie eine TEllipse und eine ?Hyperbel 
als Schnittlinie eines Kreiskegels mit 
einer Ebene (?Kegelschnitt). Dabei 
muß die Schnittebene parallel zu einer 
Mantellinie des Kegels verlaufen 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Parabel als Schnittlinie eines Kreis- 
kegels mit einer Ebene 


Die Parabel kann auf einfache Weise 
als Ortskurve (Tgeometrischer Ort) 
definiert werden: 

Ortsdefinition: Es seien eine Gerade | 
und ein nicht auf | liegender Punkt F 
gegeben. Die Menge aller Punkte P, für 
welche der Abstand PL zur Geraden | 
gleich der Entfernung PF vom Punkt F 
ist, bildet eine Parabel (mit der Leit- 
linie | und dem Brennpunkt F). Bei 
der Parabel ist die Ortsdefinition 
gleichzeitig die Leitliniendefinition (vgl. 
tEllipse, ?Hyperbel). In Abbildung 2 
sind alle wichtigen Bezeichnungen an 
einer Parabel angegeben. 


Parabel 





F: Brennpunkt 

!: Leitlinie, Leitgerade 
S:_ Scheitelpunkt 
FA=p: Parameter 
AS=SF=!: Halbparameter 


Abb. 2: Bezeichnungen an der Parabel 


Die Bezeichnung des Punktes F als 
Brennpunkt rührt daher, daß ein von 
F ausgehender Lichtstrahl so an der 
Parabel reflektiert wird, daß er paral- 
lel zur Parabelachse verläuft. Dies ist 
in Abbildung 3 zusammen mit einer 
Tangentenkonstruktion dargestellt. 





In dem Koordinatensystem in Abbil- 
dung 4 lautet die Gleichung der einge- 
zeichneten Parabel 


y?=2px 
(Scheitelgleichung der Parabel). 
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Abb. 4: Scheitelgleichung der Parabel 


Der Graph der tFunktion xt>x? ist 
ebenfalls eine Parabel. Allgemein ist 
der Graph jeder Funktion der Form 
x>ax?+bx+c mit a+0 eine Parabel 
(Abb. 5). 





y=-x’+2x-I 
Abb. 5: Verschiedene Parabeln 


Verschiebt man die Parabel mit der 
Gleichung y?=2px so, daß ihr Schei- 
telpunkt S=(xs, ys) ist, dann lautet 
die Gleichung der verschobenen Para- 
bel 


(v-ys)?=2p(x—xs). 


Eine Parabel mit der Gleichung y?=x 
oder y=x? heißt Normalparabel. 
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Die ? Tangente an die Parabel mit der 
Gleichung y’=2px im Punkt (x,,x>) 
hat die Gleichung 


yıy=Plxı+x). 


Die Gerade mit der Gleichung y=mx 
+n ist genau dann eine Tangente an 
die Parabel mit der Gleichung 
y:=2px, wenn die Tangentenbedingung 
2mn=p gilt. Möchte man die Tangen- 
ten von einem Punkt P außerhalb der 
Parabel aus berechnen, dann be- 
stimmt man zunächst die tPolare 
zum Pol P; deren Schnittpunkte mit 
der Parabel sind die Berührpunkte der 
gesuchten Tangenten. 

Paradoxon: Bezeichnung für eine ma- 
thematische Aussage, die zwar nicht 
falsch oder widersprüchlich ist, aber 
so erscheint. Die scheinbare Wider- 
sprüchlichkeit kommt häufig durch 
unklare oder unvollständige Begriffs- 
erklärungen zustande (vgl. t Bertrand- 
sches Paradoxon, Petersburger Para- 
doxon für tErwartungswerte, Simp- 
sonsches Paradoxon bei tbedingten 
Wahrscheinlichkeiten). 

Im Gegensatz hierzu bezeichnet man 
eine tatsächlich widersprüchliche Aus- 
sage als Antinomie. 

parallel: Eigenschaft zweier T Geraden 
g, h in der Ebene, wenn sie gleich sind 
oder keinen Punkt gemeinsam haben; 
man schreibt dann g||h. Es ist also 


g|h > g=h oder gnh=B. 


Ist g nicht parallel zu h, so schreibt 
man glh. Die Konstruktion einer 
Parallelen zu einer Geraden ist eine 
tgeometrische Grundkonstruktion. 
Zwei Geraden g und h in der Ebene 
mit den Gleichungen 


8:41 Xı t4d2X2=43, 
h:b,xı+b3x2=b3 


sind genau dann parallel, wenn die 
t Vektoren 


Parallelogrammregel 


6) 

h b; 

linear abhängig sind. 

Zwei Geraden im Raum heißen paral- 
lel, wenn sie gleich sind oder in einer 
gemeinsamen Ebene liegen und keinen 
Punkt gemeinsam haben. Die Gera- 
den g,ı und g, in Abbildung I sind 
parallel; die Geraden g, und g3 sind 
nicht parallel, obwohl sie keinen 
Punkt gemeinsam haben: sie sind 
windschief zueinander. 
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Abb. 1: Geraden im Raum 


Zwei Ebenen heißen parallel, wenn sie 
gleich sind oder keinen Punkt gemein- 
sam haben. Die Ebenen E und F mit 
den Gleichungen 


E: a, XıtQ423X2 +43 X3 =44, 
F: b,xı+b3zXx2+b3x3=b4 


sind genau dann parallel, wenn die 
Vektoren 


dı b, 
da], b, 
Az b; 


linear abhängig sind. 

In der euklidischen Geometrie sichert 
das Parallelenaxiom (tTAxiome der 
Geometrie), daß zu jeder Geraden g 
und jedem Punkt P&g genau eine Ge- 
rade h mit h||g und Peh existiert. 
Parallelogrammregel (Parallelogramm- 
gleichung, Parallelogrammidentität): 


Parameterdarstellung 


Bezeichnung für folgende Beziehung 
für die Beträge von ? Vektoren: 

KH P + RP =2182 + 21712. 
Sie gilt in allen Vektorräumen, in de- 
nen ein 1Skalarprodukt definiert ist, 
mit dessen Hilfe der Betrag eines Vek- 
tors durch |X]|:=y(xX|x) erklärt 
wird. 
Anhand eines Parallelogramms kann 
man diese Regel anschaulich deuten 
(Abb. 1): Die Quadrate über den Dia- 
gonalen haben zusammen den glei- 
chen Flächeninhalt wie die Quadrate 
über den Seiten. 





Abb. 1: Parallelogrammregel 


Ist in einem Vektorraum eine TNorm 
| || definiert, dann wird durch 
EIN: =HIR+FI?- 18-719) 

genau dann ein Skalarprodukt defi- 
niert, wenn die Parallelogrammglei- 
chung gilt. Als Folgerung aus der Par- 
allelogrammgleichung ergeben sich 
dann folgende Charakterisierungen 
der Orthogonalität von Vektoren in 
einem Skalarproduktraum: 


x1Ly: |IX?+ JR V1P, 


xly:» IX-JI =|1X+Jl. 
Parameterdarstellung. Im folgenden 
seien , W, x stetige Funktionen in 
dem jeweils betrachteten Bereich I 
(beschränktes oder unbeschränktes In- 
tervall aus R oder R?). 

a) Die Menge aller Punkte (x, yJ)eR? 


mit 


m 
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ist eine ebene Kurve. Man nennt (1) 
eine Parameterdarstellung der ebenen 
Kurve. 

b) Die Menge der Punkte (x, y,z)eR° 
mit 


pt) 

ut) (tel) (2) 
x) 

ist eine Raumkurve. Man nennt (2) 
eine Parameterdarstellung der Raum- 
kurve. 

c) Die Menge der Punkte (x, y,z)eR’? 
mit 


NN =. 8% 
Il 


x o(u, v) 
y|=| v(, v) ((u, v)EI) (3) 
zZ (u, v) 


ist eine Fläche im Raum. Man nennt 
(3) eine Parameterdarstellung der 
Fläche. 

Ist eine ebene Kurve als Graph einer 
Funktion f gegeben, so kann man eine 
Parameterdarstellung in der folgenden 
Form angeben: 


() = ( (xeDif)) 


Entsprechend kann man eine Fläche, 
die als Graph einer Funktion f von 
zwei Veränderlichen gegeben ist, fol- 
gendermaßen in Parameterform dar- 
stellen: 


x x 
y\=| y (x, ED). 
z Sy) 
Beispiel 1: Wählt man in (1) 
plt)=a+tct 
ve)=b+dt 


mit Koeffizienten a, b, c, deR, dann 
erhält man die Parameterdarstellung 
einer TGeraden in der Ebene. 
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Wählt man in (2) 


olt)=a+dt 
vlt)=b+et (teR) 
Od) =c+ft 


mit Koeffizienten a, b, c, d, e, feR, 
dann erhält man die Parameterdar- 
stellung einer Geraden im Raum. 
Wählt man in (3) 


o(u,v)=a+du+gv 
vlu,v)=b+eu+hv 
x(u,v) =c+fu+iv 


((u, v)ER?) 


mit Koeffizienten a, b, c, d, e, f, g, h, 
ieR, dann erhält man die Parameter- 
darstellung einer ! Ebene im Raum. 


Beispiel 2: Durch 


e'+e-' 

Et) vom 

y e'—e 
wird eine ?Hyperbel dargestellt. Es 
gilt x? — y?=4. 
Beispiel 3: Durch 

x a cost 

( \=( (te[0, 2r[) 

y bsint 
ist eine TEllipse gegeben. Es gilt 


2 2 
() + () =cos?t+sin?’t=1. 
a b 


Beispiel 4: Eine Parameterdarstellung 
des Ellipsoids mit den Halbachsen 
a,b, c lautet 


x a cosu cos 
y|=| bsinu cosv 
zZ esinv 


mit (u, v)e[0, 2n[ x [0, rn] (Abb. 1). Es 
gilt 


x\2 2 /z\2 
++ 

a b c 
= cos? u cos? v+sin? u cos? v+sin? v 


=cos’v+sin’v=1. 


Parameterdarstellung 





y 
Abb. 1: Ellipsoid 
Beispiel 5: Mit te[0, 2r[ wird durch 
x 4 | 2 
y]=1-4]+cost| 2] +sint 1 
zZ \ 2 2 —2 


ein Kreis im Raum dargestellt; er hat 
den Mittelpunkt (4, —4,2) und den 


Radius y 1?+2?+2?=3 (Abb. 2). 





Abb. 2: Kreis im Raum 


Beispiel 6: Durch 

2t+ cost+2sint 

—2t+2cost+ sint 
t+2cost—2sint 


x 
2 


ba 


(te[0, ©o[) wird eine Schraubenlinie 

definiert, welche sich vom Punkt 

(1,2,2) aus in Richtung des Vektors 
2 


—2]| auf einer Zylinderfläche vom 
1 


Parkettierung 


Radius 3 ausbreitet. Diese Zylinderflä- 
che ist durch den Kreis in Ab- 
bildung 2 bestimmt. 

Interpretiert man den Kurvenparame- 
ter t in (1) bzw. (2) als Zeit, so kann 
man nach der Geschwindigkeit fragen, 
mit welcher ein Punkt die Kurve 
durchläuft. Die Geschwindigkeitskom- 
ponenten in Richtung der Koordina- 
tenachsen sind für eine Kurve mit der 
Parameterdarstellung (2) zum Zeit- 
punkt f durch die Ableitungen 


Pl, Vi 
gegeben. Dabei werden die Funktio- 
nen @, W und x als differenzierbar vor- 
ausgesetzt. Der Geschwindigkeitsvek- 
tor 

PA) 

vn) 

x) 
gibt die Richtung der tTangente im 
Punkt zum Parameter i an. Diese 
Tangente hat also die Gleichung 

x\ (PM) PN) 

vyI=|vo))|+r [vn 

2 x) 7a) 
Die TTangentialebene der durch (3) 
gegebenen Fläche in dem Punkt mit 


den Parameterwerten ü, ö wird von 
den Vektoren 


und x) 


(reR). 


Pu(d, €) P,(ü, T) 
v.(a,0)]| und |v,(a, dv) 
Xu(d, d) Xv(d, d) 


(T partielle Ableitung) aufgespannt. 
Parkettierung: Eine Parkettierung der 
Ebene mit einer Figur F ist eine voll- 
ständige Überdeckung der Ebene mit 
kongruenten Bildern von F, wobei 
zwei solche Bilder höchstens Rand- 
punkte gemeinsam haben dürfen. Ab- 
bildung 1 zeigt Beispiele für Parkettie- 
rungen, wobei jeweils die Grundfigur 
hervorgehoben ist. 
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Abb. 1: Parkettierungen 


Abb. 2: Parkettierung mit verschiedenen 
Grundfiguren 


Die Parkettierung mit regelmäßigen n- 
Ecken ist nur für n=3, n=4 und n=6 
möglich, denn bei einem Parkett 
dieser Art muß der Innenwinkel 
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(n—2)-180° . - 
— ein ganzzahliges Vielfa- 
ches von 360° sein. 

Interessant sind auch Parkettierungen 
mit zwei oder mehreren verschiedenen 
Grundfiguren. Aus der Parkettierung 
in Abbildung 2 kann man einen Be- 
weis des Satzes von ? Pythagoras ent- 
nehmen. (Vgl. hierzu auch tOrna- 
ment.) 

Partialbruchzerlegung. Bei Rechnun- 
gen mit Trationalen Funktionen 


Si) _ao+a1x+a2xX”+...+am X" 
g(x) bo+bix+b2x?+...+b,x" 





(z.B. bei der Berechnung des ?Inte- 
grals) ist es häufig wünschenswert, den 
Funktionsterm so in eine Summe ra- 
tionaler Funktionen zu zerlegen, daß 
die Nenner von möglichst einfacher 
Gestalt sind. Die Koeffizienten 
Q05 :.:, Am und bo, ....,b„ sollen dabei 
reelle Zahlen sein. 

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß 
der Grad des Zählerpolynoms f(x) 
kleiner als der Grad des Nennerpoly- 
noms g(x) ist. (Andernfalls kann man 
durch 1 Polynomdivision ein Polynom 
aus dem Funktionsterm abspalten.) 
Ferner sei der Koeffizient der höch- 
sten Potenz in g(x) gleich I. Man 
kann nun g(x) zerlegen in 


Linearfaktoren vom Typ x-.a, 
wobei aeR Nullstelle ist, und 


quadratische Faktoren vom Typ 
x?+bx+c 


(b, ceR), wobei die quadratische Glei- 
chung x?+bx+c=0 keine Lösungen 
in R besitzt. Gleiche Linearfaktoren 
oder quadratische Faktoren können 
mehrfach auftreten. Es sei nun 


Eid =lr - a" 02)”. I)" 
(x? +5, x+c,)"" 


Partialbruchzerlegung 


.(x2+b,x+c,)”" 

..(&2+bx +)", 
wobei a,,45,....,d, die verschiedenen 
Nullstellen von g(x) sind und die 
quadratischen Polynome x?+ b,x+tc, 


paarweise verschieden sind. Dann gibt 
es reelle Zahlen 


AV, a2, ..., A) 
(i=1,2,....,k) und 
BD, BIP, ..., Bird, 
EN, Ca. 0 
(j=1,2,...,D, so daß 
x 
en to+ra)t ... + rr(X) 
ö + RER) + tee) 
gilt, wobei die Terme r,(x) und s,(x) 


die Darstellungen 


aD AP 
r,(x)= ; . 





x-a (x-a,) 
Alm) 





und 
BVx+cW 
x +b,x+c; 
Bd x+ cw 
PR TER HE 
(x +b,x+c)) 
Bed x + CM") 
(x? +b,x+c,)” 
(j=1,2,..., I) besitzen. 
Beispiel 1: Es sei f(x)=1-—x und g(x) 
=(x+3)(x+1). Dann setzt man 
_ A, A 
(x+3)(x+1) x+3 x+1’ 


1—x 





multipliziert diese Gleichung mit dem 
Term (x+3)(x+1) und erhält 


1—-x=(A, +A3)x+Aı+3A>. 


Der ?Koeffizientenvergleich liefert das 
Gleichungssystem 


partielle Ableitung 
Aıt+ A2=-I, 
A,+3A,=1 
mit der Lösung A, = -2, A; =1. 
Es ergibt sich also 
1—-x _ 2 rn 1 
(x+3)x +1) x+3 x+1 











Beispiel 2: 
1 
(x?+1)2(x-3) 
A  BUx+cW B9x+cC® 
"3'241 (x?+1) 


Multiplikation mit (x?+1)?(x—3) und 
anschließender K.oeffizientenvergleich 
liefert folgendes Gleichungssystem: 


A+ B" =(; 
—3BVD4+ c') =(, 
2A+ BV-3CV+ B2 =(, 
-3BV)+ CW-3B9+ CM =0, 
A —3c4 -3C29=|, 
Dieses hat die Lösung 
A =Too, 
B)=-, C’)=-1%, 
B9=—-, C9= Th. 


Die Koeffizienten A$",...., CY" in der 
Partialbruchzerlegung sind eindeutig 
bestimmt. 

Im Körper € der tkomplexen Zahlen 
kann man auch die quadratischen 
Faktoren von g(x) in Linearfaktoren 
zerlegen und dann eine Partialbruch- 
zerlegung herstellen, die nur Summan- 


den der Form Dr mit a, AeC ent- 
x 


a 
hält. Beispielsweise En 
i i 
1 2 2 
Sad sig 





partielle Ableitung: Die tAbleitung 
einer TFunktion mehrerer Variabler 
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nach einer ihrer Variablen, wobei die 
anderen Variablen als konstant be- 
trachtet werden, bezeichnet man als 
partielle Ableitung dieser Funktion. Ist 
durch 


(x, Yrf&%, y) 


eine Funktion zweier Variabler gege- 
ben, dann ist die partielle Ableitung 
von f nach x an der Stelle (xo, yo) der 
Grenzwert 


S& yo) -f(Xo; Yo) 


XXo 


lim 


xoxo 





sofern dieser Grenzwert existiert. Man 
bezeichnet diese partielle Ableitung 
mit 


of 
dx (Xo, yo) oder fx(Xo, Yo). 
x 


Entsprechend ist 





öf 
dy (Xo, Yo) 
I S(xo, )-F(Xo; Yo) 
= Iım J 
y>yo x—Xo 


falls dieser Grenzwert existiert. 





Abb. 1: Schnittkurve einer Fläche mit der 
Ebene x=xo 


Beispiel: f(x, y)=x?-y 
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Stellt man die Funktion f in einem 
kartesischen Koordinatensystem als 
Fläche dar, dann bedeutet (vgl. 
Abb. 1) 
of ’ 
(Xo, Yo) die Steigung der Schnitt- 
kurve der Fläche mit der Ebene 
y=)o; 


0 
= (Xo, Yo) die Steigung der Schnitt- 
Y 


kurve der Fläche mit der Ebene 
X=Xo- 


Die partiellen Ableitungsfunktionen 
SR y), Di y) können selbst wie- 
0x 0y 
der partiell differenzierbar sein; die hö- 
heren partiellen Ableitungen bezeich- 

; 0 0° 
net man mit x (x, y), Ox0y 
usw. oder fxx(X, Y), fx»(X, y) usw. Der 
Satz von Schwarz (nach H.A. Schwarz, 
1843-1921) besagt, daß 

of of 

0yOx ler 
sofern diese Ableitungen in einer Um- 
gebung von (Xo, yo) existieren und 
dort stetig sind. (Es genügen sogar et- 
was schwächere Voraussetzungen.) 
Für Funktionen von mehr als zwei 
reellen Variablen sind die partiellen 
Ableitungen analog definiert. Bei- 
spielsweise ist 


ö* x’y+xy°. 
0x020z | z> ) 
0° /(3x?y+y° 
0°y0z | z? ) 
02 /3x?+3y? 
9y0z | z? ) 
0) (2)- 12y 





(x, y) 





(xo» Yo) 











8 


partielle Differentialgleichung. Eine 
t Differentialgleichung für Funktionen 


2? z° 


Partition 


mehrerer Variablen, also eine Glei- 
chung zwischen Funktionen mehrer 
Variablen, deren Tpartiellen Ableitun- 
gen nach diesen Variablen und den 
Variablen selbst bezeichnet man als 
eine partielle Differentialgleichung. Die 
höchste vorkommende Ordnung der 
Ableitungen heißt die Ordnung der 
Differentialgleichung. Beispielsweise ist 


öz 02 
(z —,.—,X, ») =0 

0x 0y 
eine partielle Differentialgleichung er- 
ster Ordnung für die Funktion z(x, y). 
Ziel der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen ist die Bestimmung 
von Lösungsfunktionen für solche 
Differentialgleichungen. 
Eine Lösung einer gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichung kann durch Vorga- 
be von Anfangswerten (z.B. Wert der 
Lösungsfunktion und ihrer Ableitun- 
gen an einer bestimmten Stelle) ein- 
deutig festgelegt werden. Bei partiellen 
Differentialgleichungen ist dies in der 
Regel nur durch Vorgabe gewisser 
Funktionen möglich. 
Beispiel: Gesucht ist eine Funktion 


S(x, y) mit 
of fo 


re Y3y 
und f(x,x)=x°. Die allgemeine Lö- 
sung der partiellen Differentialglei- 
chung ist f(x,y)=g(xy), wo g eine 
Funktion einer reellen Variablen ist. 
Aufgrund der Bedingung f(x,x)=x® 
erhält man die Lösung 


SR =V&y°. 


Partition: Eine Zerlegung einer Menge 
M in nichtleere, paarweise disjunkte 
(elementfremde) Teilmengen (Klassen) 
bezeichnet man als Partition dieser 
Menge. Im folgenden sei M stets eine 
endliche Menge mit genau n Elemen- 
ten. Besteht die Zerlegung aus 


PASCAL 


A, Teilmengen mit 1 Element, 
A, Teilmengen mit 2 Elementen, 
/„ Teilmengen mit n Elementen 
(1,20, 1A, +24, + ..t+nA,=n), 


dann ist die Anzahl der verschiedenen 
Partitionen dieser Art 


n! 
1m 2% neatal.2! 





(t Fakultät). Beispielsweise ist die An- 
zahl der verschiedenen Zerlegungen 
einer 32-Menge in drei 10-Mengen 
und eine 2-Menge 


32) 
101? 21311! 


Die Anzahl der Partitionen einer n- 
Menge in genau r Teilmengen (r-glied- 
rige Partition) bezeichnet man mit 
S(n, r). Man setzt $S(0,0)=1 und S$(0, r) 
=$(n,0)=0 fürrz1 und n21. Es gilt 
dann 


Sinn=— y --(f) i" 
r! 1-0 l 

Die Zahlen S(n,r) heißen Stirling- 
Zahlen (nach J.Stirling, 1692-1770). 
Beispielsweise ist S(5,3)=25; denn 
es gibt (3)=10 Partitionen von 
{1,2,3,4,5} der Form 

ta, b,c} u{d} Ute} 


und 5-3=15 Partitionen von 
{1,2,3,4,5} der Form 

{a,b} u {c,d} ufe}. 
Die Zahl 

o(n,r):=r!S(n, r) 


gibt die Anzahl der surjektiven TAb- 
bildungen einer n-Menge auf eine r- 
Menge an. Es gilt 


on, n=%(- (te, 
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woraus sich auch eine Formel für 
S(n,r) ergibt. Man kann die Stirling- 
Zahlen mit Hilfe der Rekursion 


S(n+1,r)=S(n, r-1)+r-S(n, r) 


berechnen. Ferner gilt für die ?Bell- 
Zahlen B,: 


B,= ) S(n, k). 
k=0 


Unter einer Partition einer natürlichen 
Zahl versteht man eine Darstellung 
dieser Zahl als Summe von natürli- 
chen Zahlen, wobei es auf die Reihen- 
folge der Summanden nicht ankommt. 
Die Anzahl der Partitionen der natür- 
lichen Zahl n in r Summanden be- 
zeichnet man mit P(n, r). Es gilt offen- 
sichtlich P(n, 1)=P(n,n)=1 für alle 
neN. Mit Hilfe der Rekursion 


P(n+r,r)= ), Pin, i) 
i=1 
kann man alle Partitionszahlen be- 
rechnen. Beispielsweise ist 


P(8,3)=P(5, 1)+P(5, 2)+ P(5, 3) 

=P(5,1)+P(3, 1)+P(, 2) 
+P(2,1)+ P(2,2)+P(Q, 3) 

=1+1+1+1+1+0=5. 


Die 5 Partitionen von 8 mit 3 Sum- 
manden lauten: 


8=6+1+1 
=5+2+1 
=4+3+1 
=4+2+2 
=3+3+2. 


Mit der Theorie der Partitionen na- 
türlicher Zahlen beschäftigt man sich 
in der Kombinatorik und in der addi- 
tiven Zahlentheorie. 

PASCAL Bezeichnung für eine ?Pro- 
grammiersprache, die mächtige Aus- 
drucksmittel für die strukturierte Pro- 
grammierung zur Verfügung stellt (vgl. 
Duden Informatik). 


475 


Durch die Wahl von Namen für Kon- 
stante und Variable wird die Überset- 
zung von verbalen Problemlösungen 
(Algorithmen) in ein PASCAL-Pro- 
gramm recht einfach. 

Das charakteristische Schema eines 
PASCAL-Programms ist in Abbil- 
dung 1 dargestellt. 


program ...; «+—— Programm-Name 


var une = —— Vereinbarungsteil 


begin 


(Anweisungen) Ausführungsteil 





end. 


Abb. 1: Schema eines PASCAL-Programms 


Pascal, Satz von (nach B. Pascal, 
1623-1662): Ein Sechseck ist genau 
dann ein Sehnensechseck einer Kur- 
ve zweiter Ordnung (? Kegelschnitt), 
wenn die Schnittpunkte gegenüberlie- 
gender Seitengeraden auf einer Gera- 
den liegen (Abb. I). Diese Gerade 
heißt dann Pascalsche Gerade des 
Sechsecks. 


Abb. 1: Satz von Pascal 





Permutation 


Dieser Satz ist dual (Tprojektive Geo- 
metrie) zum Satz von ?Brianchon 
(t Dualitätsprinzip). 
periodische Funktion: Bezeichnung 
für eine Funktion f:R>R, wenn eine 
positive Zahl p mit 


f(x+p)=f(x) für alle xeR 


existiert. Die kleinste Zahl p, für die 
diese Bedingung erfüllt ist, heißt pri- 
mitive Periode, jedes andere solche p 
eine Periode von f. Jede nicht-kon- 
stante stetige periodische Funktion 
besitzt eine primitive Periode. 
Beispiele: Die Funktionen 


xH>sinx und xt>cosx 


sind periodisch mit der primitiven Pe- 
riode 2r. Die Funktionen 


xHsinkx und xt>coskx 


sind periodisch mit der primitiven Pe- 
. 2n 
riode —. 

k 
Unter geeigneten Voraussetzungen 
kann man jede periodische Funktion 
als Reihe aus Sinus- und Kosinus- 
funktionen darstellen (1 Fourier-Rei- 
he). 
Die komplexe ?Exponentialfunktion 


zr>e? hat die Periode 2ri, denn es 
gilt e?"'=1 und somit 


etrtri-e füralle zeC. 


Permutation. Eine bijektive TAbbil- 
dung einer endlichen Menge auf sich 
nennt man eine Permutation dieser 
Menge. Die Permutation 

l>a,, 274, .. 


2,5 


„„Nntd, 


der Menge bezeichnet 


man kurz mit 
( 2 
SR: SRRBR 0 
Man nennt dann auch die Anordnung 


Aıdz2...a, eine Permutation dieser 
Elemente. 


Permutation 


Beispiel: Die Permutationen von 


{1,2,3} sind 

123) /7123\ 123 
wre 
1 23\ (1 23\ (1 23 
Be 


Eine n-elementige Menge besitzt ge- 
nau 


n!:=1-2-3.....n 


(t Fakultät) Permutationen. 

Die TVerkettung zweier Permutatio- 
nen von M ist wieder eine Permuta- 
tion von M. 


Beispiel: 


il 351) 
2314 \4321 


Jede Permutation läßt sich als Verket- 
tung von Transpositionen (Vertau- 
schung von genau zwei Elementen) 
darstellen. Eine Permutation heißt ge- 
rade bzw. ungerade, wenn zu ihrer 
Darstellung eine gerade bzw. eine un- 
gerade Anzahl von Transpositionen 
benötigt wird. 

Beispiele: 


234 
en 

1234 1234 
rau 


es handelt sich um eine gerade Per- 
mutation. 


Be 
2341 
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(15) 153) 
1343214 
( 23 '): 
423 17° 
es handelt sich um eine ungerade Per- 
mutation. 
Die Permutationen einer Menge M 
bilden bezüglich der Verkettung eine 
Gruppe. Für M={l,2,...,n} heißt 
diese die symmetrische Gruppe vom 
Grad n; sie wird mit $,„ bezeichnet. 
Jede Untergruppe von S$,„ heißt eine 
Permutationsgruppe vom Grad n. Ein 
berühmter Satz von A. Cayley (1821 bis 
1895) besagt, daß jede endliche Grup- 
pe isomorph (tHomomorphismus) zu 


einer geeigneten Permutationsgruppe 
ist. 


Beispiel. Die Diedergruppe D,„ besteht 
aus allen TDeckabbildungen eines re- 
gelmäßigen n-Ecks. Numeriert man 
die Ecken des n-Ecks von 1 bis n, so 
entspricht jede Deckabbildung einer 
Permutation von {1,2,...,n}. Bei der 
in Abbildung 1 gewählten Bezeich- 
nung entspricht der Diedergruppe D4 
eine Untergruppe der S,, welche aus 
folgenden Elementen besteht: 


1234\ (1234 
ee 
1234 (1234 
a 
1234\ (1234 
Be 
1234 (1234 
ee 


In der Kombinatorik wird der Begriff 
der Permutation zuweilen in einer et- 
was allgemeineren Bedeutung benutzt: 
Eine Abbildung f von {1,2,...,n} in 
eine Menge M={a1,Qa>,...,a,} heißt 
eine (m}, Ma, ....,m,)-Permutation von 
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M, wenn a; genau m;-mal als Bild vor- 
kommt (i=1,2,...., k), wenn also 


If"tay)l=m; (i=1,2,...,k). 





Abb. I 


Dabei ist m, +m; +... +m,=n. 
Die Anzahl dieser (m,,ms, .. 
Permutationen ist 


“9 m,)- 


n! 





m, !m;!...m;! 


(Polynomialkoeffizient, ? Polynomial- 
satz. Eine (1,1,..., 1)-Permutation 
von {1,2,...,n} ist dann einfach eine 
Permutation von {1,2,...,n}. 
Beispiel: Eine Vertauschung (Anord- 
nung) der Buchstaben in dem Wort 
TENNESSEE ist durch eine (4, 2,2, 1)- 
Permutation der Menge {E,N,S,T} 
gegeben. Aus diesem Wort kann man 
also durch Vertauschen der Buchsta- 
ben 
9! 

——= 3780 

a!2!211! 
verschiedene Buchstabenreihen bilden. 
Planimetrie: Veraltete Bezeichnung 
für „ebene Geometrie“. Insbesondere 
befaßt sich die Planimetrie mit Grö- 
Benbeziehungen an ebenen geometri- 
schen Figuren. Vgl. auch TStereo- 
metrie. 
Poisson-Prozeß nach S.D. Poisson, 
1781-1840): Bezeichnung für einen 


Poisson-Verteilung 


tstochastischen Prozeß, der nach fol- 
gendem Schema strukturiert ist: Man 
zähle das Auftreten gewisser Ausfälle 
(„Treffer“; z.B. Zerfall eines Atoms) im 
zeitlichen Ablauf, beginnend zum 
Zeitpunkt 0. Die Anzahl der Treffer in 
einem Zeitintervall der Länge t werde 
mit X, bezeichnet. Es wird angenom- 
men, daß die TZufallsgröße X, nur 
von der Länge t des Intervalls und 
nicht von seiner Lage (auf der „Zeit- 
achse“) abhängt. Ferner wird voraus- 
gesetzt, daß diese Zufallsgrößen für 
disjunkte Intervalle unabhängig sind. 
Dann gilt für die t Wahrscheinlichkeit 
Pnlt):=P(X,=n) 


A _ 
e 


n! 


A. 


’ 





Pal!) = 


dabei ist At der ? Erwartungswert von 
X, (T Poisson-Verteilung). 
Poisson-Verteilung (nach S.D. Pois- 
son, 1781-1840). Eine Zufallsgröße X 
mit den Werten 0,1,2,3,... besitzt ei- 
ne Poisson-Verteilung, wenn 


k 
PIX=x)=,, en 
mit u>0 (tExponentialfunktion). Der 
tErwartungswert ist E(X)=u, die 
t Varianz ist V(X)=u. Die Bedeutung 
der Poisson-Verteilung liegt vor allem 
darin, daß sie unter gewissen Voraus- 
setzungen zur Approximation der 
tBinomialverteilung dienen kann. Es 


gilt nämlich 
k 
B ki _ ink — u 
(a TR ® 


mit u=np, falls p „klein“ und k „nicht 
zu groß“ ist. Eine Vorstellung von der 
Güte der Annäherung kann man aus 
den Tabellen 1 und 2 entnehmen. 

Die relativ größeren Abweichungen in 
Tabelle2 sind durch den nicht als 
sehr klein zu betrachtenden Wert von 
p zu erklären. 


Poisson-Verteilung 


u=1mitp=0,l undn=10 


ET mm | ro 





Tabelle 1: Binomialverteilung und Poisson- 
Verteilung für p=0,1 


u=5 mit p=0,2 und n=25 





Tabelle 2: Binomialverteilung und Poisson- 
Verteilung für p=0,2 


Die Bedingung, daß p „klein“ und k 
„nicht zu groß“ ist, bedeutet, daß eine 
kleine Trefferwahrscheinlichkeit vor- 
liegt und nach der Wahrscheinlichkeit 
für eine nicht zu große Trefferzahl 
(pro Zeitintervall) gefragt wird (? Pois- 
son-Prozeß). Man spricht daher von 
„seltenen Ereignissen“ und nennt die 
Poisson-Verteilung auch Verteilung der 
seltenen Ereignisse. 

Beispiel 1: Die Physiker E. Rutherford 
(1871-1937) und H. Geiger (1882 bis 
1945) zählten bei einem Plutonium- 
präparat in N=2608 aufeinanderfol- 
genden Zeitabschnitten die Anzahl k 
der Atome, die unter Emission eines 
a-Teilchens zerfielen. Es wurden insge- 
samt 10097 Zerfälle registriert. Die 
absoluten und relativen Häufigkeiten 
für „genau k Zerfälle im Zeitintervall“ 
sind in Tabelle 3 angegeben: 





Dur 
ovosauruvnre oO 


Tabelle 3 


Man kennt weder die Zerfallswahr- 
scheinlichkeit p noch die Anzahl n der 
Atome in dem Präparat. Man kennt 
aber den Erwartungswert np der An- 
zahl der Zerfälle pro Zeitabschnitt, 
nämlich 


10097 
np=——— =3,87 
2608 
Es ist 
Rn k n—ka ‚87 — 3,87 
(runter. 


Damit ergeben sich für die Werte in 
Tabelle3 die folgenden „theoreti- 
schen“ Werte: 


0 
1 
2 
3 
4 
3 
6 
1 
8 
9 
0 


—_ 





Tabelle 4 
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Beispiel 2: Wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß bei 100maligem 


Drehen des Roulette-Rads höchstens 
zweimal der Ausfall ZERO erscheint? 
Die Zufallsgröße 


X:= Anzahl der Ausfälle ZERO bei 
100maligem Drehen des Rou- 
letterads 


hat den Erwartungswert u=100:3%. 


Es ist 


0 1 2 
PXSY= ne r4 et+ er 


100 
_{, 00 ı (100\°\ „37 
= (1437 +3 (#7) )e 
=0,492962... 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit be- 
trägt also etwa 49,3 %. 

Pol: 1) Tmathematische Geographie; 
2) tPolare; 3) t Polarkoordinaten; 4) 
t Polstelle (einer Funktion); 5) ?sphä- 
rische Trigonometrie. 

Polare: Die Tangenten an einem Kreis 
k von einem Punkt P außerhalb des 
Kreises bestimmen die Berührpunkte 
B, und B, (Abb. 1). Die Sekante 
durch B, und B, heißt dann die Po- 
lare zum Pol P bezüglich k. Entspre- 
chend kann man Polaren bezüglich 
tEllipsen, tHyperbeln und ? Parabeln 
definieren (Abb. 2, 3, 4). 

Im folgenden sind die Gleichungen 
der Polaren zum Pol P=(xp; yp) be- 
züglich verschiedener ?Kegelschnitte 
angegeben: 


Kreis x?+y?=r}, 


XpX+ypy=r?; 


2 y? 


iu 


XpX LSA 
Fa 


Polare 


Ellipse —+ 1; 
a 


Polare 


2 2 


x 
Hyperbel Far =|, 


Polare 





Abb. 1: Kreis und Polare 





Abb. 3: Hyperbel und Polare 





Abb. 4: Parabel und Polare 


Polare 
XpX 
Polare 5, - 1; 
Parabel y?=2ax, 
Polare ypy=alxp+x). 


Die Polarengleichungen ergeben auch 
Geraden zu Polen, von denen aus kei- 
ne Tangenten an die Kurve gezeichnet 
werden können. Die Abbildungen 5 
und 6 zeigen die Konstruktion der 
Polaren bezüglich eines Kreises für al- 
le möglichen Lagen des Pols P. Als 
Pol ist dabei lediglich der Mittelpunkt 
des Kreises ausgeschlossen. 





Abb. 5: Konstruktion der Polaren für einen 
Pol außerhalb eines Kreises 


pP 


k 





Abb. 6: Konstruktion der Polaren für einen 
Pol auf dem Rand bzw. innerhalb eines 
Kreises 


Die Polaren zu den Punkten einer 
nicht durch den Kreismittelpunkt ge- 
henden Geraden schneiden sich alle 
im Pol dieser Geraden; die Pole zu 
den Geraden durch einen vom Kreis- 
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mittelpunkt verschiedenen Punkt lie- 
gen alle auf der Polaren zu diesem 
Punkt. 

Mit Hilfe des Kreises ist eine bijektive 
(umkehrbare) Abbildung zwischen der 
Menge aller Punkte (mit Ausnahme 
des Kreismittelpunktes) und der Men- 
ge aller Geraden (mit Ausnahme der 
Geraden durch den Kreismittelpunkt) 
definiert. Diese Abbildung heißt Po- 
larität. 

Allgemein definiert jeder Kegelschnitt 
eine solche Polarität. Auch tFlächen 
zweiter Ordnung erzeugen Polaritä- 
ten; hier wird einem Punkt P eine 
Ebene zugeordnet, die Polarebene zu 
P. Für ein Ellipsoid mit der Glei- 
chung 


lautet die Gleichung der Polarebene 
zum Pol P=(xo; yo; 20) 


XXo yYYo ZZo 

ee # & 
Liegt P außerhalb des Ellipsoids, so 
enthält die Polarebene die Ellipse, in 


welcher der Tangentialkegel von P 
aus das Ellipsoid berührt (Abb. 7). 





=1. 


Polarebene 





Abb. 7: Ellipsoid und Polarebene 
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Polarität. Es sei eine Kegelschnitts- 
kurve € (tKegelschnitt) in der Ebene 
E gegeben. Ordnet man jedem Punkt 
PeE seine ?Polare bezüglich C zu, so 
erhält man eine Abbildung der Menge 
der Punkte von E auf die Menge der 
Geraden von E. Dabei kann es aber 
vorkommen, daß einem Punkt P die 
uneigentliche Gerade g, (?tprojektive 
Geometrie) zugeordnet werden muß; 
ist C etwa ein Kreis, so besitzt der 
Mittelpunkt von C keine eigentliche 
Polare. Man ergänzt daher E zur !pro- 
jektiven Ebene Eug„, in welcher 
dann tatsächlich eine eineindeutige 
(bijektive) Beziehung zwischen Punk- 
ten und Geraden gegeben ist. Diese 
Beziehung (Abbildung) nennt man ei- 
ne Polarität. Hat C in homogenen 
Koordinaten (?projektive Geometrie) 
die Gleichung 


x 
(X1XaX)Al x, |=0 
X3 
(tKurven zweiter Ordnung), wobei A 
eine nicht-singuläre symmetrische Ma- 


trix ist, dann lautet die Gleichung der 
Polaren zum Pol (p;,p>,Pp3) 


Pi 
(X1X2X3)A| p2 |=0. 
P3 


Die Polarität kann also durch die 
tlineare Abbildung 


Pi Pı 
pP: \)—>Al pa 
P3 P3 


beschrieben werden. Die Punkte einer 
Geraden g werden auf die Geraden 
eines Büschels mit dem Büschelpunkt 
B abgebildet (Abb. 1). Aufgrund der 
Symmetrie von A wird der Büschel- 
punkt B dann auf die Gerade g 
abgebildet. 


Polarkoordinaten 


pa Pa g 
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Abb. 1: Polarität 


Ist in der linearen Abbildung die Ma- 
trix A zwar nicht-singulär, aber nicht 
unbedingt symmetrisch, dann nennt 
man die dadurch gegebene Abbildung 
der Punkte auf die Geraden einer pro- 
jektiven Ebene eine (lineare) Korrela- 
tion. 

Polarkoordinaten: 

a) Polarkoordinaten in der Ebene: Ist 
in der Ebene ein Punkt O (Pol) und 
eine von ihm ausgehende Halbgerade 
h (Polarachse) gegeben, so kann man 
jeden Punkt P der Ebene durch seine 
Entfernung von O und den Winkel 
zwischen OP und h beschreiben; der 
Winkel wird dabei im Gegenuhrzei- 
gersinn gemessen (Abb. 1). 








0sr<x 
0<p<2n 


Abb. 1: Ebene Polarkoordinaten 


Zwischen den kartesischen Koordina- 
ten und den Polarkoordinaten beste- 
hen dabei folgende Beziehungen, wenn 
man den Koordinatenursprung als 
Pol und die positive x-Achse als Po- 
larachse wählt (Abb. 2): 


Polarkoordinaten 
x=r-CoSp, y=r-sing, 
r=yVx?’+y, p=arctan”; 

x 


T T 
für x=0, y#+0 ist 9, oder p9= >> 


für x=y=0 ist nicht definiert. 





x-Achse 


Abb. 2: Polarkoordinaten und kartesische 
Koordinaten 


Die Darstellung einer Kurve in Polar- 
koordinaten hat die Form 


r= (0); 


jedem Winkel @ ist also ein r und 
damit ein Punkt zugeordnet. Beispiels- 
weise ist 


r=y 2cos2o 


die Darstellung einer t Lemniskate. 

Ist eine Kurve r= f(@) gegeben, wobei 
f eine differenzierbare Funktion ist, so 
erhält man aus 


d 
9 cosp- f(p)sing, 
op 


= Folsino+/(o) cosp 
den Tangentenvektor 
— sin .) 
cosp 


a cosp 
0 )+ 10 ( 
sin 
Die Formel für die tBogenlänge er- 
hält man aus 
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ee: 
also 
s= | VE + do. 


Beispiel: Die tlogarithmische Spirale 
mit der Gleichung r=e” hat den Tan- 
gentenvektor 


Y Be 
=} A 
sinp+cosp 


Die Länge des Bogens für O<p<2n 
beträgt 


2n _ 
s= [| V2e’do=Y%e”"-1). 
{0} 


b) Polarkoordinaten im Raum: Ist im 
Raum ein Punkt O (Pol), eine Ebene E 
durch O (Polarebene) und eine Halb- 
gerade h in E mit dem Anfangspunkt 
O (Polarachse) gegeben, dann kann 
man jeden Punkt des Raumes durch 
seine Entfernung von O, den Winkel 
zwischen OP und E und den Winkel 
zwischen der Projektion von OP in die 
Ebene E und h angeben (Abb. 3). 





Abb. 3: Räumliche Polarkoordinaten 


Zwischen den kartesischen K.oordina- 
ten und den Polarkoordinaten beste- 
hen dabei folgende Beziehungen, wenn 
man den Koordinatenursprung als 
Pol, die xy-Ebene als Polarebene und 
die positive x-Achse als Polarachse h 
wählt (Abb. 4): 
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x =rCosSIcosp, 
y=rcosYIsing, 

z =rsind; 
r=yVx?+y2+z2, 
Vx?’+y? 


) 
p=arctan-. 


J=arctan 





x-Achse 


Abb. 4: Polarkoordinaten und kartesische 
Koordinaten 


Zur Angabe eines Punktes der Erd- 
oberfläche benutzt man geographische 
Koordinaten. Hier ist r konstant 
(r=Erdradius), die geographische 
Länge und 3 die geographische Breite. 
Die geographische Länge bezeichnet 
man in der Regel mit A; sie wird vom 
Nullmeridian aus in westlicher und 
östlicher Richtung jeweils von 0° bis 
180° gemessen. Die geographische 
Breite bezeichnet man in der Regel 
mit ß; sie wird vom Äquator aus in 
nördlicher und südlicher Richtung je- 
weils von 0° bis 90° gemessen (Tma- 
thematische Geographie). 

In einem räumlichen kartesischen Ko- 
ordinatensystem kann man jeden 
Punkt auch durch seine Polarkoordi- 
naten in der xy-Ebene und seine z- 


Polstelle 


Koordinate beschreiben, also in der 
Form P=(rcosp, rsino,z). Dies sind 
die tZylinderkoordinaten von P. 
Poistelle (Pol): Eine Stelle a heißt 
Polstelle einer Funktion f, wenn 
gilt: 
(1) f ist in einer Umgebung von a mit 

Ausnahme der Stelle a definiert; 
(2) es gibt eine natürliche Zahl n>O 

so, daß der Grenzwert 

c:=lim f(x)(x-a)" 

existiert und von O verschieden ist. 
Man nennt dann genauer a eine Pol- 
stelle von f der Ordnung n. Dabei kann 
f eine reelle oder eine komplexe 
Funktion sein (1 Funktionentheorie). 
Ist f eine reelle Funktion, so kann 
man eine Polstelle geometrisch deu- 
ten: Der Graph der Funktion f hat 
dann an der Stelle a eine zur y-Achse 
parallele TAsymptote. Ist c>0, dann 
gilt für gerades n: 


lim f(x)= lim fx)=+%; 


xoat* xoa” 


für ungerades n: 


lim fx)=+% 
und 
lim f(x)=- ao. 


xoaT 


Für c<O sind die Vorzeichen gemäß 
Abbildung I zu ändern. 


e>0 








c>0O,n gerade 
ce <0O, n ungerade 


c>O,n ungerade 
ce<0O,n gerade 


Abb. 1 


Polyeder 
Beispiel 1: Die trationale Funktion 
% 
KH 
(x—2)(x +3)? 


hat an der Stelle 2 einen Pol 1. Ord- 
nung und an der Stelle —3 einen Pol 
2. Ordnung (Abb. 2). 





u x 
! (x—-2)(x+ 3) 
I 
I 
| 


Abb. 2 


Beispiel 2: Die Funktion 
1 


vIx-1l 


ist überall außer an der Stelle 1 defi- 
niert. Es gilt dort zwar 





fx» 


lim f(x)= lim fx)=+%, 
xol*r xol7 
es liegt aber an der Stelle 1 keine Pol- 
stelle vor: 
lim fx)x-1)"=0 für jedes neN. 


xl 


Beispiel 3: Die Funktion 
f: x>In|x| 


hat an ihrer Definitionslücke O0 keinen 
Pol, denn lim f(x)x” existiert für kein 
neN. a 

Polyeder (Vielfach, Vielflächner): Kör- 
per, der allseitig von ebenen n-Ecken 
(T Polygon) begrenzt ist. Die Schnittli- 
nien der Seitenflächen heißen Kanten; 
die Kanten stoßen in den Ecken zu- 
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sammen. Abbildung I zeigt ein Bei- 
spiel für ein Polyeder. 


8 





l 
Abb. 1: Polyeder 


Denkt man sich das Polyeder so in 
die Ebene abgebildet, daß keine Kante 
die andere durchkreuzt, dann ergibt 
sich das ? Netz eines Polyeders; Abbil- 
dung 2 zeigt ein Netz des in Ab- 
bildung 1 dargestellten Polyeders. Ein 
solches Polyedernetz ist stets ein pla- 
narer Graph (? Graphentheorie). 


8 


or 


6 
Abb. 2: Polyedernetz 


Für Tkonvexe Polyeder gilt der fol- 
gende Satz (Eulerscher Polyedersatz, 
nach L. Euler, 1707-1783): Ist e die 
Zahl der Ecken, k die Zahl der Kan- 
ten und f die Zahl der Seitenflächen, 
dann gilt stets 


e+f=k+2. 


Ein Polyeder heißt regelmäßig oder 
regulär, wenn seine Seitenflächen re- 
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gelmäßige n-Ecke von gleichem Typ 
und gleicher Größe sind. Solche Kör- 
per heißen auch platonische Körper 
(nach Platon, um 428 bis 348 v. Chr.). 
Mit Hilfe des Eulerschen Polyedersat- 
zes kann man zeigen, daß genau die 
fünf auf Seite 486 dargestellten plato- 
nischen Körper existieren. Auf Seite 
486 sind auch Netze und Abwick- 
lungen dieser Körper angegeben. Ver- 
bindet man die Mittelpunkte benach- 
barter Seiten eines platonischen Kör- 
pers durch Kanten, so entsteht wieder 
ein platonischer Körper. Wiederholt 
man dasselbe mit dem entstandenen 
platonischen Körper, dann entsteht 
wieder der ursprüngliche Körper, nur 
in verkleinerter Form (Abb. 3). In die- 
sem Sinn sind das Hexaeder und das 
Oktaeder zueinander dual, ebenso sind 
das Dodekaeder und das Ikosaeder 





Abb. 4: Dodekaederstern 


Polyeder 


zueinander dual. Das Tetraeder ist zu 
sich selbst dual. 

Verlängert man sämtliche Kanten ei- 
nes Dodekaeders bzw. eines Ikosa- 
eders, dann entsteht ein Dodekaeder- 
stern (Abb. 4) bzw. ein Ikosaederstern 
(Abb. 5). Diese Körper heißen Kepler- 
sche Sternkörper (nach J.Kepler, 
1571-1630). 





Abb. 5: Ikosaederstern 


Ein Polyeder heißt halbregulär oder 
ein archimedischer Körper (nach Ar- 
chimedes von Syrakus, 287 bis 212 
v. Chr.), wenn die Seitenflächen aus 
zwei verschiedenen Arten von regel- 
mäßigen Polygonen bestehen, wobei 
die Polygone gleicher Art alle gleich 
groß sein sollen. Ein Beispiel ist in Ab- 
bildung 6 dargestellt; ein Modell hierfür 
ist der sog. Europa-Fußball. 


Abb. 6: Halbreguläres Polyeder 


Die platonischen Körper 


Tetraeder 
: a? 
e=4 5-73 
oa LVV 
k=6 vn 
_ =7,V2 
Hexaeder 
e=8 = 
f=6 


Oktaeder 





e=6 


2 
s=-— V25+10y5 
O=3a?y25+10y5 


Dodekaeder a3 . 
nu ER V=7.(5+7Y5) 
f=12 

k=30 oo 


Ikosaeder 
RS E 
e=12 =, V3 
f=20 YA O=5a?y3 
k=30 
ee V-2a04+y3) 


a: Kantenlänge, S: Seitenfläche, O: Oberfläche, V: Volumen 
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Polygon. Ein Dreieck, Viereck, Fünf- 
eck,...., allgemein ein n-Eck bezeich- 
net man als Polygon (Vieleck). Ein 
Polygon heißt konvex, wenn die 
Verbindungsstrecke von jeweils zwei 
Punkten aus dem Inneren des Poly- 
gons ganz im Innern liegt (Abb. 1). 






nicht-konvexes 
Polygon 


konvexes 
Polygon 


Abb. 1: Polygon 


Ein Polygon heißt regelmäßig oder 
regulär, wenn alle Seiten gleich lang 
und alle Innenwinkel gleich groß sind. 
Seine Ecken liegen dann auf einem 
Kreis. Der Innenwinkel eines regel- 


2 
mäßigen n-Ecks beträgt ern 180° 
(Abb. 2). . 


AD 
BD, 


. () 


Abb. 2: Innenwinkel bei regelmäßigen 
n-Ecken 


Polygon 


Für ein regelmäßiges n-Eck mit dem 
Umkreisradius r sei 

a, die Seitenlänge, 

o„ der Inkreisradius 


(Abb. 3). Dann gilt der Zusammen- 
hang 


a,\2 
(=) +0n, 
) 0 


also 


a=2Yr’ an, 







Umkreis 


Inkreis 


Abb. 3: Seitenlänge und Inkreisradius eines 
regelmäßigen n-Ecks 


Der Flächeninhalt des regelmäßigen 
n-Ecks beträgt 
Ay'On = | 


= U,0n 
) 1% 





A„=n 


wobei u„=na, der Umfang des n-Ecks 
ist. 

Ein regelmäßiges n-Eck ist 
dann mit Zirkel und Lineal 
struierbar, wenn n die Form 


genau 
kon- 


n=2»p1"P2*... "Di 

hat, wobei pı,P>,...,p, verschiedene 
t Primzahlen der Form 2”°»+1 sein 
müssen. Dies ist von C.F. Gauß 
(1777-1855) bewiesen worden. Bei- 
spielsweise ist ein regelmäßiges 1028- 
Eck mit Zirkel und Lineal konstruier- 
bar, denn es gilt 


1028=4-257=2?.(2?° +1) 


Polygonalzahlen 


und 257 ist eine Primzahl. Ein regel- 
mäßiges n-Eck ist also mit Zirkel und 
Lineal konstruierbar, wenn 


n=3,4,5,6,8,10,12, 
15,16,17,20, ...; 


es ist nicht mit Zirkel und Lineal kon- 
struierbar (sondern nur näherungswei- 
se z.B. mit dem Winkelmesser), wenn 


n=7,9,11,13,14, 
18,19,21,22, .... 


Die Konstruktion eines regelmäßigen 
Fünfecks erfolgt mit Hilfe des 1Gol- 
denen Schnitts. 

Polygonalzahlen (Vieleckszahlen): Be- 
zeichnung für die Glieder einer Folge 
natürlicher Zahlen, die durch bestimm- 
te Vielecksmuster dargestellt werden 
können. Man nennt diese Zahlen auch 
figurierte Zahlen. 

Die Folge der Dreieckszahlen lautet 


1,3,6,10,15,... (Abb. 1). 
® 
o .. 
® oo e.® 
| 3 6 
o 
o 
®.® e.® 
e.® oe..® 
e.eeaes—s.s.„,,.0o.2>0 
10 15 


Abb. 1: Dreieckszahlen 
Für die n-te Dreieckszahl d, gilt 
n 


Die Folge der Viereckszahlen (Qua- 
dratzahlen) lautet 
1,4,9,16,25,... (Abb. 2). 


Für die n-te Viereckszahl v, gilt 


ae 





n 


= I 2i-1)= n? 
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..®o 
.oao..®e 
ee e.e oe 
1 4 9 
.... 
.e.s„.saesao”09© 
.e.„u„:—eoe® 
..s„.s„:„„<.„.—„o 
..es„s<:—a,„9 


16 25 
Abb. 2: Viereckszahlen 


Ferner gilt v„=d,+d,_ı fürn22. 
Die Folge der Fünfeckszahlen (Penta- 
gonalzahlen) lautet 


1,5,12,22,.... (Abb. 3). 


© 

® eo 0 

ee oe —o 
22 

Abb. 3: Fünfeckszahlen 


Für die n-te Fünfeckszahl f, gilt 
n(3n-—1) 

2 
Ferner gilt „=3d„—-2n=v,+d,-ı:. 
Die Zahl 


n 


pP:= Y ((k-2)i—-k+3) 


i=1 


heißt n-te k-Eckszahl. Es gilt 


- FT i-2)- 


pw. >(k-2)n-k+4) 
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Von A.L. Cauchy (1789-1857) stammt 
der erste Beweis des folgenden lange 
vermuteten Satzes: Jede natürliche 
Zahl läßt sich als Summe von höchstens 
k k-Eckszahlen darstellen. Es gilt bei- 
spielsweise 

100=dgs+d,o=45 +55, 


10 =v5+V5+Vs+DV5 


=25+25+25+25, 
10=fiı+fitfstfs+ fs 
=1+1+12+35+51. 
Die Polygonalzahlen bilden eine 
tarithmetische Folge zweiter Ord- 


nung. 
Polynom: Ein Term (Ausdruck) der 
Form 


rt 
+43X”+41X+0o 


mit einer Variablen x, einer natür- 
lichen Zahl n und reellen Zahlen 
40,41, ...,A,n heißt ein Polynom (ge- 
nauer: ein Polynom über R). Die Zah- 
len ao,4ı,...,a, heißen die Koeffizien- 
ten des Polynoms. Ist a„+0, dann 
heißt n der Grad des Polynoms. Bei- 
spielsweise ist 


2x? +4x?-Y2x+0,7 


eine Polynom dritten Grades. Polyno- 
me nullten Grades bestehen nur aus 
einer von Null verschiedenen Zahl ao. 
Sind alle Koeffizienten gleich Null, 
dann liegt das Nullpolynom vor; die- 
sem wird kein Grad zugeordnet. Poly- 
nome ersten Grades haben die Gestalt 
a,xX+ao Mit a, #0. 

Eine TFunktion f, deren Funktions- 
term f(x) ein Polynom ist, ist eine 
t Polynomfunktion. Die Werte von 
Polynomen bzw. Polynomfunktionen 
für bestimmte x-Werte kann man mit 
dem ?Horner-Schema ausrechnen. 

Mit Polynomen kann man ähnlich 
rechnen wie mit Tganzen Zahlen, d.h. 


Polynom 


man kann sie addieren, subtrahieren 
und multiplizieren. 
Beispiele: 


18 +3x?— 5x+9) 
+ -2x?-6x?+12x ) 
= x*-2x°—-3x?+ 7x+9; 


2) (2x°—-x+1)-(x?+7x) 
=(2x’—-x+1).x? 
+(2x°—-x+1)-7x 
=(2x’—-x’+x?) 
+(14x*-7x?+7x) 
=2x’+14x*—-x?-6x?+7x. 


Ferner ist für Polynome wie für ganze 
Zahlen eine Division mit Rest defi- 
niert (t Polynomdivision). Die Menge 
aller Polynome über IR mit einer Va- 
riablen bezeichnet man mit R[x]. Be- 
züglich der Addition und der Verviel- 
fachung mit reellen Zahlen bildet 
R[x] einen TVektorraum. Seine Di- 
mension ist unendlich, eine Basis ist 
z.B. 


ES 


Bezüglich der Addition und der Mul- 
tiplikation ist R[x] ein tRing (Poly- 
nomring). 

Polynome in mehreren NEN sind 
beispielsweise die Ausdrücke 


5x?y?—6xy?+3x?—xy+26, (1) 


1 1 

— X + —1, 2 
=: ey (2) 
3x6 y4-3Y2wxy°+18xyz2 

— 32? +25w. (3) 


Bildet man von jedem Glied des Poly- 
noms die Summe der Exponenten der 
Variablen, so heißt die größte dieser 
Zahlen Grad des Polynoms. Bei- 
spielsweise ist (1) ein Polynom 4. Gra- 
des mit zwei Variablen, (2) ein Poly- 
nom 2. Grades mit zwei Variablen. 


Polynomdivision 


Die Nullstellenmengen von Polyno- 
men in zwei Variablen definieren im 
allgemeinen Kurven. 
Das Polynom (3) mit den 4 Variablen 
w, x, ), z hat den Grad 10. Allgemein 
ist ein Polynom in n (neN) Variablen 
X1>...,X, ein Ausdruck der Form 
kı ka kn 

De ee DE RR. 2 BRR 

u=0 u=0 i„=0 
mit qa;,,,..,,eR. Der Grad eines sol- 
chen Polynoms ist die größte der Zah- 


len Vi, wobei ief0,....k} für 
j=1 


jel,..,M8t. 

Da die Koeffizienten des Polynoms 
reelle Zahlen sind, spricht man von 
einem Polynom über R. Allgemeiner 
kann man Polynome über beliebigen 
tRingen oder 1TKörpern betrachten. 
Die Menge der Polynome über R in 
den Variablen x,,x>, ...,x„ bezeichnet 
man mit R[x,,X>, ...,%,]- 
Polynomdivision. In der Menge R[x] 
der t Polynome mit reellen Koeffizien- 
ten kann man addieren, subtrahieren 
und multiplizieren. Ferner ist eine 
tDivision mit Rest möglich: Zu je 
zwei Polynomen f(x), g(x)eR[x] exi- 
stieren Polynome v(x), r(x)eR [x] mit 


FI=VR) ER) +rR), 


wobei r(x)=0 oder der Grad von r(x) 
kleiner als der Grad von g(x) ist. Die 
Polynome v(x) und r(x) sind eindeutig 
bestimmt. Man ermittelt v(x) und r(x) 


(2x?—-3x° + 7x+ 5) 


(x?+3x-1)=2x?-9x+294 


axt+6x°— 2x? 
-9x?+ 2x?+ 7x+5 | 
9x? —-27x?+ 9x (x?+3x-1)-2x? 
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mit Hilfe eines Divisionsverfahrens, 
welches analog zur schriftlichen Divi- 
sion natürlicher Zahlen verläuft. Ein 
Beispiel ist in Abbildung 1 vorgerech- 
net. 

Polynomfunktion (ganzrationale Funk- 
tion): Bezeichnung für eine Funktion 
f:R->R, deren Funktionsterm f(x) 
ein TPolynom aus R[x] ist. Ist das 
Polynom f(x) vom Grad n, dann heißt 
auch die Polynomfunktion f vom 
Grad n. Polynomfunktionen vom 
Grad 0 bzw. vom Grad 1 bzw. vom 
Grad 2 heißen konstante Funktionen 
bzw. lineare Funktionen bzw. quadra- 
tische Funktionen. In der TAnalysis 
kann man mit Polynomfunktionen 
sehr einfach rechnen. Daher ist es oft 
eine wichtige Aufgabe, kompliziertere 
Funktionen durch Polynomfunktionen 
zu approximieren (TApproximation, 
t Taylor-Reihe). 

Polynomialsatz (polynomischer Lehr- 
satz, Multinomialsatz, multinomischer 
Lehrsatz): Bezeichnung für den folgen- 
den mathematischen Satz (vgl. tbino- 
mischer Lehrsatz): Für beliebige Zah- 
len (oder allgemeiner Elemente eines 
kommutativen TRings) x1,Xa, -..,Xk 
gilt 

(Xıt%2+...+x)" 


2 


wobei die Summation über alle k-Tu- 
pel (i,,ia,....,i.) nicht-negativer gan- 


n Sr : 
ar at... 
lı 12... Ik 


—89x+34 
x?+3x—1 


29x? - a 


29x? +87x— 29 e—— (x?+3x-1)-29 


—89x+34 


Abb 1: Beispiel einer Polynomdivision 
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zer Zahlen mit i, ++... +,=n zu 
erstrecken ist. Dabei ist der Polyno- 
mialkoeffizient (Multinomialkoeffizient) 
durch 


( n n! 
inia... ie ih, tip!...i,! 


definiert. Für k=2 ist dies der ?Bino- 
mialkoeffizient, denn 


h- n! 
ii,’ lin! 


n! (") 
i,!(n-ij,)! ij 


Der Polynomialkoeffizient hat folgen- 
de kombinatorische Bedeutung: Die 
Anzahl der verschiedenen Zerlegungen 
einer n-elementigen Menge in k Teil- 
mengen, unter welchen auch die leere 
Menge (evtl. sogar mehrfach) vorkom- 
men darf, wobei es aber im Gegensatz 
zu einer T Partition auf die Reihenfol- 
ge der Teilmengen ankommt, und wo- 
bei die m-te Teilmenge aus i,„ Elemen- 
ten bestehen soll (m=1,2, ..., k), ist 


| \ 
iss 


Beispiel: 





(X1+xX2+X3)* 


[557 
Pr Pr VVPrr H- +, Oo +, oO —» 


Polynomialverteilung 
4 4 
“ 2 ,) as, „a 


4 4 
+ (004) 


oolrbsorbaod" 

ooıelıso) 
(obs) 
(0 1)* 

220)>'202)- 


B Al je 


Polynomialverteilung. Ein ?Zufalls- 
versuch mit genau r Ausfällen w,, 
32, ...,@, mit den Wahrscheinlichkei- 
ten P(w,)=p; werde n-mal wiederholt. 
Die tZufallsgröße X, gebe an, wie oft 
@; dabei eintritt (i=1,2,...., r). Im fol- 
genden wird die vektorwertige Zufalls- 
größe 


X=(X,,X,>, Ar) 


betrachtet, deren Werte r-Tupel (Vek- 
toren) 


(Kı,k2,....K,) 


und k,+k,+...+k,=n sind. Dann 
gilt für die Wahrscheinlichkeit, daß X 
den Wert (k,,ks», ..., k,) annimmt, 


1 


mit k;eN. 


P(X =(kı,ka, ..., k,)) 
—_ n kı „ka kr 
RL. Pe 


wobei | ein Polynomialko- 


n 
kıka..k, 
effizient ist (T Polynomialsatz). Diese 
Wahrscheinlichkeitsverteilung der (vek- 


Potenz 


torwertigen) Zufallsgröße X heißt Poly- 
nomialverteilung oder Multinomialver- 
teilung. Für r=2 ergibt sich die tBi- 
nomialverteilung. 

Potenz. Für eine natürliche Zahl n de- 
finiert man 


n 


a=da.d.....d 


—— 
Produkt aus n Faktoren a 


für jede Zahl a; man liest dies „a hoch 
n“. Es gilt also 


al=a und a"=a-a"-! 


für nz2. 

Die Zahl a” ist eine Potenz, genauer 
die n-te Potenz von a. Dabei heißt a 
Grundzahl oder Basis und n Hochzahl 
oder Exponent der Potenz. Für das 
Rechnen mit Potenzen gelten folgende 
Regeln: 


a. =a"*' (1) 
r Faktoren a s Faktoren a 
— mn, — u 
a-ar..d = Arar..d 
nn? 


r+s Faktoren a 


In Worten: Zwei Potenzen mit glei- 
cher Basis werden multipliziert, indem 
man die Exponenten addiert und die 
Basis beibehält. 


a'-b"=(a-b)" (2) 

r Faktoren a r Faktoren b 
— —— un, 
a-a:....da b-b....-b 


=(a-b)-(a-b)-...-(a-b) 
DT en es 
r Faktoren (a-b) 


In Worten: Zwei Potenzen mit glei- 
chem Exponenten werden multipli- 


ziert, indem man die Basen multipli- 
ziert und die Exponenten beibehält. 


(a =a""* (3) 


s Faktoren a” r-s Faktoren a 
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In Worten: Eine Potenz wird poten- 
ziert, indem man die Exponenten mul- 
tipliziert und die Basis beibehält. 
Als Folgerung aus (1) und (2) erhält 
man die Regeln für Quotienten: 


a’ av a’ 
——g'"° d () =—, 
: a un m pr 


Damit der Ausdruck a’”* auch für 
r<s erklärt ist, definiert man auch 
Potenzen mit negativen Exponenten: 


= () 
a'=—= _ s 
a" a 
dabei muß a#+0O sein. Ferner setzt 
man 


a’=1 fürallea mit a+0. 


Diese Festsetzung ist zweckmäßig, 
weil dann die Potenzregeln angewen- 
det werden können: 


Beispiele: 

1) 27.2*=2!11=2048; 

2) 2*.5*=10*= 10000; 

3) (52 =5°=15625; 

4) (-9’=(-1N- = 1; 

5) (-2°)?=(-1)>?.(2°)? 
-(- 1-1. 

Man beachte den Unterschied zwi- 

schen (a”)* und a”. Beispielsweise ist 


(2°)? =2°=64 
und 
2539-29 = 512. 


Sehr große und sehr kleine Zahlen 
kann man übersichtlich mit Hilfe von 
Zehnerpotenzen schreiben. 

Beispiele: 6) Ein Lichtjahr (1 Lj) ist 
die Strecke, die das Licht in einem 
Jahr zurücklegt. Es ist 


1 Lj9460500000000 km; 
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dafür schreibt man kürzer 

1 Lj9,4605 - 101? km. 
7) Die Masse eines Wasserstoffatoms 
ist 

0,000000000000000000000001 67 g; 
dafür schreibt man kürzer 

1.67.10" ?*g, 
In den Naturwissenschaften ist es üb- 
lich, sehr große Zahlen in der Form 

a-10" 
mit 


1sa<10 und neN 


auszudrücken; manchmal ist es auch 
zweckmäßig, die Form 

b- 10°" 
mit 

0,1<b<100 und neN 
zu wählen. Entsprechend drückt man 
sehr kleine Zahlen mit Hilfe der 
negativen Zehnerpotenzen m»;,=10"', 


160=10"?, 1%50=10"°,... aus. Man 
schreibt sie dann in der Form 


a-10”" 
mit 


1<sa<1l0 und neN 


oder 
b»10°* 
mit 


0,1<b<100 und neN. 


Zur Benennung der positiven und ne- 
gativen Zehnerpotenzen hat man Vor- 
silben erfunden, z.B. Kilogramm, Mil- 
limeter, Megatonnen (? Maßsysteme). 

Für Zehnerpotenzen hat man die in 
Tabelle I angegebenen Namen einge- 


Potenz 


führt. Auf diese Art kann man mit 
den Kunstwörtern 

Quintillion, Quintilliarde, 

Sextillion, Sextilliarde, 

Septillion, ... 
beliebig große Zehnerpotenzen mit ei- 
nem Namen belegen. Für die Praxis 
hat das aber keine Bedeutung, da man 
große Zehnerpotenzen stets ziffernmä- 
Big ausdrückt, d.h. in der Form 10”. 
Zudem bestehen Verwechselungsge- 
fahren, da im amerikanischen Sprach- 
gebrauch 


10° =1 billion, 
10!?=1 trillion 


usw. ist. 


10°? =1 Hundert 
10° =1 Tausend 
10° =1 Million 
10° =1 Milliarde 
10'!?=1 Billion 


10'°=1 Billiarde 
10°®=1 Trillion 
10?!=1 Trilliarde 
10?*=1 Quadrillion 
10?’=1 Quadrilliarde 





Tabelle | 


Für positive Basen a erklärt man auch 
Potenzen mit gebrochenen Exponen- 
ten, und zwar mit Hilfe von ?TWur- 
zeln: 
0 
a" =4/ a. 
1 n 
Dann gilt (a) =a"=a'=a. 
setzt man für m,neN 


Ferner 


an=(t a)"=" a". 

Diese Definitionen sind so getroffen 
worden, daß die Potenzregeln (1) bis 
(3) auch für gebrochene Exponenten 


gelten. 


Potenzfunktion 
Beispiele: 


6° \8 

8) 36%.5-3=(6°)2.53= (&) 
IE 

05-6 yRBi=8,59.. 


5; 3/64-3/20.3/100 
y 10-%/500 
= 26+4+3-4-3.54+3-4-4 


=2705.5-2%=1,8971...-0,5395... 
=1,023.... 


Die Potenzen 27% und 572% berech- 
net man mit Hilfe der y*-Taste des 
t Taschenrechners. 
Man definiert auch Potenzen, deren 
Exponenten beliebige ?reelle Zahlen 
(also auch irrationale Zahlen) sind. Ist 
o eine reelle Zahl, dann kann man 
diese als Grenzwert einer Folge (r,)> 
von rationalen Zahlen darstellen. Man 
definiert dann 
at:= lim a”. 
n> a 
Man muß dabei zeigen, daß die Folge 
<a") für jede Folge <r„> mit dem 
Grenzwert go konvergiert und stets den 
gleichen Grenzwert hat. 
Die Potenzregeln ergeben sich jetzt 
aus den Regeln für das Rechnen mit 
Grenzwerten: Beispielsweise ist 
a” a’ = lim a*" lim a” 
n> 00 n> 00 
= lim a** a’ 
no 0 
= lim at" =a"*), 
no 
Potenzen mit rationalen Exponenten 
sind nur für eine positive Basis definiert, 
erst recht also Potenzen mit reellen 
Exponenten. Obwohl (—2)?=—8 ist, 
darf man trotzdem nicht 


(-93=-2 


schreiben, weil sich folgender Wider- 
spruch ergibt: 
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-8)5=(-8)% 
nn +2. 


Potenzen kann man in jeder assoziati- 
ven Talgebraischen Struktur definie- 
ren. Ist (M, x) nämlich assoziativ, so 
bedeutet (axa)xa dasselbe wie 
ax(axa). Man schreibt dies in der 
Form axaxa oder auch a®. Für aeM 
und neN definiert man 


n+1 


al:=a, a'tl:=a"xa. 


Entsprechend dieser induktiven Defi- 
nition beweist man mit ? vollständiger 
Induktion die üblichen Regeln für das 
Rechnen mit Potenzen (Potenzrech- 
nung) mit natürlichen Exponenten. 

Ist M eine Menge von Zahlen und * 
die Multiplikation, so benutzt man die 
oben angegebene Potenzschreibweise. 
Ist * aber die Addition, so schreibt 
man n-a statt a". Entsprechend ver- 
fährt man in jeder algebraischen 
Struktur, in der die Verknüpfung als 
Addition gedeutet wird. Besitzt (M, *) 
ein neutrales Element e, dann definiert 
man 


a:=e. 


Ist a in (M,x) invertierbar, dann be- 
zeichnet man mit a”! das zu a inverse 
Element. Dann definiert man weiter 


a:=(a-!)", 
oder gleichbedeutend damit 
area)”, 
Potenzfunktion: Bezeichnung für eine 
Funktion f der Art 
S: xx" 
(T Potenz), wobei r eine reelle Zahl ist. 
Dabei ist 
D(f)=R für reN; 
D(f)=R\{0} für reZ, r<O; 
D(f)=R; für reR\Z,r>0; 
D(f)=R* für reR\Z, r<0. 
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Ist r eine trationale Zahl, dann ist f 
eine Talgebraische Funktion; andern- 
falls ist f transzendent. 

Abbildung 1 zeigt die Graphen einiger 
Potenzfunktionen für x>0. 





Abb. I 


Potenzmenge: Die Menge aller Teil- 
mengen einer Menge M heißt Potenz- 
menge von M (1 Menge). Sie wird mit 
P(M) oder ®(M) bezeichnet. Besteht 
M aus genau n Elementen, dann be- 
sitzt P(M) genau 2" Elemente, es gilt 
also 


IP(M)|=21Ml, 


Wegen n<?" für jedes neN, gilt 
|IM|<|P(M)| für jede endliche Menge 
M. Auch für unendliche Mengen gilt, 
daß die Potenzmenge von größerer 
Mächtigkeit ist als die Menge selbst. 
Potenzreihe: Bezeichnung für eine 
t Reihe der Form 


Re) 
At+axX+a2xX”+..= ), ax". 
n=0 


Dabeı sind die Koeffizienten ao,4ı, 
Az, ... Treelle oder Tkomplexe Zahlen 
und x ist eine reelle oder komplexe 
Variable. Gibt es ein n, mit a„=0 für 
n>no, bricht die Potenzreihe also bei 
no ab, dann handelt es sich um ein 


Potenzreihe 


t Polynom. Die Konvergenz der Po- 
tenzreihe hängt davon ab, welchen 
Wert man für x einsetzt. Gibt es eine 
reelle Zahl q mit O<g<1i und eine 
natürliche Zahl n, mit 





»/\anx"| <q für n>no, 
also 
Ixis- 2 für n>no, 
lan| 


dann ist die Potenzreihe konvergent. 
Beachtet man, daß q beliebig nahe bei 
1 gewählt werden kann, dann erkennt 
man: Ist 


r:=lım inf 


n— 0 





»/la,| 


(Tlimes inferior), dann konvergiert die 
Potenzreihe für alle x mit |x|<r. Man 
nennt r den Konvergenzradius der Po- 
tenzreihe. Ist x eine komplexe Va- 
riable, dann bilden die Werte von x 
mit |x|<r den Konvergenzkreis der 
Potenzreihe. Ist x eine reelle Variable, 
dann ist ]—r,r[ das Konvergenzinter- 
vall der Potenzreihe. Für |x|>r ist die 
Potenzreihe divergent. Ob die Potenz- 
reihe für |x|=r konvergiert, muß in 
jedem Fall gesondert untersucht wer- 
den. Ist r=0, so konvergiert die Po- 
tenzreihe nur für x=(, ist r=, dann 
konvergiert sie für alle xeC bzw. für 
alle xeR. 

Ist K der Konvergenzbereich der Po- 
tenzreihe, dann wird durch 


fx) mx" 
n=0 

eine Funktion auf K definiert. Umge- 
kehrt kann man für eine gegebene 
Funktion f nach einer Darstellung als 
Potenzreihe fragen. Eine solche Dar- 
stellung ist eindeutig, d.h. die Koeffi- 
zienten ao, dı, Aa,... sind durch die 
Funktion f eindeutig bestimmt (? Tay- 
lor-Reihe). 


Primzahl 


Beispiel 1: Die Potenzreihe 


N x. 2 
TE Tee 


konvergiert für jedes xeR, denn 


..a/l 
lim V4-0 
no n! 


Es handelt sich um die ? Taylor-Reihe 
der natürlichen Exponentialfunktion 
x+>e* mit der Entwicklungsmitte 0. 
Beispiel 2: Die Potenzreihe 


Ds 


x" 
Ber) 


hat den Konvergenzradius 1, denn 


. an 
lim an 
no n 


Für x<—1 und für x>1 ist die Reihe 
divergent, für x=1 ist sie konvergent. 
Es handelt sich um die t Taylor-Reihe 
der Funktion x>In (1+x). 
Beispiel 3: Die Potenzreihe 


Yn!x"=1+x+2x?+6x°+... 
n=0 


konvergiert nur an der Stelle 0, denn 
lim »/n! =o@. 

Primzahl: Eine Tnatürliche Zahl p mit 
p#+1 heißt Primzahl, wenn sie nur 
durch 1 und durch sich selbst teilbar 
ist (TTeilbarkeitslehre). Jede von 1 
verschiedene Zahl, die keine Primzahl 
ist, heißt zusammengesetzt. Um festzu- 
stellen, ob eine Zahl n zusammenge- 
setzt ist, prüft man, ob sie durch eine 
der Primzahlen p mit p? <n teilbar ist. 
Beispiel: 397 ist eine Primzahl, denn 
397 ist durch keine der Primzahlen 2, 
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 teilbar, und 23? 
ist schon größer als 397. 

Zur Bestimmung aller Primzahlen un- 
terhalb einer Schranke N benutzt man 
das Sieb des Eratosthenes; dieses Ver- 
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fahren geht auf den griechischen Phi- 

losophen Eratosthenes (276-195 

v.Chr.) zurück und findet noch heute 

Anwendung bei der Aufstellung von 

Primzahltafeln mit Hilfe von Compu- 

tern: 

1. Man schreibe alle Zahlen von 2 bis 
N auf. 

2. Man rahme die Zahl 2 ein und 
streiche dann jede zweite Zahl. 

3. Ist n die erste nicht-gestrichene und 
nicht-eingerahmte Zahl, so rahme 
man n ein und streiche dann jede 
n-te Zahl. 

4. Man führe Schritt 3 für alle n mit 
n’<N aus; ist n?>N, so stoppe 
man den Prozeß. 

5. Alle eingerahmten bzw. nicht-ge- 
strichenen Zahlen sind Primzahlen, 
und zwar sind dies alle Primzahlen 
<N. 


Beispiel (N = 100): 


AS I 3 N # 
1IR13 MS 6 178 19 %# 
AVB NRI RR 
IPUNMFRKRITKENRNH 
41 3403 MA 46478 9 56 
ANNZIHSKHNKSIH 
61628 64 65 6 6175 0 FH 
N1RBITUKKNIRTI HE 
U 92 83 4 85 86 N 88 89 9 
ANN MI % 97 KR 1806 


Die Primzahlen unter 100 sind also 

2, 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23, 

29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 

61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 
In der Tafel auf Seite 498 sind die 
Primzahlen unterhalb von 1200 zu fin- 
den (durch „p“ gekennzeichnet). Fer- 
ner enthält die Tafel die nicht durch 


2,3 oder 5 teilbaren zusammengesetz- 
ten Zahlen unterhalb von 1200, sowie 
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ihre Darstellung als Produkt von 
Primzahlen. Auf Seite 499 ist eine Ta- 
fel für die Primzahlen zwischen 1200 
und 4500 angegeben. 

Ist die Primzahl p ein Teiler der na- 
türlichen Zahl n, dann nennt man p 
einen Primteiler von n. Jede natürliche 
Zahl mit Ausnahme der Zahl 1 besitzt 
mindestens einen Primteiler. 

Es gibt unendlich viele Primzahlen. 
Dies kann man (nach antikem Vor- 
bild) folgendermaßen einsehen: Gäbe 
es nur die endlich vielen Primzahlen 
Pı» Pa; ---, Pn, dann besäße die natürli- 
che Zahl 


N:=p,P2...Pn+1 


keinen Primteiler, denn sie ist durch 
keine der Primzahlen p,, Pa, ...,Pn 
teilbar. 

Die Anzahl der Primzahlen unterhalb 
von x bezeichnet man mit n(x); bei- 
spielsweise ist n(100)=25, denn unter- 
halb von 100 gibt es genau 25 Prim- 
zahlen. Der Primzahlsatz besagt, daß 


n(x) etwa gleich _ ist (T Logarith- 
Inx 


mus); genauer gilt 


lim I 
x X 


Inx 
Etwas besser als die Näherungsformel 


a) ist die Formel 
Inx 


Von) 
(für x>e®). 


Der Hauptsatz der (elementaren) Zah- 
lentheorie besagt, daß jede natürliche 
Zahl, die größer als 1 ist, auf genau 
eine Weise als Produkt von Primzah- 
len darstellbar ist, wobei es auf die 
Reihenfolge der Primfaktoren nicht 


T(x)T 


D| x 


17 DRM 


Primzahl 


ankommt. Beispielsweise ist 
360=2:.2.2.3.3.5=2?.3?.5, 


Diese Darstellung nennt man die 
Primfaktorzerlegung der Zahl 360. Als 
„Produkt“ ist in obigem Satz auch ein 
solches mit nur einem Faktor zu ver- 
stehen (z.B. „7“), um mit der Aussage 
des Satzes auch die Primzahlen zu 
erfassen. 

Um die Primfaktorzerlegung einer 
Zahl zu erhalten, kann man fortge- 
setzt den kleinsten Primteiler abspal- 
ten: 


2940 =2-1470=2-2-735 
=2.2.3:245=2-.2-3.5-49 
=2.2:3.5.7.7=22.3.5.72, 


Oft ist es aber einfacher, naheliegende 
Faktorzerlegungen zu benutzen(Abb. 1). 


2940 
22 
N 
2 


Abb. 1: Faktorzerlegung von 2940 


70 
Zi 
A 
25 


In der Folge der Primzahlen können 
beliebig große Lücken auftreten. Bei- 
spielsweise sind für jede natürliche 
Zahl n dien—1 Zahlen 


n!+2,n!+3,n!+4,...,n!+n 


(t Fakultät) alle zusammengesetzt, 
denn für 2<sisn ist die Zahl n!-+i 
durch i teilbar. Andererseits findet 
man sehr viele Paare von Primzahlen, 
die nur den Abstand 2 haben, z.B. 


(3,5), 65,7, (11,13), (17,19), 
(29, 31), (41, 43), (59, 61) usw. 
Zwei derart benachbarte Primzahlen 


nennt man einen Primzahlzwilling. Es 


[Fortsetzung S. 500] 


Primzahlen und Primfaktoren 
der nicht durch 2, 3 oder 5 teilbaren Zahlen <1200 


p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
p 
72 
p 
p 
p 
p 
p 
p 





Primzahlen zwischen 1200 und 4500 


1201 1301 1409 1511 1601 1709 1801 1901 2003 2111 2203 
1213 1303 1423 1523 1607 1721 1811 1907 2011 2113 2207 
1217 1307 1427 1531 1609 1723 1823 1913 2017 2129 2213 
1223 1319 1429 1543 1613 1733 1831 1931 2027 2131 2221 
1229 1321 1433 1549 1619 1741 1847 1933 2029 2137 2237 
1231 1327 1439 1553 1621 1747 1861 1949 2039 2141 2239 
1237 1361 1447 1559 1627 1753 1867 1951 2053 2143 2243 
1249 1367 1451 1567 1637 1759 1871 1973 2063 2153 2251 
1259 1373 1453 1571 1657 1777 1873 1979 2069 2161 2267 
1277 1381 1459 1579 1663 1783 1877 1987 2081 2179 2269 


1279 1399 1471 1583 1667 1787 1879 1993 2083 2273 
1283 1481 1597 1669 1789 1889 1997 2087 2281 
1289 1483 1693 1999 2089 2287 
1291 1487 1697 2099 2293 
1297 1489 1699 2297 
1493 
1499 


2309 2411 2503 2609 2707 2801 2903 3001 3109 3203 3301 
2311 2417 2521 2617 2711 2803 2909 3011 3119 3209 3307 
2333 2423 2531 2621 2713 2819 2917 3019 3121 3217 3313 
2339 2437 2539 2633 2719 2833 2927 3023 3137 3221 3319 
2341 2441 2543 2647 2729 2837 2939 3037 3163 3229 3323 
2347 2447 2549 2657 2731 2843 2953 3041 3167 3251 3329 
2351 2459 2551 2659 2741 2851 2957 3049 3169 3253 3331 
2357 2467 2557 2663 2749 2857 2963 3061 3181 3257 3343 
2371 2473 2579 2671 2753 2861 2969 3067 3187 3259 3347 
2377 2477 2591 2677 2767 2879 2971 3079 3191 3271 3359 


2381 2593 2683 2777 2887 2999 3083 3299 3361 
2383 2687 2789 2897 3089 3371 
2389 2689 2791 3373 
2393 2693 2797 3389 
2399 2699 3391 


3407 3511 3607 3701 3803 3907 4001 4l1l 4201 4327 4409 
3413 3517 3613 3709 3821 3911 4003 4127 4211 4337 4421 
3433 3527 3617 3719 3823 3917 4007 4129 4217 4339 4423 
3449 3529 3623 3727 3833 3919 4013 4133 4219 4349 4441 
3457 3533 3631 3733 3847 3923 4019 4139 4229 4357 4447 
3461 3539 3637 3739 3851 3929 4021 4153 4231 4363 4451 
3463 3541 3643 3761 3853 3931 4027 4157 4241 4373 4457 
3467 3547 3659 3767 3863 3943 4049 4159 4243 4391 4463 
3469 3557 3671 3769 3877 3947 4051 4177 4253 4397 4481 


3491 3559 3673 3779 3881 3967 4057 4259 4483 
3499 3571 3677 3793 3889 3989 4073 4261 4493 
3581 3691 3797 4079 4271 
3583 3697 4091 4273 
3593 4093 4283 
4099 4289 


4297 


Ta 


Prisma 


ist eine bis heute unbewiesene Vermu- 
tung, daß unendlich viele Primzahl- 
zwillinge existieren. 

Man kann beweisen, daß für jede na- 
türliche Zahl n22 zwischen n und 2n 
stets eine Primzahl liegt. Man kann 
sogar beweisen, daß für jede positive 
reelle Zahl & eine Zahl n, existiert, so 
daß für nzn, zwischen n und (l+e)n 
stets eine Primzahl liegt. 

Die Goldbachsche Vermutung (nach 
Chr. Goldbach, 1690-1764) besagt, 
daß jede gerade Zahl, die größer als 2 
ist, als Summe von zwei Primzahlen 
darstellbar ist. Beispielsweise ist 


42=5+37=11+31=13+29 
=19+23, 
Diese Vermutung konnte bis heute 
noch nicht bewiesen werden. 
Von P. de Fermat (1601-1665) stamm- 
te die Frage, welche der Zahlen 
A-2941 


Primzahlen sind. In diesem Fall heißt 
F, eine Fermatsche Primzahl. 


Fı=5 ist eine Primzahl, 

F,=17 ist eine Primzahl, 

F,=257 ist eine Primzahl, 

F4=65537 ist eine Primzahl, 
aber 


Fs=2??+1=4294967297 


ist keine Primzahl; diese Zahl ist 
durch 641 teilbar. Man hat bis heute 
keine weitere Fermatsche Primzahl 
gefunden, so daß man vermutet, daß 
keine weitere solche existiert. Die Fer- 
matschen Primzahlen spielen eine 
Rolle bei der Kreisteilung. Z.B. ist ein 
reguläres p-Eck mit Zirkel und Lineal 
konstruierbar, wenn p eine Fermat- 
sche Primzahl ist (t Polygon). 

Der Mönch M. Mersenne (1588-1648) 
hat sich mit der Frage beschäftigt, für 
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welche Primzahlen p die Zahl 
M,=2-1 
eine Primzahl ist. Für 
p=2, 3,5, 7,13, 17, 19, 31, 61, 89, 
107, 127, 521, 607, 1279, 
2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 
9689, 9941, 11213, 


19937, 21701, 23209, 
44497, 86243, 110503, 
132049, 216091, 756839 


erhält man Primzahlen (Stand 1992). 
Die Zahl M,, ist zusammengesetzt: 


Mu=2!-1=2047=23:89. 


Ist M,„ eine Primzahl, dann nennt 
man diese Zahl eine Mersennesche 
Primzahl. Man vermutet, daß es 
unendlich viele Mersennesche Prim- 
zahlen gibt, kann dies aber heute noch 
nicht beweisen. Die Suche nach immer 
größeren Mersenneschen Primzahlen 
ist nicht nur als Test mathematischer 
Fähigkeiten der Forscher anzusehen, 
sondern auch als Test für die Lei- 
stungsfähigkeit elektronischer Rechen- 
anlagen. Die Mersennesche Primzahl 
M+seg30 hat im Zehnersystem etwa 
228000 Stellen. Für jede Primzahl p gilt 
aP"!=1 mod p für alle a mit pa (Satz 
von 1 Fermat; f Pseudoprimzahl). 
Große Primzahlen werden in neuster 
Zeit bei Kodierungsverfahren verwen- 
det, sind also durchaus von prakti- 
schem Nutzen (? Kodierungstheorie). 
Prisma: Bezeichnung für einen geo- 
metrischen Körper, der von zwei kon- 
gruenten TPolygonen, die in paralle- 
len Ebenen liegen, als Grundfläche 
und als Deckfläche sowie von Paralle- 
logrammen als Seitenflächen begrenzt 
wird (Abb. I). Sind die Seitenflächen 
rechtwinklig zur Grundfläche, so liegt 
ein gerades Prisma vor, andernfalls ein 
schiefes Prisma. Das tVolumen eines 
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(geraden oder schiefen) Prismas_ ist 
V=G-h, wenn G der Inhalt der Grund- 
fläche und h die Länge der Höhe 
ist (Abb. 1). 


Aa N 
Abb. 1: Prisma 


Ein Prisma, dessen Grundfläche ein 
Parallelogramm ist, heißt Parallelepi- 
ped oder Spat (Abb. 2). 


ORT 


Abb. 2: Parallelepiped 


Sind Grund- und Seitenflächen Recht- 
ecke, dann liegt ein Quader vor. 
Probe: Verfahren zur Prüfung der 
Richtigkeit einer durchgeführten 
Rechnung oder einer ? Gleichung. 

1) Die Probe zu einer Rechenaufgabe 
besteht im allgemeinen darin, daß 


man die Umkehraufgabe löst: 





Bei den Grundrechenarten für natürli- 
che Zahlen benutzt man zur Probe oft 
Teilbarkeitsregeln: 


Produktzeichen 


a) Endziffernregeln: Summe und Pro- 
dukt mehrer Zahlen müssen die glei- 
chen Endziffern haben wie Summe 
und Produkt der Einerziffern der 
Summanden bzw. Faktoren. Bildet 
man das Produkt zweier gerader Zah- 
len, so muß die aus den beiden letzten 
Ziffern gebildete zweistellige Zahl 
durch 4 teilbar sein. Bildet man das 
Produkt zweier durch 5 teilbarer Zah- 
len, so muß die aus den beiden letzten 
Ziffern gebildete Zahl durch 25 teilbar 
sein. 

b) Quersummenregeln (tQuersumme): 
Summe und Produkt zweier Zahlen 
müssen den gleichen 9er-Rest lassen 
wie die Summe und das Produkt der 
Quersummen der Summanden bzw. 
Faktoren. 

Diese auf der Teilbarkeit beruhenden 
Proben können Fehler aufdecken, müs- 
sen dies aber nicht tun: Liefert die 
Probe einen Fehler, so ist die Rech- 
nung sicher falsch. Ist aber die Rech- 
nung falsch, so muß die Probe nicht 
unbedingt einen Fehler anzeigen. 

2) Die Probe zu einer Gleichung be- 
steht im allgemeinen im Einsetzen der 
gefundenen Lösung(en). Wird eine 
Gleichung durch tÄquivalenzumfor- 
mung gelöst, so dient die Probe ledig- 
lich zur Kontrolle. Wird die Glei- 
chung aber durch Umformungen ge- 
löst, bei denen sich die tLösungs- 
menge ändert, dann ist die Probe zur 
Bestimmung der Lösungsmenge uner- 
läßlich. Dies ist z.B. bei Wurzelglei- 
chungen (? Gleichungen) der Fall. Eine 
Methode zur Überprüfung der gefun- 
denen Lösung besteht auch im Tgra- 
phischen Lösen der Gleichung. 
Produktzeichen: Für das Produkt 
mehrerer Zahlen benutzt man das 
Produktzeichen |] (griechischer Groß- 
buchstabe u : 


a, 1 4;: 


Programmiersprache 


Beispiele: 


4 l 
DI (1--)=0-9u-Du-h 


i=2 


2) []i=n! (tFakultät). 
i=1 


3) Die kanonische Primfaktorzerle- 
gung einer natürlichen Zahl a (1 Prim- 
zahlen) schreibt man in der Form 


© 
u Ki 
u= I] Pi’; 

i=1 


wobei pı,P2,P3,.. die Folge der 
Primzahlen in ihrer natürlichen An- 
ordnung bedeutet. Da die Exponenten 
a; nur für endlich viele i von O ver- 
schieden sind, besteht dieses Produkt 
natürlich nur aus endlich vielen von | 
verschiedenen Faktoren. 


»11l-h) 


i=1 I 

ist ein Tunendliches Produkt. 

Programmiersprache: Bezeichnung 
für eine künstliche, formalisierte 
Sprache zur Beschreibung eines TAl- 
gorithmus, der in einer elektroni- 
schen Rechenanlage bearbeitet werden 
soll. Ein in einer Programmiersprache 
niedergeschriebener Algorithmus heißt 
Programm. Alle digitalen Rechenanla- 
gen arbeiten mit den binären Werten 
0 und 1. Bestimmte Kombinationen 
dieser Werte stellen vom Maschinen- 
typ abhängige Maschinenbefehle dar. 
Durch die Aneinanderreihung von 
verschiedenen Befehlen erhält man ein 
Programm in der Maschinensprache. 
Zur Verbesserung der Lesbarkeit und 
der Merkbarkeit der Befehle werden 
spezielle mnemotechnische Abkür- 
zungen (Symbole) verwendet (As- 
semblersprache), etwa MOV B, C 
für „Bewege den Inhalt des Registers 
C nach Register B“. Ein Programm in 
Assemblersprache wird durch ein be- 
sonderes Übersetzungsprogramm, den 
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Assembler, in die Maschinensprache 
der Rechenanlage übersetzt und kann 
dann ausgeführt werden. Assembler- 
sprachen sind maschinenorientiert, da 
ihre Befehle eine ähnliche Struktur 
wie die Befehle der Maschinensprache- 
haben. Höhere Programmiersprachen 
dienen zur Kommunikation zwischen 
Mensch und Computer, sie erfordern 
keine detaillierten Kenntnisse über 
den Aufbau des Rechners. Wichtige 
höhere Programmiersprachen wie z.B. 
ALGOL, tBASIC, COBOL, ELAN, 
FORTRAN, TPASCAL, PL1 (vgl. Du- 
den Informatik) besitzen meist verschie- 
dene Varianten („Dialekte“). 
Projektion: Bezeichnung für eine 
tAbbildung einer Ebene E auf eine 
Ebene E’, wenn die Verbindungsgera- 
den der Punkte aus E mit ihren Bild- 
punkten aus E’ entweder alle parallel 
sind oder alle durch einen Punkt Z 
verlaufen. Im ersten Fall spricht man 
von einer Parallelprojektion, im zwei- 
ten Fall von einer Zentralprojektion. 
Die Verbindungsgeraden der Punkte 
aus E mit ihren Bildpunkten in E’ hei- 
Ben Projektionsstrahlen. 

In Abbildung 1 und Abbildung 3 sind 
Parallelprojektionen verdeutlicht. Sind 
dabei die Projektionsstrahlen recht- 
winklig zur Projektionsebene E’, so 
spricht man von einer Rechtwinkelpro- 
jektion oder einer Orthogonalprojek- 
tion. Andernfalls spricht man von ei- 
ner schiefwinkligen Projektion. In Ab- 
bildung I sind die Ebenen E und E 
parallel zueinander; in diesem Fall 
wird jede Figur aus E auf eine zu ihr 
kongruente Figur aus E’ abgebildet 
(Tgeometrische Abbildungen). In Ab- 
bildung 3 schneidet E die Ebene E’; in 
diesem Fall wird jede Figur aus E auf 
eine zu ihr faffine Figur aus E’ ab- 
gebildet. 

In Abbildung 2 und Abbildung 4 sind 
Zentralprojektionen verdeutlicht. In 
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Abbildung 2 sind die Ebenen E und 
E’ parallel zueinander; in diesem Fall 
wird jede Figur aus E auf eine zu ihr 
tähnliche Figur aus E’ abgebildet. In 
Abbildung 4 schneiden sich die Ebe- 
nen E und E’; in diesem Fall ist eine 





Abb. 1: 
Ebenen 


Parallelprojektion bei parallelen 


Z 





Abb. 2: 
Ebenen 


Zentralprojektion bei parallelen 





Abb. 3: Parallelprojektion bei sich schnei- 
denden Ebenen 


Projektion 





Abb. 4: Zentralprojektion bei sich schnei- 
denden Ebenen 


Figur aus E projektiv (Tprojektive 
Abbildung) zu ihrer Bildfigur aus E’. 

Projektionen werden in der ?tdarstel- 
lenden Geometrie zur Darstellung von 


Körpern in der Ebene benutzt 
(Abb. 5). 
H 

H G = 6 
Tr ; 

Mu C 
DV 
A B B 





Abb. 5: Bild eines Würfels bei verschiede- 
nen Projektionen 


Hier wird also der gesamte Raum auf 
die Ebene E’ projiziert. 

Analog zur Projektion des Raumes 
auf eine Ebene kann man die Projek- 
tion der Ebene auf eine Gerade be- 
trachten, z.B. die Projektion einer Ge- 
raden g auf eine Gerade g’ (Abb. 6). 


projektive Abbildung 
7/2 IN 
e g' 

8 8 

g \% \ 


Abb. 6: Projektion einer Geraden g auf eine 
Gerade g’ 


In einem TVektorraum V, in dem ein 
tSkalarprodukt definiert ist, kann 
man die orthogonale Projektion eines 
Vektors v auf einen Unterraum U von 
V definieren. Ist (U},U;,...,u,) eine 
t Orthonormalbasis von U, dann ist 


die orthogonale Projektion von vVauf U. 
projektive Abbildung: 1) Bei der ? Pro- 
jektion einer Geraden g auf eine Ge- 
rade g’ entsteht eine projektive Abbil- 
dung der Geraden g auf sich, wenn 
man nach erfolgter Projektion die Ge- 
raden g und g’ identifiziert; das Iden- 
tifizieren der beiden Geraden erfolgt 
z.B. vermöge einer Kongruenzabbil- 
dung (Tgeometrische Abbildungen). In 
Abbildung I ist der Fall dargestellt, 
daß g und g’ sich schneiden und die 
Projektion eine Zentralprojektion ist. 
Die Identifizierung von g und g’ er- 
folgt durch eine Drehung von g’ um 
den Schnittpunkt mit g. 

Bei der in Abbildung 1 dargestellten 
projektiven Abbildung der Geraden g 
auf sich besitzt der Punkt V (Ver- 
schwindungspunkt) zunächst keinen 
Bildpunkt, ferner tritt der Punkt F 
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(Fluchtpunkt) nicht als Bildpunkt auf. 
Man kann die Gerade um einen unei- 
gentlichen Punkt P, („unendlich ferner 
Punkt“) ergänzen, den man als Bild- 
punkt von V und als Urbildpunkt von 
F betrachten kann. Die Punktmenge 
gu{P,} heißt abgeschlossene Gerade, 
projektive Gerade oder projektiv-abge- 
schlossene Gerade. 





Abb. 1: Projektive Abbildung einer 
Geraden 


Führt man auf der projektiven Gera- 
den homogene Koordinaten ein (? pro- 
jektive Geometrie), dann wird durch 
(X1,%2) mit x2#+0 der eigentliche 


Punkt er beschrieben, durch (x,,0) 
x2 

mit x, #0 der uneigentliche Punkt P, 

(Abb. 2). Eine projektive Abbildung 

der Geraden auf sich wird dann durch 

die Abbildungsgleichungen 


xı=axı +bx,, 

X=C0X, +dx; 
mit ad—bc=#+0 gegeben. Wird P, auf 
P, abgebildet, dann ist c=0 (also 


d#+0), so daß die Abbildung der ei- 
gentlichen Punkte durch 
xı axı 


b 
= — +-=ux+DV 
x dx, d 


’ 


mit u+0 gegeben ist. In diesem Fall 
liegt eine Taffine Abbildung von g auf 
sich vor. 
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=(Ax,4) mit A#+0 


Abb. 2 


Die ?TVerkettung zweier projektiver 
Abbildungen der projektiven Geraden 
g auf sich ergibt wieder eine solche. 
Die Umkehrabbildung einer projekti- 
ven Abbildung von gu{P,} auf sich 
ist ebenfalls eine solche Abbildung. 
Die projektiven Abbildungen einer 
projektiven Geraden auf sich bilden 
eine T Gruppe. 

Eine projektive Abbildung einer pro- 
jektiven Geraden auf sich ist durch 3 
verschiedene Punkte und ihre Bild- 
punkte eindeutig bestimmt. 

2) Eine projektive Abbildung einer pro- 
jektiven Ebene auf sich wird analog 
zur projektiven Abbildung einer Gera- 
den definiert. Aus den verschiedenen 
t Projektionen einer Ebene E auf eine 
Ebene E’ erhält man nach Identifizie- 
rung der Ebenen E und E’ eine Abbil- 
dung von E auf sich. Dabei ist im Fall 
der Zentralprojektion von E auf eine 
nicht zu E parallele Ebene E’ zu be- 
achten, daß E eine Verschwindungs- 
gerade v besitzt, deren Punkte keine 
Bilder in E’ besitzen, und daß E’ eine 
Fluchtgerade f besitzt, deren Punkte 
keine Urbilder (Urbildpunkte) in E 
besitzen (Abb. 3). 





Abb. 3: Zentralprojektion einer Ebene E 
auf eine Ebene E’ 


projektive Abbildung 


Man ergänzt die Ebene E zur abge- 
schlossenen Ebene (projektiven Ebene, 
projektiv-abgeschlossenen Ebene) durch 
Hinzunahme einer uneigentlichen Ge- 
raden g.,, („unendlich ferner Gerade“); 
g„ wird als Bild von v und als Urbild 
von f betrachtet. 
Führt man in der Ebene Eu{g„} ho- 
mogene Koordinaten ein (? projekti- 
ve Geometrie, dann wird durch 
(X1,X2,X3) mit x3+0 der eigentliche 
Punkt (2,2) beschrieben, durch 
X3 %3 
(X1,X%2,0) mit (x1,X2)#+(0,0) ein Punkt 
der uneigentlichen Geraden g„ 
(Abb. 4). 






”-.> 
it Su lelixkiyi) 
mit A#0 


Abb. 4 


Eine projektive Abbildung der projek- 
tiven Ebene auf sich wird dann durch 
die Abbildungsgleichungen 
xXı=411Xı +412X2 +413X3, 
xX3=431X1+422X2 +423X3, 
xX3=431Xı +432X2 +433X3 
mit det(a,,)#0 (?Determinante) gege- 
ben. Wird g. auf g. abgebildet, dann 
ist A431 =432=0 und a33+0, so daß 
die Abbildung der eigentlichen Punkte 
durch 
xX=b,1x+bı2y+bia, 
y=b3ıx+b32y+ba3 





= und 5b,1b22—b2ıb12#0 
a33 

gegeben ist. Es liegt dann also eine 

taffıne Abbildung der (eigentlichen af- 

finen) Ebene E auf sich vor. 


mit b,,;:= 


projektive Ebene 


Die spezielle projektive Abbildung, 
die in Abbildung 3 dargestellt ist, 
heißt auch perspektive Abbildung. Sie 
ist in gewisser Weise der Baustein al- 
ler projektiven Abbildungen einer 
projektiven Ebene auf sich, da jede 
solche Abbildung, welche keine affine 
Abbildung ist, durch Verkettung einer 
perspektiven Abbildung mit einer affi- 
nen Abbildung entsteht. 

Die projektiven Abbildungen einer 
projektiven Ebene auf sich bilden be- 
züglich der ? Verkettung einer ?Grup- 
pe. Eine solche Abbildung ist durch 
4 Punkte, die nicht alle auf einer Ge- 
raden liegen, und ihre 4 Bildpunkte 
eindeutig bestimmt. 

Bei einer projektiven Abbildung einer 
projektiven Ebene auf sich wird ein 
Kreis auf eine Kegelschnittskurve (EI- 
lipse, Parabel, Hyperbel) abgebildet. 

3) Durch Einführung einer uneigent- 
lichen Ebene erweitert man den Raum 
zum projektiven Raum. Eine projekti- 
ve Abbildung des projektiven Raumes 
auf sich ist dann mit Hilfe von homo- 
genen Koordinaten in der Form 


x xı 
” 

X2 X2 
! =4A 

X3 X3 

x X4 


zu schreiben, wobei die Matrix A 
nicht singulär sein darf. 

Die projektiven Abbildungen des pro- 
jektiven Raumes auf sich bilden eine 
!Gruppe bezüglich der 1 Verkettung. 
Eine projektive Abbildung des projek- 
tiven Raumes auf sich ist durch 
5 Punkte, welche nicht alle in einer 
Ebene liegen, und ihre 5 Bildpunkte 
eindeutig bestimmt. 

projektive Ebene: Es sei ® eine Men- 
ge, deren Elemente Punkte heißen, fer- 
ner © eine Menge von Teilmengen 
von ®, deren Elemente Geraden hei- 
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Ben. Das Paar (W,6) heißt eine pro- 
jektive Ebene, wenn gilt: 

(1) Jede Gerade enthält mindestens 
drei Punkte. 

(2) Durch zwei verschiedene Punkte 
geht genau eine Gerade. 

(3) Es gibt vier Punkte, die zu je drei- 
en nicht auf einer gemeinsamen Gera- 
den liegen. 

(4) Zwei verschiedene Geraden schnei- 
den sich in genau einem Punkt. 

Durch Axiom (4) unterscheidet sich 
eine projektive Ebene wesentlich von 
einer Taffinen Ebene. 

Ergänzt man die „übliche“ Ebene 
durch eine uneigentliche Gerade, dann 
erhält man eine projektive Ebene. Die 
uneigentliche Gerade besteht aus un- 
eigentlichen Punkten, welche als 
„Richtungen“ (Parallelenscharen) ver- 
anschaulicht werden können (t projek- 
tive Geometrie). 

Abbildung 1 zeigt eine endliche pro- 
jektive Geometrie, die sogenannte 
Sieben-Punkte-Geometrie: Es gibt ge- 
nau 7 Punkte und 7 Geraden, jede 
Gerade besteht aus genau 3 Punk- 
ten. 


Geraden: 
{1, 2, 3} 
{3, 4, 5} 
(5, 6, 1} 
{1, 7, 4} 
{3, 7, 6} 
(5, 7, 2} 
{2, 4, 6} 
1 2 3 


Abb. 1: Sieben-Punkte-Geometrie 


In der üblichen Geometrie bietet die 
projektive Ebene gegenüber der affi- 
nen Ebene den Vorteil, daß je zwei 
Geraden einen Schnittpunkt besitzen: 
Die parallelen Geraden der affinen 
Ebene schneiden sich nämlich in un- 
eigentlichen Punkten der projektiven 
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Ebene. Es besteht also kein wesentli- 
cher Unterschied mehr zwischen par- 
allelen und sich schneidenden Gera- 
den (Tprojektive Geometrie). 

Die Axiome (1) bis (4) der projektiven 
Ebene sind symmetrisch bezüglich der 
Begriffe „Punkt“ und „Gerade“, denn 
es lassen sich aus ihnen auch folgende 
zu (l) und (3) „dualen“ Aussagen 
gewinnen: 

(1) Jeder Punkt liegt auf mindestens 
drei Geraden. 

(3) Es gibt vier Geraden, die zu je 
dreien keinen gemeinsamen Schnitt- 
punkt haben. 

Daher gilt für Aussagen über die pro- 
jektive Ebene das ? Dualitätsprinzip. 
projektive Geometrie. Ein Geraden- 
büschel in der Ebene E ist durch sei- 
nen Schnittpunkt (Büschelpunkt) ein- 
deutig festgelegt (Abb. 1). Ordnet man 
auch einem Parallelenbüschel (Paral- 
lelenschar) einen „Punkt“ als Büschel- 
punkt zu und fügt die Menge g.„ die- 
ser „Punkte“ zur Ebene E hinzu, dann 
erhält man eine tprojektive Ebene. 
Man nennt g„ die uneigentliche Gera- 
de („unendlich ferne Gerade“), ihre 
Punkte uneigentliche Punkte („un- 
endlich ferne Punkte“). In der projek- 
tiven Ebene besitzen je zwei Geraden 
einen Schnittpunkt, denn die paralle- 
len Geraden der affinen Ebene schnei- 
den sich in uneigentlichen Punkten 
der projektiven Ebene. Die projektive 
Geometrie beschäftigt sich mit Aussa- 
gen über die projektive Ebene (allge- 
meiner über projektive Räume), wobei 
vor allem diejenigen Eigenschaften 
von Interesse sind, welche bei ?projek- 
tiven Abbildungen der projektiven 
Ebene auf sich invariant sind. 
Beispiel: In der projektiven Ebene 
muß man anders als in der affınen 
Ebene nicht zwischen den in Abbil- 
dung 2 dargestellten vier verschiede- 
nen Formen des Satzes von TDesar- 


projektive Geometrie 


gues unterscheiden. Dieser Satz lautet: 
Es seien zwei Dreiecke ABC und 
A’B'C' gegeben. Schneiden sich die 
Verbindungsgeraden entsprechender 
Ecken in einem Punkt S, dann liegen 
die Schnittpunkte der geradlinigen 
Verlängerungen einander zugeordneter 
Seiten auf einer Geraden g. 


IN 


Abb. 1: Büschelpunkte 


Mit Hilfe eines üblichen tKoordina- 
tensystems in der affinen Ebene kann 
man die uneigentlichen Punkte nicht 
erfassen. Man beschreibt die Punkte 
der projektiven Ebene daher durch 
Zahlentripel 


(X1,X2,X3)#(0,0,0) 
mit folgender Festsetzung: 


(X1,X2,X3)=(X1,X2,X3) > 
es gibt eine reelle Zahl A+0 
mit =4x; (i=1,2,3). 


Diese Koordinaten nennt man die ho- 
mogenen Koordinaten der Punkte der 
projektiven Ebene. Der Zusammen- 
hang mit den affinen Koordinaten ist 
folgendermaßen festgesetzt: Ist x3+0, 
dann sind (x1,X2,Xx3) die homogenen 
Koordinaten des Punktes mit den affı- 
i Xı1 %2 
nen Koordinaten (= =). Ist x3=0, 
X3 X3 
dann sind (x1,X3,X3) die homogenen 
Koordinaten eines uneigentlichen 
Punktes. Die Gleichung der uneigent- 
lichen Geraden lautet also x3=0. All- 
gemein lautet die Gleichung einer Ge- 
raden 


dıXı +42X2 +43X3=(0, 


projektive Geometrie 





Abb. 2: Satz von Desargues 


wobei die Koeffizienten a,,4>,43 
nicht alle gleich O sein dürfen. Ist ei- 
ner der Koeffizienten a, oder a, von O 
verschieden, so handelt es sich um die 
Gleichung einer eigentlichen Geraden; 


508 


. x x r 

mit x:=— und yı=- erhält man 
X3 X3 

dann die Gleichung der Geraden in 

affınen Koordinaten: 


da1X+a2y+a3 =. 


Der uneigentliche Punkt (u},u>2,0) 
liegt auf der Geraden mit der Glei- 
chung x3=0 (uneigentliche Gerade) 
und auf der Geraden mit der Glei- 
chung 


U2Xı -U1X =. 


(Man beachte, daß mindestens eine 
der Zahlen u,,u» von O verschieden 
sein muß.) Damit ist auch die 
Parallelenschar beschrieben, welcher 
der Punkt (u,,u>,0) als Büschelpunkt 
zugeordnet wird; sie besteht aus allen 
Parallelen zu der Geraden mit der (af- 
finen) Gleichung uzx— u, y=0. 

Die Einführung homogener Koordina- 
ten hat den großen Vorteil, daß 
Punkte und Geraden in gleicher Wei- 
se beschrieben werden können, näm- 
lich durch ein von (0,0,0) verschie- 
denes Zahlentripel. Die Gerade mit 
der Gleichung a,x, +4,X%, +43X,3=0 
kann man nämlich auch einfach durch 
das Tripel (aı,az,a3) beschreiben; 
multipliziert man die Zahlen a,,a,,az 
mit einer reellen Zahl A+0, dann wird 
dieselbe Gerade beschrieben. Deutet 
man ein Tripel zunächst als Punkt P 
und dann als Gerade g, und ordnet 
man dem Punkt P die Gerade g zu, so 
entsteht eine Abbildung der Menge al- 
ler Punkte der projektiven Ebene auf 
die Menge der Geraden der projekti- 
ven Ebene (f Polarität). Punkten, die 
auf einer gemeinsamen Geraden lie- 
gen, werden dabei Geraden mit einem 
gemeinsamen Schnittpunkt zugeordnet 
(Abb. 3). Dem Punkt (0,0,1) wird die 
uneigentliche Gerade zugeordnet, ei- 
nem Punkt der uneigentlichen Gera- 
den eine Gerade durch (0,0, 1). 
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Neben der projektiven Geometrie in 
der projektiven Ebene betrachtet man 
in analoger Weise die projektive Geo- 
metrie im projektiven Raum. 

Proportion (Verhältnis): Quotient zwei- 
er Zahlen oder Größen. Ist beispiels- 
weise das Verhältnis der Größen a 
und b gleich 3, dann schreibt man 


oder 


a 
win 


a:b=2:3 


(lies „a verhält sich zu b wie 2 zu 3“). 
Für Verhältnisse zwischen mehr als 
zwei Größen benutzt man fortlaufende 
Proportionen: 


Vo PREE/ ERRPRRN ; BE) DE ı PURRERT 
bedeutet 

41:4, =bı:b;, 

G2:43 =ba:bs, 

4,10, =b,_1:b,. 


Die Proportion a,:a,=b;:b; ist äqui- 
valent mit der Produktgleichung a,b; 
=azb.. 

Haben zwei veränderliche Größen x, y 
stets den gleichen Quotienten, also 


Ina (a fest), dann heißen sie propor- 
% 


tional zueinander. Es ist dann y=ax. 
Dabei heißt a der Proportionalitätsfak- 
tor. Man nennt in diesem Fall x,y 


Proportion 
auch direkt proportional. Gilt dagegen 
| 
x-y=a bzw. y=a-—, dann heißen die 
x 


Größen x,y umgekehrt proportional 
zueinander. 

Sind A(x), B(x), C(x), D(x) tTerme 
mit einer Variablen x, dann heißt die 
Gleichung a. 

B(x) Dix) 

eine Verhältnisgleichung oder auch ei- 
ne Proportion („Bestimmungspropor- 
tion“). Sie ist äquivalent mit der Glei- 
chung A(x):-D(x)=B(x):-C(x). 


Soll eine Größe G im Verhältnis a:b 
aufgeteilt werden, so muß die Ver- 


hältnisgleichung nn oder gleich- 
G-x b 


x a 
wertig damit — = —— gelöst werden. 
8 G aH+tb 5 


Die Lösung der Proportion 





bzw. b-x=x-.a ist das tarithmeti- 
sche Mittel von a und b. 
Die Lösung der Proportion 


s 


—d 





a 
x 


Oo” 


X 


bzw. b:x=x:a ist das geometrische 
Mittel oder die mittlere Proportionale 
von a und b (a,b20). 

Die Lösung der Proportion 





x-a a 
b-x b 
11 1 1. j 
bzw. -——— =-—- ist das Tharmoni- 
bxxea 


sche Mittel von a und b (a,b >0). 

Die Lösung der Proportion b:a=a:x 
heißt die dritte Proportionale von a 
und b. Die Lösung von a:b=c:x 
heißt die vierte Proportionale von 
a,b,c. 


Prozentrechnung 


Es gibt verschiedene Möglichkeiten 
zur Umformung von Proportionen. 
Gleichwertig mit 


sind die Proportionen 

















a+b c+d a-b c-d 
b od’ bb 4’ 
a c a c 
bta d+c’ b-a d-c 


Man gewinnt diese aus der ursprüng- 
lichen Proportion durch korrespondie- 
rende Addition bzw. Subtraktion der 1: 


Aus-=- folet 
s-=- 
u 5 Finn 


und 


Bay)‘ 


Fortlaufende Proportionen müssen bei 
Verteilungsaufgaben gelöst werden: Die 
Proportion 


mit der Bedingung x, +X3+...+X, 
=G hat die Lösung 


a; 
n 
La 
je 


Prozentrechnung (Prozent, aus italien. 
per cento, zu lat. centum=hundert; 
österr. auch Perzent=vom Hundert): 
Bruchteile von Größen kann man am 
besten miteinander vergleichen, wenn 
sie durch Brüche mit gleichem Nenner 
gegeben sind. Wählt man als Nenner 
100, dann sind die Bruchteile in Hun- 
dertstel gegeben. Man schreibt dann 


10=1% 





x= -G (i=1,2,...,n). 


(lies: 1 Prozent) 
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und entsprechend 


p ö 
—=p% 


lies: 3 
100 (lies: p Prozent) 


Man berechnet p‘% von einer Größe, 


indem man die Größe mit , multi- 
pliziert. 100 


Beispiele: 
1) 5% von 200 DM sind 


150:200=10. 
2) 17,3% von 324 kg sind 56,052 kg: 


10 DM: 


I15--324 = 56,052. 
3) 240% von 700 DM sind 1680 DM: 
150 :700= 1680. 


Man berechnet also p% von der Grö- 
Be G nach folgender Formel: 


p 
—:G6=W. 
100 

Dabei heißt 


G Grundwert, 
p Prozentsatz, 
W Prozentwert. 


Aus dieser Gleichung kann man auch 
den Prozentsatz p oder den Grund- 
wert G berechnen, wenn die beiden 
anderen Größen bekannt sind: 








_100.W _100.W 

Zur u. no 
Beispiele: 
4) Eine Lieferung wiegt insgesamt 


350 kg, die Verpackung wiegt 7 kg. Dies 
sind 2% des Gesamtgewichts, denn 
100.7 


350 


5) Ein Autohändler hat an einem Auto- 
verkauf 720 DM verdient. Er sagt, dies 
seien nur 3,4% des Preises. Daraus 
folgt, daß das Auto etwa 21000 DM 
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gekostet hat: 


BA 176,47. 


Sehr kleine Bruchteile einer Größe 
gibt man oft auch in Tausendstel an. 
Man schreibt 


100 =1%, (lies: 1 Promille). 


Beispiel: 
6) Wenn für je 1000 DM Versiche- 
rungssumme eine Jahresprämie von 
3,65 DM zu bezahlen ist, dann beträgt 
die Versicherungsprämie 3,65%,. Wer 
nach diesem Tarif eine Versicherung 
über 25000 DM abschließt, muß jähr- 
lich 

3,65%, von 25000 DM 

= 7690: 25000 DM = 91,25 DM 


bezahlen. 

Für noch kleinere Bruchteile verwen- 
det man häufig die aus dem Amerika- 
nischen stammenden Abkürzungen: 


ppm (1:10°) 

ppb (1:10°) 

ppt (1:10'2). 
ppm steht für „part per million“ usw. 
Man beachte die abweichende Bedeu- 
tung von „billion“ und „trillion“ 
(T Potenz). 
Die Aufteilung einer Größe in prozen- 
tuale Anteile veranschaulicht man z.B. 
durch Streifendiagramme (Abb. 1) oder 
Kreisdiagramme (Abb. 2). 


100% 
EEE FE GEZEDSEEESEIEREEREHEFERN 


20% 40% 
Abb. 1: Streifendiagramm 





10% 


Man bezeichnet in der Prozentrech- 
nung 


Prozentrechnung 





Abb. 2: Kreisdiagramm 


p 
= = 1 —— :G 
V.=6+W=(1+2.) 


als den vermehrten Grundwert und 


pP 

es We ( 100) = 
als den verminderten Grundwert. 
Beispiele: 
7) Eine Schreibmaschine kostet 2130 
DM zuzüglich 14% Mehrwertsteuer; 
bei Barzahlung gewährt der Händler 
5%, Rabatt. Der zu zahlende Preis ist 
dann 


(1-10). +1%)-2130 DM 
=0,95.1,14-2130 DM 
= 2306,79 DM. 


Im folgenden Beispiel geht es darum, 
einen mittleren Prozentsatz zu berech- 
nen. 

8) Ein Händler verkauft von 2000 
Stück eines Artikels 1453 mit einem 
Gewinn von 35%, weitere 512 im 
Schlußverkauf mit einem Gewinn von 
10%. Die übrigen 35 Stück gehen 
zum Einkaufspreis an seine Angestell- 
ten. Wie hoch liegt der prozentuale 
Gewinn beim Verkauf der 2000 
Stück? 

Der Einkaufspreis des Artikels sei E. 
Der gesamte Gewinn beträgt 


1435-0,35-E+512-0,10-E 
=559,75-E. 


Pseudoprimzahl 


Wegen 
559,75-E 


2000. =0,28 (gerundet) 


beträgt der prozentuale Gewinn im 
Schnitt 28%. 

Eine wichtige Anwendung der Prozent- 
rechnung ist die t Zinsrechnung. 


Pseudoprimzahl (Carmichael-Zahl 
[nach R. Carmichael, 1909]). Zusam- 
mengesetzte natürliche Zahl n, mit 


a'i=1modn 


für alle ganzen Zahlen a mit ggT (a, n) 
=] (Satz von ?Fermat). Die kleinste 
solche Zahl ist 


561=3-11-17. 


Im Jahr 1992 konnte bewiesen werden, 
daß es unendlich viele Pseudoprimzah- 
len gibt. 

Punkt: Grundbegriff der Geometrie. 
Bei der ebenen Geometrie kommt als 
weiterer Begriff die Gerade hinzu; bei 
der räumlichen Geometrie ist darüber 
hinaus auch der Begriff der Ebene ein 
Grundbegriff. Die gegenseitigen Bezie- 
hungen zwischen diesen Grundbegrif- 
fen, die nicht definiert werden, sind in 
den TAxiomen der Geometrie fest- 
gelegt. 

In der tanalytischen Geometrie wer- 
den geometrische Probleme algebraisch 
behandelt. Dazu wird mit Hilfe eines 
tKoordinatensystems jeder Punkt in 
der Ebene durch ein Zahlenpaar und 
im Raum durch ein Zahlentripel ein- 
deutig festgelegt. Punktmengen wie 
beispielsweise Geraden, Kreise, Ellip- 
sen und Halbebenen werden dann als 
Lösungsmengen von Gleichungen 
und t Ungleichungen beschrieben. 

Für die Benennung eines Punktes P 
mit seinen Koordinaten x,y bzw. 
x,y,z verwendet man meistens eine 
der folgenden Schreibweisen: 
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P(x, y) bzw. P(x,y,z), 
P(x;y) bzw. P(x;y;2), 
Px|y) bzw. P(xIyl2), 
P=(x,y) bzw. P=(x,y,z), 
P=(x;y) bzw. P=(x;y;2) 
P=(x|y) bzw. P=(x|y|a2). 


Pythagoras, Satz von (nach Pythago- 
ras von Samos, um 570-um 480). Die- 
ser Satz lautet: Im rechtwinkligen 
Dreieck ist die Summe der Flächenin- 
halte der Quadrate über den Katheten 
gleich dem Flächeninhalt des Qua- 
drats über der Hypotenuse (Abb. 1): 
a?+b?=c?. 





Abb. 1: Satz des Pythagoras 


Es gibt viele verschiedene Beweise für 
diesen Satz. Im folgenden werden drei 
Beweise dargestellt. 

I. Beweis: Das äußere Quadrat in Ab- 
bildung 2 hat gemäß der tbinomi- 
schen Formel den Flächeninhalt (a+ b)? 
=a?+b?+2ab. Die vier rechtwinkli- 
gen Randdreiecke haben zusammen 
den Flächeninhalt 2ab. Das innere 
Quadrat hat somit den Flächeninhalt 
a?+b?(=c?). 

2. Beweis: Das innere Quadrat in Ab- 
bildung 3 hat gemäß der tbinomi- 
schen Formel den Flächeninhalt (a — b)? 
=a’+b?—-2ab. Die vier rechtwink- 
ligen Randdreiecke haben zusammen 
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den Flächeninhalt 2ab. Das äußere 
Quadrat hat somit den Flächeninhalt 
a +b?(=c}), 


Abb. 3 


3. Beweis: Mit zwei Scherungen (bei 
welchen der Flächeninhalt unverän- 
dert bleibt) gehen die Quadrate a? 
und b? aus dem Quadrat c? hervor 
(Abb. 4). 

Der Satz von Pythagoras ist gleich- 
wertig mit dem 1Höhensatz und mit 
dem tKathetensatz, d.h. jeder dieser 
Sätze kann aus jedem anderen herge- 
leitet werden. 

Der Satz von Pythagoras ist aufgrund 
seiner zahlreichen Anwendungen einer 


Pythagoras, Satz von 





Abb. 4 


der wichtigsten Sätze der Mathema- 
tik: 


Pythagoras, Satz von 


1) Die Länge der Diagonalen in ei- 
nem Rechteck mit den Seitenlängen a 
und b ist Ya?+b? (Abb. 5). Ist a=b, 
liegt also ein Quadrat vor, so ist die 
Diagonalenlänge V2a? =ay2. 


d’=a?+b? 


Abb. 5: Diagonale eines Rechtecks 


2) Die Länge einer Strecke in einem 
ebenen kartesischen 1Koordinaten- 
system kann man mit Hilfe der Koor- 
dinaten ihrer Endpunkte bestimmen 
(Abb. 6). 


(x2|y2) 





Abb. 6: Länge einer Strecke im ebenen 
kartesischen Koordinatensystem 


3) Die Höhe in einem gleichschenkli- 
gen Dreieck läßt sich aus den Längen 
der Seiten berechnen (Abb. 7). 


h?+ (5) =«’ 
-)/ 2_ (eV 
h a (5) 
a a 


Abb. 7: Höhe im gleichschenkligen Dreieck 
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4) Mit Hilfe des Satzes von Pythago- 
ras kann man Strecken der Länge 


v2, v3, Ya, v5, V6, V7, ... 


konstruieren (Wurzelschnecke, Abb. 8). 





Abb. 8: Wurzelschnecke 


5) Die Länge der Raumdiagonalen in 
einem Quader mit den Kantenlängen 
a,b,c ist Ya?+b?+c? (Abb.9). Ist 
a=b=c, liegt also ein Würfel vor, so 
ist die Diagonalenlänge V3a?=ay3. 


d?=(Ya?+b?)?+c?=a?+b?+c? 
d=ya?+b?+c? 





Abb. 9: Raumdiagonale im Quader 


6) Die Länge einer Strecke in einem 
räumlichen kartesischen Koordinaten- 
system kann man mit Hilfe der Koor- 
dinaten ihrer Endpunkte berechnen 
(Abb. 10). 

Zu dem Satz des Pythagoras gilt auch 
die Umkehrung: Gilt für die Seiten ei- 
nes Dreiecks die Gleichung a?+b? 
=c?, dann handelt es sich um ein 
rechtwinkliges Dreieck. Diese Aussage 
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benutzt man z.B. beim Maurerdreieck: | winkligen Dreiecks tähnliche Figuren, 
Bildet man aus Latten der Länge 3m, | dann ist die Summe der Flächeninhal- 
4m und 5m ein Dreieck, dann ist | te der Figuren über den Katheten 
dieses rechtwinklig, denn 3?+4?=5? | gleich dem Flächeninhalt der Figur 
(Tpythagoreische Zahlentripel). über der Hypotenuse (Abb. 12): 


EK+h=F. 


P3 
£ 


(x2|y21|22) 











Abb. 10: Länge einer Strecke im räumlichen 

kartesischen Koordinatensystem 

Unter dem verallgemeinerten Satz des Abb. 12: Erweiterter Satz des Pythagoras 
Pythagoras versteht man den Kosinus- 


satz (Abb. 11; ? Trigonometrie). 
S 


Abb. 13: Erweiterter Satz des Pythagoras 





c?=a?+b?—2ab cosy 


Abb. 11: Verallgemeinerter Satz 
des Pythagoras 


Unter dem erweiterten Satz des Pytha- 
goras versteht man folgenden Satz: 
Zeichnet man über der Hypotenuse 
und über den Katheten eines recht- Abb. 14: Möndchen des Hippokrates 





pythagoreisches Zahlentripel 


Aus der Beziehung F,+F,=F, in Ab- 
bildung 13 ergibt sich, daß die Summe 
der Flächeninhalte der sichelförmigen 
Flächen in Abbildung 14 gleich dem 
Flächeninhalt des rechtwinkligen 
Dreiecks ist (Möndchen des Hippokra- 
tes, nach Hippokrates von Chios, um 
440 v.Chr.). 

pythagoreisches Zahlentripel: Be- 
zeichnung für ein Tripel (a, b, c) natür- 
licher Zahlen, a, b, c, welche die Glei- 
chung 


a’ +b?=c? 


erfüllen. Mit einem pythagoreischen 
Zahlentripel kann man also ein recht- 
winkliges Dreieck mit ganzzahligen 
Seitenlängen konstruieren (Satz des 
t Pythagoras). 

Das kleinste pythagoreische Zahlentri- 
pel ist (3, 4, 5), denn 


32+4?=9+16=25=5?. 


Ein weiteres pythagoreisches Zahlen- 
tripel ist (5, 12, 13), denn 


52+12?=25+144=169=13?. 


Es gibt unendlich viele pythagoreische 
Zahlentripel. Da für jede natürliche 
Zahl k mit (a,b,c) auch (ka, kb, kc) 
ein pythagoreisches Zahlentripel ist, 
genügt es, solche Tripel (a,b,c) mit 
ggT(a,b,c)=1 (Tgrößter gemeinsamer 
Teiler) zu finden. Diese ergeben sich 
folgendermaßen: Man setze 


a=u?-v?, b=2uV, c=u?+v? 


und setze für (u, v) alle teilerfremden 
Paare natürlicher Zahlen ein, für die 
u>v und u-—v ungerade ist. In der 
Tabelle1 sind einige Tripel aufge- 
schrieben. 

Für n23 hat man noch kein Tripel 
(a,b, c) natürlicher Zahlen mit 


a"’+b"=c" 


gefunden (T Fermatsche Vermutung). 
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(3,4, 5) 
5,12 13, 
(15,8, 17) 
(7,24, 25) 
(21,20,29) 
(9, 40,41) 
(35, 12,37) 
(11, 60,61) 


2 
3 
4 
4 
5) 
5 
6 
6 


Vz vv 


Tabelle 1: Pythagoreische Zahlentripel 


Q 


Quadrat: Bezeichnung für ein 1 Vier- 
eck, dessen Seiten alle die gleiche 
Länge haben und zueinander recht- 
winklig sind. Ist a die Seitenlänge, 
dann ist a? (=a-a) der Flächeninhalt. 
Daher nennt man auch das Produkt 
einer Zahl mit sich selbst ihr Quadrat 
(TQuadratzahlen),. 

quadratische Gleichung: Gleichung 
der Form ax?+bx+c=0 mit a#+0. 
Dividiertt man durch a, dann erhält 
man die Gleichung in der Normalform 


x?+px+qg=0. 


Die allgemeine Form der Lösung ist 


p p\? 
„—11/ = 
X1,2 2 2) q 


(s.u.). Ist p=0, dann hat die Gleichung 
die Lösungen V-4 und V-4 
(T Wurzel). Für g<O ist V-q eine Tre- 
elle Zahl, für q>O0 eine imaginäre 
Zahl (tkomplexe Zahlen). Ist q=0, 
dann hat die Gleichung die Form 
(x+p)x=0, also die Lösungen 0 und 
—p. Im allgemeinen Fall formt man 


% 
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den Term x?+px+g folgendermaßen 
um (quadratische Ergänzung): 


er 


(tbinomische Formel). Die quadrati- 
sche Gleichung lautet dann 


2) 
+-)=D 
(x 2 
mit 

p\? 
o-()-« 


Die Zahl D nennt man die Diskrimi- 
nante der quadratischen Gleichung. Ist 
D>0, dann besitzt die Gleichung die 
beiden reellen Lösungen 


p p 
-5+VD, ->- VD. 


Ist D=0, dann gibt es nur die eine 


Lösung 5; ist D<O, dann sind die 


Lösungen konjugiert komplex. 





Abb. 1: Graphische Lösung einer quadrati- 
schen Gleichung 


Sind x,,Xx, die Lösungen der quadra- 
tischen Gleichung (mit x,=x, im Fall 


Quadratrix 


also xı+x2=-p und x,X2=q (For- 
meln von Vieta, Talgebraische Glei- 
chung). Mit Hilfe einer Parabelscha- 
blone kann man eine quadratische 
Gleichung gemäß Abbildung I gra- 
phisch lösen. 

Quadratrix. Die Quadratseite CD in 
Abbildung 1 wird mit gleichbleibender 
Geschwindigkeit bis zur Lage AB ver- 
schoben, und der Radius AC wird mit 
gleichbleibender Geschwindigkeit um 
A bis zur Lage AB gedreht. Beide Be- 
wegungen starten gleichzeitig und hö- 
ren auch zur gleichen Zeit auf. Die 
jeweiligen Schnittpunkte der beiden 
sich bewegenden Strecken bilden die 
Quadratrix. Sie hat die Parameterdar- 
stellung 


Tl 
1—-t)tan<t 
N)- ( )tan n 
y u 1—-t 
und die Funktionsdarstellung 
y 
=ytan<(1— 
x=ytan(l-y) 


bezüglich des in Abbildung I ange- 
deuteten Koordinatensystems. 


y 








A 
Abb. 1: Quadratrix (rot) 


D=0), dann gilt 
x? +px+gq=(x-Xı)(X X) 
=x?—(xı +xX2)x+XıX%, 


Diese Kurve wurde im Zusammen- 
hang mit der tQuadratur des Kreises 
untersucht. Auch beim Problem der 


Quadratur 


Dreiteilung des Winkels spielte sie ei- 
ne Rolle und heißt daher auch Tri- 
sektrix. 

Quadratur: Die Bestimmung des TFlä- 
cheninhalts einer ebenen Figur („Be- 
stimmung eines Quadrates mit einem 
gleich großen Flächeninhalt“) nennt 
man Quadratur. Man unterscheidet 

a) geometrische Quadratur: Die ebene 
Figur ist zeichnerisch in ein flächen- 
gleiches Quadrat zu verwandeln (1 Flä- 
chenverwandlung). Dabei sollen nur 
Zirkel und Lineal verwendet werden. 
Die Unmöglichkeit der Quadratur des 
Kreises mit Zirkel und Lineal hat 
1882 der deutsche Mathematiker Fer- 
dinand Lindemann (1852-1939) bewie- 
sen. Für diese Quadratur gibt es je- 
doch gute Näherungskonstruktionen. 
b) arithmetische Quadratur: Der Flä- 
cheninhalt einer Figur ist mit Hilfe 
der Länge geeigneter Strecken zu be- 
rechnen. Aus der Flächeninhaltsformel 
für das Dreieck (3-Grundseite- Höhe) 
ergibt sich die Möglichkeit, den Flä- 
cheninhalt von Polygonen zu bestim- 
men (Abb. 1). Beim tKreis und ande- 
ren krummlinig begrenzten Flächen 
ist dies nur näherungsweise möglich. 





Abb. 1: F=$[ah+ak+bl] 


Von Archimedes (287-212) stammt die 
folgende Formel für die Quadratur der 
Parabel (Abb. 2): 


F=4%:g-h. 


918 





Abb. 2: Quadratur der Parabel 


Die Quadratur krummlinig begrenzter 
Flächen ist Gegenstand der ?Integral- 
rechnung. 

Quadratzahlen: Bezeichnung für die 
Quadrate der natürlichen Zahlen: 


=| 7-4, 7-9 #=i6,... 


Quadratzahlen können im Zehnersy- 
stem nur auf 0, 1, 4, 5, 6 oder 9 enden 
(10er-Reste). Es sind die folgenden 
100er-Reste möglich: 


00 

01 21 41 61 81 

04 24 44 64 84 

09 29 49 69 89 

16 36 56 76 96 

25 
Jede ungerade natürliche Zahl läßt 
sich als Differenz von zwei aufeinan- 
derfolgenden Quadraten schreiben: 


2n+1=(n+1)?—n?. 


Ferner gilt folgender Satz (J.L. La- 

grange, 1736-1813): Jede natürliche 

Zahl ist als Summe von höchstens vier 

Quadratzahlen darstellbar. Beispiel: 
1443 = 29? +24? +5? +12. 


(Vgl. auch 1 Polygonalzahlen.) 
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Quantil. Es seien X1,X>, ...,X,. Meß- 

werte und p eine reelle Zahl zwischen 

0 und 1. Eine Zahl Q, mit den Eigen- 

schaften 

(1) wenigstens pn der Meßwerte sind 
<Q, 

(2) wenigstens (1—-p)n der Meßwerte 
sind 20, 

heißt ein p-Ouantil der Meßwerte. 

Ein 0,5-Quantil heißt Median (1 Zen- 

tralwert). 

Ein 0,25-Quantil heißt unteres Ouartil. 

Ein 0,75-Quantil heißt oberes Quartil. 

Quaternionen. Eine Quaternion ist eine 

? Matrix der Form 


raue) 


mit komplexen Zahlen «,ß. Die 
Summe und das Produkt solcher Matri- 
zen sind wieder von der gleichen Form, 
die Menge H dieser Matrizen bildet 
also eine falgebraische Struktur (H, 
+, :). Es handelt sich dabei um einen 
nicht-kommutativen ?Körper, einen 
sog. Schiefkörper. Die Quaternionen 
der Form 


rap) 


mit «eC bilden einen Unterkörper von 
H, der isomorph zum Körper der € der 
komplexen Zahlen ist. Quaternionen 
bezeichnen wir im folgenden mit lateini- 
schen Großbuchstaben A, B, C,.... Die 
T Determinante einer Quaternion A 
nennt man ihre Norm und bezeichnet 
sie mit N(A). Hat A die eingangs ange- 
gebene Form und ist @&=a,+ia, und 
ß=b, +ib, mit a,, a,, b,, b,eR, dann 
ist 
N(A)=a&+ßß=a1+a3+bi+b3. 


Es gilt aufgrund des Multiplikationssat- 
zes für Determinanten 


N(A:-B)=N(A)N(B). 


Quaternionen 


(Daraus ergibt sich die für die f Zahlen- 
theorie wichtige Tatsache, daß ein Pro- 
dukt von zwei Summen von vier ganz- 
zahligen Quadraten wieder eine Summe 
von vier ganzzahligen Quadraten ist.) 
Die multiplikative Inverse einer von der 
Nullquaternion («=ß=0) verschiede- 
nen Quaternion ergibt sich folgender- 
maßen: 


ln 


mit N(A)=a&+ßP. 

Die hier angegebene Definition der 
Quaternionen ist analog zur Definition 
der komplexen Zahlen als die Matrizen 
der Form 


a —b 
( ) (a,beR). 


Die komplexen Zahlen bilden einen 
zweidimensionalen ? Vektorraum über 
IR mit der Basis 


1 0\ /( —-1 
a aaa): 
welche man üblicherweise einfach mit 
{1, i} bezeichnet. Entsprechend bilden 
die Quaternionen einen vierdimensio- 
nalen Vektorraum über R mit der Basis 
[E, I, J, K}, wobei 


ar 
Zee) 


Die Quaternion mit «=a,+ia, und 
ß=ib,+b, ist dann 
aÄ)E+a,I+b,J+b;K. 
Die achtelementige Menge 
[E,—E,I, —1,J, —J,K, —K} 


bildet dann eine (nicht-kommutative) 
Gruppe, welche man die Quaternionen- 
gruppe nennt. Die Quaternionen wur- 


Quersumme 


den von W.R. Hamilton (1805-1865) 
entdeckt; er suchte einen „Rechenbe- 
reich“, mit dessen Hilfe man die räum- 
liche Geometrie ebenso beschreiben 
könnte wie die ebene Geometrie mit 
Hilfe der komplexen Zahlen. Dabei ent- 
standen die Begriffe des 7 Skalarpro- 
dukts und des ? Vektorprodukts: Für 
zwei Vektoren ü, ö aus R° mit den 
Koordinaten u,, u,, uz3 bzw. v,, U5, Va 
gilt 

(u, I+u2J+u3K)-(v, I+v,J+v3K) 

=woE+w,I+w2J+w3K 

mit ww= —-ü-öüund w=üxö. 
Quersumme: Die Summe der Ziffern 
einer im Zehnersystem geschriebenen 
natürlichen Zahl heißt Quersumme; 
die Quersumme der Zahl 8247 ist also 
8+2+4+7=21. Der 9er-Rest (Rest bei 
Division durch 9) von 


8-1000+2-100+4-10+7 
ist gleich dem 9er-Rest von 
8-1+2-1+44-.1+47 (=2|), 


denn 9, 99, 999, 9999 sind durch 9 
teilbar. Es gilt allgemein: Der 9er- 
Rest einer Zahl ist gleich dem 9er- 
Rest ihrer Quersumme. Damit erhält 
man die Quersummenregel: Eine Zahl 
ist genau dann durch 9 teilbar, wenn 
ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. 
Ist eine Zahl durch 9 teilbar, dann ist 
sie auch durch 3 teilbar. Also gilt: 
Der 3er-Rest einer Zahl ist gleich dem 
3er-Rest ihrer Quersumme. Eine Zahl 
ist genau dann durch 3 teilbar, wenn 
ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. 
Verallgemeinerungen: Für 


(=8247) 


k 
n=), 2 10'=:2,24._1...22212Zo 
i=0 
(20, Z1s 225 ---,‚2«-1,2« Ziffern) defi- 
niert man: 
Ouersumme 1. Stufe (Ouersumme): 


O,(n):=z0+2ı+22+... 
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Quersumme 2. Stufe: 
O;(n):=zı 2042322 +25 24+ .... 


Die Zahl n wird also, beginnend bei 
der Einerziffer, in zweistellige Zahlen 
zerlegt, dann werden diese addiert. 
Quersumme 3. Stufe: 


O;z(n):=z22z; Zot252423+.... 


Alternierende Quersumme 1. Stufe: 
O,(n)=20-Zı +22 -23+ -... 
Alternierende Quersumme 2. Stufe: 
O,(n):=zı 20-2322 +2524— +... 
Alternierende Quersumme 3. Stufe: 
Oz(n):=22 21 20—-252423+ —... 
Es gelten folgende Regeln: 


9 teilt O,(n) 
99 teilt O,(n) 
999 teilt n > 999 teilt Q;(n) 
lltelltn 11teilt O/(n) 
101 teilt'n > 101 teilt Q5(n) 

1001 teilt n 1001 teilt O3 (n) 
Wegen 9=3?, 99=3?.11, 999=3?.37, 
1001=7-.11-.13 ergeben sich daraus 
folgende Regeln für die Teilbarkeit 
durch Primzahlen: 

3 teilt O,(n) 
Tteltn> Tteilt O5(n) 

Il teiltn 11 teilt O/(n) 

13 teilt'n > 13 teilt O3 (n) 

37 teiltn > 37 teilt Q;(n) 

101 teilt n 101 teilt O5 (n) 

Die Quersummen dienen auch zur 
Überprüfung von Rechnungen mit na- 
türlichen Zahlen (tProbe). Am be- 
kanntesten ist die Neunerprobe (Neu- 
nerrestprobe): Haben a,b die 9er-Re- 
ste r. bzw. r,, so hat a+b bzw. a-b 


den gleichen 9er-Rest wie r„+r, bzw. 
Ya’Fp- 


Iteltn 
99 teltn 


3teltn 
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Rabatt: Bezeichnung für einen Nach- 
laß auf den regulären Preis einer Wa- 
re. Wird der Rabatt als Prozentsatz 
ausgedrückt, so spielt es keine Rolle, 
ob die Mehrwertsteuer vor oder nach 
Abzug des Rabatts hinzugerechnet 
wird (? Prozentrechnung). 

Eine besondere Form des Rabatts ist 
der Mengenrabatt, der bei Abnahme 
größerer Mengen gewährt wird. Dabei 
ergibt sich für den Käufer oft die Fra- 
ge, welches die für ihn günstigste Ab- 
nahmemenge ist. Der Preis einer Ware 
sei z.B. gemäß folgender Tabelle ange- 


geben: 
re 


Stückzahl 


Tr rn EN 


Bei der Stückzahl x<n ist es günsti- 
ger, n Stück zu kaufen, wenn die Un- 





bn 
gleichung ax>bn, also ur erfüllt 
ist. 
Randwertproblem (Randwertaufgabe): 
Bezeichnung für die Aufgabe, die Lö- 
sung einer ?Differentialgleichung in 
einem Intervall zu finden, wobei Wer- 
te der Lösungsfunktion und ihrer Ab- 
leitung auf dem Rand des Intervalls 
vorgeschrieben sind. (Im Gegensatz 
dazu sind bei einer Anfangswertaufga- 
be Werte der Lösungsfunktion und ih- 
rer Ableitungen an einer Stelle vor- 
geschrieben.) 
Beispiel: Es sei eine Lösung von 


y'+4y=x 


auf dem Intervall [0,1] zu bestimmen, 
wobei für die Lösungsfunktion 


y(0)- y(l)=0, 
y(0)-y(1)=0 


gelten soll. Diese Randwertaufgabe ist 
eindeutig lösbar, die Lösung ist 


x 1 J 
ren x 
sin2 s 
-— ——— sin 2X. 
8(1—-cos2) 
Rang. Es sei A eine ?Matrix mit m 
Spalten und n Zeilen. Die Spaltenvek- 
toren $1,52,...,5m) sind Elemente des 
! Vektorraums R”, die Zeilenvektoren 
21522, -..,2„ sind Elemente des Vektor- 
raums IR”. Die TDimension des Un- 
terraums (S,,83, ...,512 von R” heißt 
der Spaltenrang von A. Entsprechend 
heißt die Dimension des Unterraums 
(Z1,22,...,2„n2 von IR” der Zeilenrang 
von A (TErzeugnis). Für jede Matrix 
ist der Spaltenrang gleich dem Zeilen- 
rang; er wird Rang der Matrix ge- 
nannt. 
Bei der Vertauschung von Zeilen, der 
Vervielfachung einer Zeile mit einer 
von 0 verschiedenen Zahl und bei der 
Addition einer Zeile zu einer anderen 
ändert sich der Rang nicht. Dasselbe 
gilt für die entsprechenden Operatio- 
nen mit den Spalten. Mit Hilfe dieser 
elementaren Umformungen kann man 
jede Matrix in eine Diagonalmatrix 
mit gleichem Rang umformen und 
dann den Rang ablesen; der Rang ei- 
ner Diagonalmatrix ist nämlich die 
Anzahl der von 0 verschiedenen 
Diagonalelemente. 
Anwendungen. 1) Ein Tlineares Glei- 
chungssystem ist genau dann lösbar, 
wenn der Rang der Koeffizientenma- 
trix mit dem Rang der erweiterten 
K.oeffizientenmatrix übereinstimmt. 
2) Sind V und W Vektorräume endli- 
cher Dimension und ist f eine Tli- 
neare Abbildung von V in W mit der 
Darstellungsmatrix A, dann ist die Di- 
mension des Bildraums von V unter f 
gleich dem Rang von A. Da diese Di- 


Ratenzahlung 


mension unabhängig von der Darstel- 
lungsmatrix ist, spricht man auch vom 
Rang einer linearen Abbildung. 
Ratenzahlung: Erfüllung einer Schuld 
in Teilbeträgen. Ratenzahlungen ha- 
ben im Prinzip folgende Form: 


Anzahlung A beim Kauf; 


n Raten R monatlich, 
beginnend einen Monat 
nach dem Kauf; 


Restzahlung Z einen Monat 
nach Zahlung der letzten Rate. 


Der Betrag A+ R-n+Z ist in der Re- 
gel höher als der Kaufpreis. Um ihn 
damit vergleichen zu können, muß 
man die einzelnen Zahlungen auf das 
Kaufdatum abzinsen (? Zinsrechnung, 
tDiskontieren), d.h. man muß ihren 
Barwert berechnen. Dafür muß man 
einen bestimmten Zinssatz p anneh- 
men (etwa den Zinssatz, den eine 
Bank für ein Darlehen berechnet). In 
der folgenden Tabelle ist der monatli- 
che Abzinsungsfaktor mit u bezeich- 
net, also 


Anzahlung A 
1. Rate R 
2. Rate R 


n. Rate R 
Restzahlung Z 


Der Barwert der Zahlungen beträgt 
also 


A+R-(u+u?+...+u”)+Z-u"+!, 


Für die Summe in der Klammer er- 
gibt sich mit Hilfe der Summenformel 
für die Tgeometrische Folge 
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a 1-u" 
utu’+...+u"=u:- , 
1—-u 





womit man die Formel weiter verein- 
fachen kann. 

Beispiel: Die Anzahlung betrage 
300 DM, es sind 30 Monatsraten zu 
80 DM zu leisten, die Restzahlung be- 
trage 54 DM. Es wird ein Zinssatz 
von 8% angenommen. Dann ist mit 
den obigen Bezeichnungen 





1-u 
=80 DM: 150-.(1- (39?) 
=2168,71 DM, 
Z-u?!=54 DM -(R9°! 
=43,95 DM. 


Als Barwert der Ratenzahlung ergibt 
sich die Summe dieser Beträge, also 
2512,66 DM. Dies ist weniger als die 
Summe der nicht abgezinsten Beträge 


A+30R+Z=2754 DM. 


rationale Funktionen: Sind p(x) und 
q(x) zwei T Polynome mit reellen Ko- 
effizienten, dann heißt die Funktion 


ER us eine rationale Funktion. Da- 
4(x) 

bei darf q(x) nicht das Nullpolynom 
sein. Hat q(x) den Grad 0, dann han- 
delt es sich um eine ganzrationale 
Funktion (1 Polynomfunktion). Ist der 
Grad von q größer als 0, dann liegt 
eine gebrochenrationale Funktion vor. 
Die Definitionsmenge dieser Funktion 
ist R mit Ausnahme der Nullstellen 
des Nennerpolynoms q(x). 

Die rationalen Funktionen bilden ei- 
nen algebraischen ?Körper bezüglich 
der Addition und der Multiplikation. 
Mit Hilfe der Polynomdivision läßt 


Gebrochenrationale Funktionen 





Abb. 3 Abb. 4 





_ 1 
IFGF-DET-4) 


Abb. 5 Abb. 6 


rationale Zahlen 


sich jede gebrochenrationale Funktion 
als Summe aus einer ganzrationalen 
Funktion und einer solchen gebro- 
chenrationalen Funktion schreiben, 
bei welcher der Grad des Zählerpoly- 
noms kleiner als der Grad des Nen- 
nerpolynoms ist: 

r(x) 

SW=ER)+-—— 

q(X) 
mit Polynomen g, r, q und Grad 
r<Grad.g. 
Es sei nun f eine rationale Funktion 


mit =. und M sei die Menge 
(x) 
der Nullstellen von gq(x). Dann ist 
D(f)=R\M. Die Elemente von M 
sind die Definitionslücken von f. Eine 
Stelle aeM heißt hebbare Definitions- 
lücke von f, wenn der Grenzwert 
lim f(x)=:c 


xoa 
existiert. Die Funktion f* mit 


= nr an 
© für x=a 


ist dann stetig an der Stelle a (tSte- 
tigkeit). In diesem Fall lassen sich die 
Polynome p(x) und q(x) beide durch 
x-—a dividieren. Man kann also eine 
(möglichst hohe) Potenz von x-a 
„herauskürzen“ und erhält dann einen 
Funktionsterm für f*. 

Ist die Definitionslücke a nicht heb- 
bar, dann liegt eine fPolstelle von f 
vor. Ist k die kleinste natürliche Zahl, 
so daß die Funktion x(x-a)*f(x) 
an der Stelle a eine hebbare Defini- 
tionslücke hat, dann heißt a eine Pol- 
stelle der Ordnung k. Der Graph von f 
besitzt dann an der Stelle a eine verti- 
kale tAsymptote. Welchen der „Wer- 
te“ +00 oder —w die Teinseitigen 
Grenzwerte lim f(x) und lim f(x) an- 


nehmen, hängt vom Vorzeichen von 
lim(x—a)*f(x) ab und davon, ob k ge- 


xoa 


xoa” 
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rade oder ungerade ist. Das Grenzver- 
halten für x>+o bzw. für > —- 
untersucht man mit Hilfe der obigen 
Darstellung 
[TSERTOR LE 
q(X) 
wegen 


m RL 


lim —= 

x+n0 4X) x -0 q(X) 
schmiegt sich der Graph von f dem 
Graph der Polynomfunktion g an 
(Tasymptotische Linie). 
Auf Seite 523 sind einige Beispiele für 
gebrochenrationale Funktionen dar- 
gestellt. 
rationale Zahlen: Bezeichnung für al- 
le Zahlen, die als Quotient zweier 
Tganzer Zahlen darstellbar sind, wo- 
bei der Divisor von Null verschieden 
sein muß. Rationale Zahlen sind also 


0 


m . 
Brüche der Form — mit m,neZ und 
n 


n+0. Man bezeichnet die Menge der 
rationalen Zahlen mit ® (Großbuch- 
stabe Q mit einem Strich). Die Vorzei- 
chen in Zähler und Nenner faßt man 


zu einem Vorzeichen zusammen, 
schreibt also 
a +a a 
+- für — und —, 
b +b —b 
a +a -a 
-—- für — und —-, 
b —b +b 


wobei a,b Variable für natürliche 
Zahlen sind. Man beachte hierbei die 
Vorzeichenregeln für die Multiplika- 
tion ganzer Zahlen. Die positiven ra- 
tionalen Zahlen muß man nicht von 
den !Bruchzahlen unterscheiden: 


+34=2. 
Die rationalen Zahlen mit dem Nen- 


ner | kann man als ganze Zahlen auf- 
fassen: 


+7=+5. 
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Also umfaßt ® die Menge der Bruch- 
zahlen und die Menge der ganzen 
Zahlen. 

Die Menge der rationalen Zahlen bil- 
det nun einen algebraischen ? Körper 
(Q, +,-). Dies ist der Quotientenkör- 
per des Integritätsbereichs der ganzen 
Zahlen (t Ring). 

Zwischen je zwei rationalen Zahlen 
liegt immer noch eine weitere rationa- 
le Zahl, z.B. ihr tarithmetisches Mit- 
tel. Die rationalen Zahlen scheinen al- 
so auf der Zahlengeraden lückenlos 
angeordnet zu sein. Trotzdem kann 
man Punkte der Zahlengeraden kon- 
struieren, welche nicht zu einer ratio- 
nalen Zahl gehören, so daß ® offen- 
sichtlich doch Lücken aufweist. Dies 
führt zur Konstruktion der Treellen 
Zahlen. 

Rechenmaschinen. Vor der Erfin- 
dung elektronischer Rechengeräte wa- 
ren verschiedenartige mechanische 
Rechenmaschinen und Recheninstru- 
mente in Gebrauch. Die wichtigste 
mechanische Rechenhilfe war der 
tRechenstab, der aber mittlerweile 
durch den t Taschenrechner fast völlig 
verdrängt ist. Mechanische Rechen- 
maschinen zur Ausführung der 
Grundrechenarten wurden schon von 
W.Schickard (1592-1635), B. Pascal 
(1623-1662) und G.W. Leibniz (1646 
bis 1716) entwickelt. Die ersten pro- 
grammgesteuerten elektronischen Re- 
chenmaschinen wurden in den drei- 
Biger Jahren konstruiert. 

Man unterscheidet zwischen Analog- 
rechnern und Digitalrechnern. Bei 
Analogrechnern werden mathematische 


Rechenstab 


Größen durch „analoge“ physikalische 
Größen dargestellt (Stromstärke, 
Spannungsstärke, Feldstärke). Solche 
Rechner werden fast ausschließlich im 
mathematisch-technischen Bereich ein- 
gesetzt und dienen hier vorwiegend 
zur Erzeugung und Verarbeitung 
komplizierter Funktionen, etwa zum 
Lösen von tDifferentialgleichungen. 
Bei Digitalrechnern werden mathema- 
tische Größen digital (ziffernmäßig) 
dargestellt und verarbeitet. 

Eine Datenverarbeitungsanlage (DVA) 
oder elektronische Datenverarbeitungs- 
anlage (EDVA) ist eine digitale Re- 
chenanlage (Computer). Eine solche 
Anlage verarbeitet ? Algorithmen, wel- 
che mit Hilfe einer ?Program- 
miersprache in ein Programm über- 
setzt worden sind. Die theoretischen 
Grundlagen für den Umgang mit 
Computern werden in der ? Informatik 
bereitgestellt. 

Rechenstab (Rechenschieber): Instru- 
ment zur mechanischen Durchführung 
von numerischen Rechnungen. Es be- 
steht aus einem Stabkörper und einer 
darin verschiebbaren Zunge (Abb. 1). 
Mit Hilfe des Rechenstabs werden 
Addition und Multiplikation von 
Zahlen auf die Addition und Subtrak- 
tion von Strecken zurückgeführt. Ne- 
ben der Multiplikation und Division 
sind noch viele weitere Operationen 
mit dem Rechenstab durchführbar. 
Eine logarithmisch eingeteilte Skala C 
auf der Zunge und eine maßstabs- 
gleiche logarithmische Skala D auf 
dem Körper dienen aufgrund der Re- 
geln 











Abb. 1: Rechenstab 


Rechenzeichen 
lg(la-b)=Iga+lgb, 
lg. =1ga-Igb 


(tLogarithmus) zur Multiplikation 
bzw. Division. Dabei liest man auf 
den Skalen nur Ziffernfolgen ab, die 
richtige Größenordnung des Ergebnis- 
ses (z.B. die Kommastellung) muß mit 
Hilfe einer Überschlagsrechnung er- 
mittelt werden. 


Beispiele: 
1) 14-1,7=23,8 (Abb. 2). 

C l b 17 
. | a 14 238 


a+b 


Abb. 2: Multiplikation von 14 mit 1,7 


Die Kommastellung ergibt sich dabei 
aus der Überschlagsrechnung 10-2 
=, 
2) Zur Berechnung von 7-8 muß die 
Zunge „durchgeschoben“ werden, d.h. 
man stellt nicht die 1, sondern die 10 
der Skala C über die 7 der Skala D 
(Abb. 3). 
1810-188 

pe 

c1 b 8 10 


D| a 


Min 

a-b 

10 
Abb. 3: Multiplikation von 7 mit 8 


3) 32:1,7=18,24 (Abb. 4). 


a:b 
zZ 
C b 172 
D | 7 3 4 


nl 
a 


Abb. 4: Division von 32 durch 1,7 


Die Kommastellung ergibt sich aus 
der Überschlagsrechnung 30:2=15. 
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Rechenzeichen. Bei den vier Grund- 
rechenarten dienen die Rechenzeichen 


+, .%. 
zur Verknüpfung von Zahlen. Auf 


dem tTaschenrechner benutzt man 
dafür die Symbole 
+,-,X%, =. 

Die Zeichen + und — dienen auch 
zur Kennzeichnung von positiven und 
negativen Zahlen, also als Vorzeichen. 
Außerdem bezeichnet man mit —a die 
Gegenzahl der Zahl a, also a+(-a) 
=(. Bildet man das Produkt aus einer 
Zahl und einer Variablen oder aus 
zwei Variablen, so verzichtet man 
meistens auf den Malpunkt. Man 
schreibt z.B. 


3x statt 3-x 
und 
ab statt a-b. 


Der Divisionsdoppelpunkt wird oft 
auch durch den Bruchstrich ersetzt; 


man schreibt ; statt a:b. Da man für 
5 auch b-! schreiben kann (t Potenz), 


gilt a:b=ab!. 

Die Summe bzw. das Produkt der 
Zahlen einer TFolge schreibt man mit 
Hilfe des TSummenzeichens bzw. des 
t Produktzeichens. 

In der Mathematik sind viele weitere 
Tmathematische Zeichen für die Ver- 
knüpfung von Zahlen und sonstiger 
mathematischer Objekte gebräuchlich: 
In der TTeilbarkeitslehre treten die 
Verknüpfungszeichen ggT (?größter 
gemeinsamer Teiler) und kgV (tklein- 
stes gemeinsames Vielfaches) auf. 

Man verknüpft 1 Mengen mit den Zei- 
chen n (geschnitten mit), U (vereinigt 
mit) und \ (ohne). 

Die Addition von T Vektoren wird mit 
dem Zeichen + geschrieben. Ist —d 
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der Gegenvektor von d, so definiert 
man b-a:=b+(-a), so daß auch 
hier das Minuszeichen als Verknüp- 
fungszeichen dient. 
rechter Winkel: Bezeichnung für ei- 
nen Winkel, der zu seinem Nebenwin- 
kel kongruent ist (Abb. 1). 

kongruent 

zueinander 


Abb. 1: Rechter Winkel 


Teilt man den Vollwinkel nach baby- 
lonischem Vorbild in 360° ein, so ist 
das Winkelmaß eines rechten Winkels 
90°. Bei Einteilung in Gon (Neugrad) 
beträgt es 100°; mißt man im TBo- 
genmaß, dann ergibt sich 3. 
rechtwinklig: Zwei Geraden heißen 
rechtwinklig zueinander, wenn sie sich 
unter einem Trechten Winkel schnei- 
den. Halbgeraden und Strecken hei- 
Ben rechtwinklig zueinander, wenn sie 
in zueinander rechtwinkligen Geraden 
enthalten sind. 

Statt rechtwinklig sagt man auch 
senkrecht, jedoch ist das Begriffspaar 


rechtwinklig — parallel 


in geometrischen Zusammenhängen 
eher zu empfehlen als das Begriffspaar 


senkrecht — waagerecht. 


Ferner benutzt man für rechtwinklig 
auch die Bezeichnung orthogonal. 
Rechtwinkligkeit deutet man mit dem 
Symbol 1 an; beispielsweise bedeutet 
AB_Lg, daß die Strecke AB zu der 
Geraden g rechtwinklig ist. In Zeich- 
nungen verwendet man für die Recht- 
winkligkeit die Zeichen 


a oder &. 


rechtwinklig 


Das erste der beiden Zeichen ist bei 
räumlichen Darstellungen günstiger. 
Zur Konstruktion rechtwinkliger 
Strecken, Halbgeraden oder Geraden 
benutzt man das ?TGeodreieck oder 
die Tatsache, daß die Diagonalen in 
einer Raute (tTViereck) zueinander 
rechtwinklig sind (Abb. 1). 





Abb. 1: Konstruktion rechtwinkliger 
Strecken 


Ein 1 Dreieck heißt rechtwinklig, wenn 
es einen Trechten Winkel besitzt 
(Abb. 2). Die dem rechten Winkel an- 
liegenden Seiten heißen die Katheten, 
die dem rechten Winkel gegenüber- 
liegende Seite die Hypotenuse des 
rechtwinkligen Dreiecks. Die Höhe 
(rechtwinklig zur Hypotenuse) zerlegt 
die Hypotenuse in die Hypotenusenab- 
schnitte p und gq. 


Katheten 





Hypotenuse 
Abb. 2: Rechtwinkliges Dreieck 


reelle Zahlen 


Wichtige Sätze über das rechtwinklige 
Dreieck sind der tHöhensatz, der 
t Kathetensatz, der Satz des ?Pytha- 
goras und der Satz des ? Thales. 

reelle Zahlen. Eine Zahl, die sich als 


Quotient zweier Tganzer Zahlen 

schreiben läßt, ist eine Trationale 
19 -19 +19 

Zahl, etwa —— (- =) Da- 
12 +12 -12 


neben gibt es aber auch Zahlen, die 
sich nicht in dieser Form schreiben 
lassen. Beispielsweise gibt es keine 
Darstellung von V2 (T Wurzel) als 
Quotient zweier ganzer Zahlen. Man 
nennt solche Zahlen firrational. Die 
rationalen und die irrationalen Zahlen 
zusammen bilden die Menge der reel- 
len Zahlen. Man bezeichnet diese 
Menge mit R. Den Bereich der reellen 
Zahlen erweitert man noch zum Be- 
reich der tkomplexen Zahlen, so daß 
die abgrenzende Bezeichnung „reell“ 
sowohl gegenüber „rational“ als auch 
gegenüber „komplex“ zu verstehen 
1st. 

Die tDezimalbruchentwicklung einer 
irrationalen Zahl kann man nur un- 
vollständig angeben, denn sie ist we- 
der abbrechend noch periodisch. Irra- 
tionale Zahlen kann man also immer 
nur näherungsweise durch eine Dezi- 
malzahl beschreiben. Obwohl man 
beim praktischen Rechnen mit reellen 
Zahlen stets abbrechende Dezimalzah- 
len als Näherungswerte benutzt, sind 
die reellen Zahlen auch von großer 
praktischer Bedeutung, weil viele in 
den Anwendungen der Mathematik 
vorkommende Funktionen (trigono- 
metrische Funktionen, Exponential- 
funktionen, Logarithmusfunktionen) 
als Werte reelle Zahlen besitzen. 

Die rationalen Zahlen sind tabzähl- 
bar, die reellen Zahlen sind überab- 
zählbar. Im Sinne der Mengenlehre 
gibt es also „wesentlich mehr“ irratio- 
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nale als rationale Zahlen in der Men- 
ge der reellen Zahlen. Die Menge R 
heißt auch Kontinuum, weil RR jeden 
Punkt der Zahlengeraden darzustellen 
erlaubt; die Menge ® der rationalen 
Zahlen ist zwar dicht, d.h. es gibt kein 
Intervall der Zahlengeraden, welches 
keine rationale Zahl enthält, aber es 
gibt doch Punkte der Zahlengeraden 
(z.B. v2) welche nicht zu einer ratio- 
nalen Zahl gehören. 

Die für die tAnalysis wichtigste Ei- 
genschaft der reellen Zahlen ist ihre 
tVollständigkeit. Entsprechend den 
verschiedenen Möglichkeiten, die Voll- 
ständigkeit des angeordneten ? Körpers 
(R,+,-,<) der reellen Zahlen zu de- 
finieren, gibt es auch verschiedene 
Möglichkeiten zur Konstruktion der 
reellen Zahlen, ausgehend vom angeord- 
neten Körper (@, +,-, <) der rationalen 
Zahlen: 


1) Konstruktion mit Intervallschachte- 
lungen: Eine reelle Zahl ist als der 
Kern einer ?Intervallschachtelung ra- 
tionaler Zahlen definiert. Dabei defi- 
nieren zwei Intervallschachtelungen 
die gleiche reelle Zahl, wenn die Fol- 
gen der linken (oder rechten) Intervall- 
enden sich nur um eine Nullfolge un- 
terscheiden. Addition, Multiplikation 
und Anordnung werden durch die ent- 
sprechenden Operationen mit den In- 
tervallenden der Intervalle in der In- 
tervallschachtelung erklärt. Die ratio- 
nale Zahl r ist der Kern der Intervall- 


1 
schachtelung ( E r+ | ) (und jeder 
n 


dazu äquivalenten Intervallschachte- 
lung), kann also auch als eine reelle 
Zahl verstanden werden. 

2) Konstruktion mit Cauchy-Folgen: 
Hier wird eine reelle Zahl als eine 
Klasse äquivalenter ?Cauchy-Folgen 
definiert; dabei heißen zwei Cauchy- 
Folgen äquivalent, wenn sie sich nur 
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durch eine Nullfolge unterscheiden. 

Addition, Multiplikation und Anord- 

nung werden auf die entsprechenden 

Begriffe für die Glieder der Cauchy- 

Folgen zurückgeführt. Für re® ist die 

konstante Folge (r) eine Cauchy-Fol- 

ge (mit dem Grenzwert r), so daß die 
rationalen Zahlen auch als reelle Zah- 
len verstanden werden können. 

3) Konstruktion mit offenen Anfängen: 

Eine Teilmenge A von ® heißt ein 

offener Anfang in Q, wenn gilt: 

(1) Ist aeA, dann ist auch xeA für 
alle xe® mit x<a. 

(2) Es gibt keine größte Zahl in A, es 
gibt also kein meA mit x<m für 
alle xeA. 

Beispielsweise ist 


(xeR|x<O oder x?<2} 


ein offener Anfang in ®. Man versteht 
nun eine reelle Zahl als einen offenen 
Anfang in @. Das Rechnen mit reellen 
Zahlen wird dann als Rechnen mit of- 
fenen Anfängen erklärt. Beispielsweise 
versteht man unter der Summe der 
offenen Anfänge A, und A, den offe- 
nen Anfang 


{x +x,2|xıeA und x2€A3}. 


Für re® ist [xeQ@|x<r} ein offener 
Anfang, welcher die rationale Zahl r 
als offenen Anfang in @, also als reelle 
Zahl darstellt. 

4) Konstruktion mit Dedekind-Schnit- 
ten: Die Konstruktion der reellen 
Zahlen mit Dedekind-Schnitten (nach 
R. Dedekind, 1831-1916) ist der Kon- 
struktion mit offenen Anfängen sehr 
ähnlich. Hier betrachtet man Zerle- 
gungen der Menge ® in zwei Mengen 
A (Unterklasse) und B (Oberklasse) mit 
A+ß, B+ß, AUB=Q, AnB=® und 

a<b füralle aceA, beB. 

Ein solcher Dedekindscher Schnitt 
(A,B) wird eine reelle Zahl genannt. 
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Regelfunktion 


Den angeordneten Körper der reellen 
Zahlen erhält man analog zur Kon- 
struktion mit offenen Anfängen. 
Regelfläche: Bezeichnung für eine 
Fläche, die durch Geraden erzeugt 
wird (frz. la regle=das Lineal). Durch 
jeden Punkt einer Regelfläche geht al- 
so eine Gerade, welche ganz zur Flä- 
che gehört. Beispiele für Regelflächen 
sind Zylinderflächen, Kegelflächen, 
das einschalige Hyperboloid und das 
hyperbolische Paraboloid (tFlächen 
zweiter Ordnung). Ein weiteres Bei- 
spiel ist das Konoid (Abb. 1). 





Abb. 1: Konoid 


Regelfunktion Funktion): 


(regulierte 
Bezeichnung für eine Funktion 


Sf: [a,b]J>R, 


wenn es eine Folge „> von 
tTreppenfunktionen auf [a,b] gibt 
mit 

lim max|f(x)-9,(x)|=0. 

n—co [a,b] 
Die Folge <p„> ist dann auf [a,b] 
gleichmäßig tkonvergent mit der 
Grenzfunktion f. Man sagt daher 
kurz: Eine Funktion heißt Regelfunk- 
tion, wenn sie durch eine Folge von 


Registermaschine 


Treppenfunktionen gleichmäßig appro- 
ximierbar ist. 
Ist f auf [a,b] stetig, dann ist f auf 
[a,b] eine Regelfunktion. Zu jeder 
Regelfunktion existiert das ?Integral 
(Riemann-Integral) auf [a,b]; es gibt 
aber integrierbare Funktionen auf 
[a,b], welche dort keine Regelfunktio- 
nen sind. Ein Beispiel hierfür ist die 
Funktion f auf [-1,1] mit 
1 
f)= ie für x#+0, 
0 für x=0. 


Eine Funktion f: [a,b]>R ist genau 
dann eine Regelfunktion auf [a,b], 
wenn in jedem Punkt xoe[a,b] so- 
wohl der rechts- als auch der linkssei- 
tige Grenzwert von f existieren (Tein- 
seitiger Grenzwert). 

Für Regelfunktionen ist die Definition 
des Integrals besonders einfach: Be- 
zeichnet man für eine Treppenfunk- 
tion p mit I(p) die Summe der Flä- 
cheninhalte der durch sie definierten 
Rechtecke (Abb. 1), und ist die Regel- 
funktion f als Grenzfunktion der Fol- 
ge <p„> definiert, so setzt man 


b 
(/()dx:= lim I(p,). 


n 00 





Abb. 1 


Es ist leicht zu zeigen, daß dieser 
Grenzwert existiert und für jede sol- 
che Folge <p„> gleich der Grenzfunk- 
tion f ist. 
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Registermaschine: Bezeichnung für 
ein mathematisches Modell einer Re- 
chenmaschine, durch das der Begriff 
Berechenbarkeit (einer Funktion) defi- 
niert werden kann; es besitzt eine Rei- 
he von Speicherplätzen (Registern), 
die während einer Berechnung leer 
sind oder Zeichenreihen eines vorge- 
gebenen Alphabets enthalten. 

Die Rechnung einer Registermaschine 
erfolgt gemäß einem Registerprogramm, 
welches aus Anweisungszeilen besteht, 
im wesentlichen Verlängerungs- 
anweisungen („Verlängere den Inhalt 
eines Registers um einen Buch- 
staben“), Verkürzungsanweisungen 
(„Verkürze den Inhalt eines Registers 
um einen vorgegebenen Buchstaben, 
falls die im Register stehende Zeichen- 
reihe mit diesem endet“) und Sprung- 
anweisungen sowie einer Druck- und 
einer Stoppanweisung. Eine Funktion 
f(x) heißt registerberechenbar, wenn es 
ein Registerprogramm gibt, so daß ei- 
ne geeignete Registermaschine (mit ei- 
ner ausreichenden Zahl von Registern) 
aufgrund des Registerprogramms aus 
dem Argument x in endlich vielen 
Schritten den Funktionswert f(x) be- 
rechnet (Trekursive Funktionen). — 
Mit einer Registermaschine und den 
dazugehörigen Registerprogrammen 
lassen sich Rechenverfahren simu- 
lieren, z.B. kann man Programme, die 
in BASIC, PASCAL u.a. formuliert 
sind, in Registerprogramme „über- 
setzen“. — Ein zur Registermaschine 
äquivalentes mathematisches Modell 
ist die t Turing-Maschine. 

Regression. Für zwei 1 Zufallsgrößen 
X,Y eines endlichen Zufallsversuchs 
oder für zwei Größen X, Y mit n Meß- 
punkten (X1,yı), (X2»Y2) +.» (Km In) 
kann man nach folgender Methode 
die Art die Abhängigkeit untersuchen: 
Man trägt die Wertepaare (x;,y;) in 
ein Koordinatensystem ein und sucht 
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eine einfache Funktion, deren Graph 
„möglichst nah“ an den Punkten 
(x;, y;) liegt. Vermutet man einen linea- 
ren Zusammenhang (lineare Regres- 
sion), so verfährt man folgenderma- 
Ben: Man bestimmt die Regressions- 
gerade oder Ausgleichsgerade mit der 
Gleichung y=mx+b für die gegebe- 
nen Punkte (x;,y;) aus der Forderung, 
daß 


(y; mx; —b)? 


IM» 


minimal sein soll (Abb. 1). Die Be- 
rechnung der Regressionsgeraden ist 


eine Aufgabe der ?tAusgleichsrech- 
nung. 
y 
y=mx+b 
x 


Abb. 1: Lineare Regression 
Setzt man 
1 n 

u-- za 


so hat die Regressionsgerade die Glei- 
chung 


I. 
und y: =) nd 


i=1 


y-y=m(x—‘). 
Aus obiger Minimalitätsforderung 
folgt 
_CoviX,Y) 
X) 
mit 
CoviX, Nı=— 20-9019 
i=1 
1 > Lucy 
— n = iyi y 


Regula falsi 


und 
n 


2 1 
vr) Y,&-9°?=-) x-% 
Ni=ı Ni=ı 


('Kovarianz, ! Varianz). Die Zahl m 
heißt Regressionskoeffizient für das 
Größenpaar (X,Y). Für das Größen- 
paar (Y,X) lautet der Regressions- 
koeffizient dann 
_CoviX, Y) 
vn) 
Im Falle strenger linearer Abhängig- 
keit von X und Y ist mm’=1, also 
(CoviX, Y)) 
vv) 
Die Zahl 
Cov(X,Y) 
v(X)v(m 


o(X,Y):= 


heißt Korrelationskoeffizient von X 
und Y und dient als Maß für die Ab- 
hängigkeit dieser Größen (t Korrela- 
tion). 

Regula falsi (Sekantennäherungsverfah- 
ren): Näherungsverfahren zur Nullstel- 
lenberechnung einer Funktion: 
Gegeben sei eine stetige Funktion 
Sf: [a,b]J>R, die keinen T Wendepunkt 
in [a,b] besitzt und für welche 
fta)-f(b)<O gilt. Gesucht ist eine 
Nullstelle dieser Funktion im Intervall 
[a,b]. Die Bedingung f(a)-f(b)<O be- 
sagt, daß f(a) und f(b) an 
Vorzeichen haben. Wegen der Stetig- 
keit von f garantiert dann der tZwi- 
schenwertsatz die Existenz einer Null- 
stelle in [a,b]. 

Man setzt 


Sg, 
Kb, 
X:=Xı—- f(x EL ne ER 
i = S&)- SF)’ 


falls f(xı) ft (x3)<0, 
falls (x) f(x3)<0. 


X], 
xX4:7= 
X25 


Reihe 


Ist f(x3)=0, so ist x3 schon die ge- 
suchte Nullstelle; andernfalls tritt 
genau einer der beiden Fälle 
FR) fRXa)<0 oder f(x) f(x3)<0 ein, 
da f in [a,b] keinen Wendepunkt 
besitzt. 

Nun wendet man auf x3, x4 dasselbe 
Verfahren wie auf x,, x, an usw. Da- 
mit ergibt sich eine ?Intervallschach- 
telung für die gesuchte Nullstelle. 
Diese Rekursion ist am Graphen von 
f folgendermaßen zu deuten: Die Ge- 
rade durch die Punkte 


(x, f(xı)) und (x2,f(x2)) 
hat die Gleichung 
ef 
X2—Xı 


sie schneidet die x-Achse an der Stelle 


[er |.. 
SR)-Fı) 


und dies ist in der Regel ein besserer 
Näherungswert für die Nullstelle als 
x, und x, (Abb. 1). Man muß dabei 
aber voraussetzen, daß f”(x)+0 für 
alle xe[xı,x2]. 


X3=Xı-f(Xı) 





Abb. 1: Regula falsi 


Beispiel: Es soll die Nullstelle von 
fı xox?’—2x+5 
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bestimmt werden, die zwischen — 2,1 
und — 2,0 liegt. 
(1) xı:=-21, f(xı)= -0,061; 
S&x)=1. 


-2421 
6 ze - 21 


1+0,061 
= —2,09425; 
f(x3) =0,00336; 
x:=—21; f(x4)= -0,061. 
— 2,09425 + 2,1 
000336. +0061 


X:=—2, 


(3) Xs:= —2,1+0,061- 


= — 2,094550; 
f(xs5)=0,0000165; 
x%:=—-21; f(x) -0,061. 


(4) x7:= — 21 
—2,094550 + 2,1 
0,0000165 + 0,061 

= - 2,0945515. 
Die gesuchte Nullstelle ist auf 5 Stel- 
len genau — 2,09455. 
Reihe: Ist <a,> eine Zahlenfolge 
(tFolge), dann nennt man die Folge 
(s,> mit 


n 
„"=d, t+A2+...+qa4,= y d; 
i=1 


+0,061- 


eine Reihe. Eine Reihe ist also eine 
Folge von besonderer Gestalt: sie ent- 
steht aus einer gegebenen Folge durch 
Summieren ihrer Glieder. Statt s,)> 
schreibt man üblicherweise 


Statt „Reihe“ ist auch die Bezeich- 
nung unendliche Reihe üblich. Damit 
will man andeuten, daß man sich für 
den Grenzwert dieser speziellen Folge 
interessiert. Ist 
n 
lim Ya;=s, 


n>@ i=1 


533 


dann heißt die Reihe konvergent, und 
der Grenzwert s heißt der Wert der 
Reihe. Man schreibt dann 


Ds 


a=S, 


i=1 


das Symbol ),a; dient also sowohl 


i=1 n 
zur Bezeichnung der Folge ($ a) 
i=1 
als auch zur Bezeichnung ihres even- 
tuell vorhandenen Grenzwerts. Exi- 
stiert dieser Grenzwert nicht, dann 
heißt die Reihe divergent. Die Zahl s, 
bezeichnet man als n-te Partialsumme 


der Reihe ), a,. Man kann jede Folge 
i=1 

<u„»> als Folge der Partialsummen ei- 

ner Reihe verstehen, denn es gilt 


n 
=), (u-u;_,) mit uo=0. 
i=1 


Oft ist es zweckmäßig, den Laufindex 
der Reihe schon bei 0 beginnen zu 
lassen, die Reihe also in der Form 


), a; zu schreiben. 

i=0 

Es ist noch vielfach üblich, auch endli- 
che Summen als Reihen zu bezeich- 
nen; man spricht dann von einer end- 
lichen Reihe. 

Beispiel I. Bei der geometrischen Reihe 
bilden die Summanden eine Tgeo- 
metrische Folge, sie hat also die Ge- 
stalt 


[6,0] 


), aq=a+ag+ag”+.... 
i=0 


Für die Partialsummen der geometri- 
schen Reihe gilt im Falle q+1 
S"=atag+...+ag" 
I=q 
1-q 


n+1 





Für |g|<1 ist lim g"*'=0, also lim s, 


n> 00 n> 0 


Reihe 


. In diesem Fall ist die geome- 


1- 
trische Reihe also konvergent. Für 
Igl>1 ist die Folge (q"*') und damit 
auch die geometrische Reihe diver- 
gent. Für q=1 und a#+0 erhält man 
die divergente Reihe 


)a=ata+ta+.... 
i=0 


Für q=-1 und a#+0 erhält man 
ebenfalls eine divergente Reihe: 


a-N=a-ata-at+-.... 


er 


i=0 


I 


Für die Partialsummen dieser Reihe 
gilt nämlich: 


. 
S7= 
0, 


Die Folge <s,> besitzt also keinen 
Grenzwert. 
Beispiel 2: Die Reihe 

= l 121 1 

2 vn 2 ea 0 re 


falls n gerade 
falls n ungerade. 


ist konvergent zum Wert 1. Denn für 
die Partialsummen gilt 











n 1 n 1 1 ) 
ee Karren 
=1-3)+4-9)+4-9+ 
+[ 1 )+( 1 
n—-—ıIn n n+l 
l 
—-1-— 
n+1 


Es ist also lim s,=1. 


n> © 

Beispiel 3: Die harmonische Reihe 
il 
y, -=1+3+3+4+... 
i=1 } 


ist divergent. Zum Beweis dieser Be- 
hauptung kann man zeigen, daß die 


j . N, 
2"-te Partialsumme größer als 3 ist, 


Reihe 
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mit wachsendem n also jede Schranke 
übersteigt: Man setzt 


o=l, 

1 
01=7, 

1 1 
09=3+t2; 


HN 1 1 1 
0=5+5+r7+8 


und allgemein 


1 1 
=——+..+1-. 
LE rTuee 
Dann ist 
an 1 


> Fl aa nn 
i=1 


Nun ist 
1 
012% 
1 1 1 
Hr24+4=5 
1 1 1 1 1 
03Z28t8+35+8=2 


und allgemein 


also 
Ai In 
-21+n->-. 
2 in 2 2 


Eine notwendige Bedingung für die 


Konvergenz der Reihe ), a; ist 
lim a; =0; = 

diese Bedingung ist aber nicht hinrei- 
chend, wie etwa Beispiel 3 zeigt. Eine 
notwendige und hinreichende Bedin- 
gung liefert das Cauchysche Konver- 
genzkriterium (nach A.L. Cauchy, 
1789-1857): Genau dann ist die Reihe 


), a; konvergent, wenn für jedes e>0 
i=1 


ein Index N, derart existiert, daß 


n 


L 4 


i=m+1 


<e 








für alle m,n>N, gilt. 


Eine Reihe heißt alternierend, wenn 
aufeinanderfolgende Summanden stets 
verschiedene Vorzeichen haben. Für 
die Konvergenz einer alternierenden 
Reihe ist es im Gegensatz zum allge- 
meinen Fall auch hinreichend, wenn 
ihre Glieder eine Tmonotone Nullfol- 
ge bilden (Leibnizsches Kriterium, 
nach G.W. Leibniz, 1646-1716). 
Beispiel 4: Die alternierende Reihe 
(y .- ji. 
1 


or 


ll 


ı 


konvergiert nach dem Leibnizschen 


RR IN an 2 
Kriterium, denn () ist eine monoto- 
n 


ne Nullfolge. Diese Reihe heißt 


Leibnizsche Reihe. 

Beispiel 5: Die alternierende Reihe 
(- ifrta, mit 

=1 


2 1 
und a,,:=—— 
+1 n+1 


A2n-1'= 


für neN konvergiert nicht; die Sum- 
manden bilden zwar eine Nullfolge, 
diese ist aber nicht monoton. Für die 
Partialsummen gilt 





n+1 





1 1 1 
=44+4444...4——, 
een n+1 
die Folge der Partialsummen ist also 
divergent (vgl. Beispiel 3). 


Die Reihe )) a; heißt absolut konver- 
i=1 ee) 

gent, wenn die Reihe ), |a;| konver- 
i=1 

giert. Bei Reihen mit positiven (bzw. 

nicht-negativen) Gliedern stimmt die 

Konvergenz mit der absoluten Kon- 

vergenz überein. Die Leibnizsche Rei- 

he (Beispiel 4) ist konvergent, aber 

nicht absolut konvergent, denn die 
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harmonische Reihe 
nicht konvergent. 
Eine konvergente Reihe heißt unbe- 
dingt konvergent, wenn sie auch bei 
beliebiger Umordnung der Glieder 
stets gegen den gleichen Grenzwert 
konvergiert. Eine konvergente, aber 
nicht unbedingt konvergente Reihe 
heißt bedingt konvergent. Eine Reihe 
ist genau dann unbedingt konvergent, 
wenn sie absolut konvergiert. 


ie u] 
I+ 

2 ) Fr 
(vgl. Beispiel 4) ist nur bedingt kon- 
vergent. Bei folgender Umordnung 
entsteht eine divergente Reihe: Man 
summiere so viele positive Summan- 
den, bis die Summe den Wert 1 über- 
steigt, dann einen negativen Summan- 
den; nun summiere man wieder so 
viele positive Summanden, bis der 
Wert 2 überstiegen ist, dann wieder ei- 
nen negativen Summanden. Da die 
Reihe 1+3+4+4+... ebenso wie die 
harmonische Reihe divergent ist, über- 
steigt die umgeordnete Reihe jede vor- 
gegebene Schranke, ist also diver- 
gent. 

Für Reihen mit positiven Gliedern, also 


(Beispiel 3) ist 


Beispiel 6: Die Reihe 


ie 


Il 
- 


a; mit 4,20 für alle ieN, 
liegt aufgrund des ?Hauptsatzes über 
monotone Folgen genau dann Kon- 
vergenz vor, wenn die Folge ihrer 
Partialsummen beschränkt ist. Für 
solche Reihen gibt es zahlreiche hin- 
reichende Konvergenzkriterien: 
Vergleichskriterium: Gilt 


0<sa;,<b;, für alle ieN, 


dann folgt aus der Konvergenz von 
[e,0] oo 
),b; die Konvergenz von Ya; 
i=1 i=1 


(Majorantenkriterium) und umgekehrt 
[e,0) 

aus der Divergenz von ),a; die Di- 
i=1 


Reihe 


oo 
vergenz von ),b; (Minorantenkri- 
i=1 


terium). Wählt man als Vergleichs- 
reihe die geometrische Reihe (vgl. Bei- 
spiel 1, so erhält man folgende 
Kriterien: 

Quotientenkriterium: Gibt es eine Zahl 
q mit O<q<I1 und 


di+1 





<q füralle ieN, 
a; 
dann ist die Reihe ), a; (mit positiven 
i=1 
Gliedern) konvergent. 
Wurzelkriterium: Gibt es eine Zahl q 


mit O<q<1 und 
für alle ieN, 


Va<q 


dann ist die Reihe ), a; (mit positiven 
i=1 
Gliedern) konvergent. 


z ist kon- 


Beispiel 7: Die Reihe 
vergent, denn Er 
1 1 

0< < 
—G+1) "ili+1l) 
für alle ieN, 


- 
— 








und die Reihe ), lifi+1) ist konver- 


i=1 
gent (Beispiel 2). Mit Hilfe der Reihe 
in Beispiel 2 erhält man auch eine Ab- 
schätzung, nämlich 


—<2. 
iz 


Ds 


Il 
- 


(Der Wert dieser Reihe beträgt 


2 


1,64.) Das Vergleichskriterium 


garantiert auch, daß jede Reihe der 
Form 
1 j 
z mitk22 


Ds 


II 
- 
- 


i 


konvergiert. Weder das Quotientenkri- 


Reihe 


terium noch das Wurzelkriterium ist 
hier nn denn 


li an! myi=1. 
nn (i+1)* lim ji 
Beispiel 8: Für jeden Wert von xeR* 
an die Reihe 
oo x? x 
2 ltr tat. 


Dies kann man leicht mit dem 
Quotientenkriterium zeigen: 

gi+l 

+1)! 

+1) _* 2 
x i+1l 








D|- 


i! 

für i22x-—1. Die endlich vielen Sum- 
manden für i<2x-—1 ändern nicht das 
Konvergenzverhalten der Reihe, also 
ist sie für jedes x konvergent. Dies gilt 
auch für negative Werte von x; es 
handelt sich bei dieser Reihe um die 
Darstellung der e-Funktion als Po- 
tenzreihe (T Taylor-Reihe). 

Integralkriterium: Ist f eine monoton 
fallende Funktion auf R* mit positi- 
ven Werten und existiert das tun- 


eigentliche Integral | f(x)dx, dann kon- 
1 


vergiert die Reihe ), f(i), und es gilt 
(vel. Abb. 1) i=1 


Er0-[SWweaxr|<se). 





Abb. 1: Integralkriterium 
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Beispiel 9: Für «>1 ist 


© 1 
ee = 
1 


also ist ), — konvergent, und es gilt 
i=1 } 


| l 


is ig a—1 


<1l. 








Für «=2 ergibt sich die Konvergenz 
der Reihe in Beispiel 7. 
en 10: Für «>1 ist 


TREE 1 

4 ip a 
also ist I Im zu Rolvergent, und es 
gilt i=2 


en | l 1 
\ ==--— | S—. 
=, ilni)” (a—-1)(ln2)? 2In2 





Beispiel 11: Anhand der Abbildung 1 
erkennt man die Beziehung 


0< 3 — dx<1. 


i-ı 1% 


Wegen [ 1 sin gilt 
1% 


dl 
lim (3 Inn) =} 
n>o \jo 1 


mit 0<y<1; die Konstante y heißt 
Eulersche Konstante (nach L. Euler, 
1707-1783). Es gilt 


y=0,5772156649.... 


Bis heute ist nicht geklärt, ob die Eu- 
lersche Konstante rational oder tirra- 
tional ist. 

Für das Rechnen mit Reihen gelten 
folgende Regeln s 


(1) Ist Ja; konvergent zum Wert a 
i=1 


und ), b; konvergent zum Wert b, 


i=1 
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), (a+b;) konvergent 
i=1 
zum Wert a+b. 


dann ist 


(2) Ist ), a; konvergent zum Wert a 
i=1 © 

und c eine Zahl, so ist ) ca; kon- 
vergent zum Wert ca. i=-1 


& 
Aus der Konvergenz von ),a; und 
[6 ) i=1 
von ),b; kann man nicht auf die 

i=1 60) 
Konvergenz von ),a;b; schließen. 


i=1 
@ 


Beispielsweise ist ), (- +! — 

i=1 i 
dem Leibnizschen Kriterium konver- 
gent, aber die Reihe 


© a | e 
=] i+Hl ___, —J ir 

2 Te; z 
ist divergent (Beispiel 3). 
Außer Reihen, deren Summanden 
Zahlen sind, kann man Reihen be- 
trachten, deren Summanden Funktio- 
nen sind. Man erhält dann z.B. 
t Potenzreihen (T Taylor-Reihen) oder 
t Fourier-Reihen (1 Reihendarstellung). 
Reihendarstellung. Es ist häufig nütz- 
lich, eine Funktion als Summe (Über- 
lagerung) einfacherer Funktionen dar- 
zustellen. In der Regel benötigt man 
dazu aber „unendlich viele“ Summan- 
den, d.h. man hat eine Darstellung der 
Funktion als eine Reihe, deren Sum- 
manden Funktionen sind: 


f(9= T 2,0.) 
n=1 


nach 


In solchen Darstellungen interessiert 
man sich für die Menge der Werte 
von x, für welche die Reihe konver- 
giert und den Funktionswert an dieser 
Stelle darstellt. 

Beispiel 1: Für 9,(x):=x" erhält man 
t Potenzreihen. Allgemeiner erhält 
man für 9,(x):=(x—xo)" 1 Taylor-Rei- 
hen mit der Entwicklungsmitte xo. 


rekursive Folge 


Beispiel 2: ?1Periodische Funktionen 
kann man als ?TFourier-Reihen dar- 
stellen. Diese haben die Gestalt 
ao+ ), (a„cosnx +b,sinnx). 
n=1 
1 


x’ 


Beispiel3: Wählt man „,(x):= 


n 
dann erhält man Dirichlet-Reihen (nach 
P.G. Lejeune-Dirichlet, 1805-1859). Die 
Funktion £ mit 


8 

= 2 3 
heißt (reelle) Riemannsche Zetafunk- 
tion (nach B. Riemann, 1826-1866). 
Diese Dirichlet-Reihe konvergiert für 
x>1 und divergiert für x<s1. 
Beispiel 4: Wählt man 





dann erhält man die Darstellung von 
Funktionen durch Lambert-Reihen 
(nach J.H. Lambert, 1728-1777). 

rekursive Folge: Bezeichnung für eine 
tFolge <a,>, bei welcher das n-te 
Glied gemäß einer Rekursionsvor- 
schrift (Rekursion) aus den vorange- 
henden Gliedern berechnet werden 
kann. Bei einfachen rekursiven Folgen 
berechnet man a, aus a„_,, wobei ein 
Anfangswert a, vorgegeben ist. 

Beispiele: 1) Die Folge <a,> mit 


ao:=1, 





a„:=%a,_ı+ für n>0O 


An—1 
konvergiert gegen v2 (t Newtonsches 
Verfahren). 
2) Die Folge <a,> mit 





do:= 2, 
a„:=VS+ta,_ı für n>O 
j +Y21 
konvergiert gegen  “ 


rekursive Funktionen 


3) Die Folge <a,> der tFibonacci- 
Zahlen wird durch 


a:=1, aı:=1, 


a:=Mn_-ıta,_-2 für n>| 


definiert. 
4) Die Tarithmetische Folge <a,> mit 
a„=a+nd kann durch 


ad, 
A,:=W_-ıt+d für n>0 
oder auch durch 

a:=4a4, ar:=aHtd, 


a„:=2a,„_1ı-A_-2 für n>1 


definiert werden. 
5) Die Tgeometrische Folge <a,> mit 
a„=ag" kann durch 
a0:=4d, 
a,:=4,-19 für n>0 


oder auch durch 





do:=4d, a,:=dg, 
2 
An-ı 7 

A,:= für n>1 
An-2 


definiert werden. 

6) Zahlenfolgen, deren Glieder von 
zwei Indizes abhängen, können auch 
oft sehr übersichtlich rekursiv definiert 
werden. Beispielsweise kann man die 
t Binomialkoeffizienten 


a,=()) (0<k<n 
k 

durch 
A,0:=An:=1 füralle neN)., 


An,k:=An-1,k-1 3 An-1,k 
für ISksn-—1 
definieren. Eine andere Möglichkeit 


zur rekursiven Definition der Bino- 
mialkoeffizienten ist 


Hi 
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kV kN\Kk-1/ 

Zum Nachweis gewisser Eigenschaften 
rekursiver Folgen eignet sich beson- 
ders die !vollständige Induktion. 
rekursive Funktionen: Bezeichnung 
für die mittels rekursiver Definition ge- 
wonnenen Funktionen, für die es ein 
Berechnungsverfahren der Funktions- 
werte gibt. Als primitiv-rekursiv be- 
zeichnet man 


a) die Zahl O0 und die Funktion 
S(x1:%2,..,m)=0; 

b) die Identitäts- oder Projektions- 
funktionen 
SR %X2,..,)=X für Isisn; 


c) die Nachfolgerfunktion N(x)=x+1; 
d) eine Funktion f(x1,...,X,n+1), wenn 


TR NER 
und 

(x, ig PL) 

=h(x,, Ne ir) 


mit primitiv rekursiven Funktionen 


glXı,.-. 
gilt. 
Im Fall d) sagt man auch, f ist durch 
g und h induktiv definiert. 
Beispiele für primitiv-rekursive Funk- 
tionen sind Addition, Multiplikation 
und Potenzierung. 
Läßt man weitere Rekursionsvor- 
schriften zur Erzeugung von Funktio- 
nen aus den primitiv-rekursiven Funk- 
tionen zu, so erhält man die rekursi- 
ven Funktionen. 
Ein Beispiel für eine rekursive Funk- 
tion, die nicht primitiv-rekursiv ist, ist 
die Ackermann-Funktion (nach F.W. 
Ackermann, 1896-1962), die man fol- 
gendermaßen erhält: 
Man setzt 


Sau y=x+1 


%n) und Kiss) 


(Nachfolgerfunktion), 
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fı(x,y)=x+y (Addition), 
SJ»(x,y)=x-y (Multiplikation), 
Ss, y)= x’ (Potenz). 


Die Folge der primitiv-rekursiven 
Funktionen fo, fi, f2, Js läßt sich 
sinngemäß fortsetzen, man definiert f4 
durch das Rekursionsschema 


Sax; 1) =Xx 
Sax, y+1)=(falx, y))*; 
z.B. 
J+3,3)= (a8, 2))’ = (fs, D)°)° 
=(3?)? = 19683. 


Durch weiteres Fortsetzen der Folge 
fo» fi» fr, fs, fa erhält man eine Funk- 
tionenfolge < f„), deren Glieder alle pri- 
mitiv-rekursiv sind. Diese Funktionen- 
folge wird nun durch eine rekursive 
Funktion, die Ackermann-Funktion A, 
ersetzt: 


A(x, y,n)= fn(X, y). 


Die Ackermann-Funktion ist 
primitiv-rekursiv. 

Ein fundamentaler Lehrsatz der Theo- 
rie der rekursiven Funktionen (Rekur- 
sionstheorie) besagt, daß die Menge 
der rekursiven Funktionen und die 
Mengen der mit tRegistermaschinen 
bzw. tTuring-Maschinen erzeugbaren 
Funktionen identisch sind. 

Relation: Für TMengen A und B 
heißt eine Teilmenge des ?tkartesischen 
Produkts Ax B eine Relation zwischen 
A und B. Eine Relation R<zAxB 
besteht also aus Paaren (a,b) mit ae A 
und beB. Eine Teilmenge von Ax A 
nennt man eine Relation in A. Ist 
(a,b)ER, so schreibt man aRb (,a steht 
in Relation zu b“), beispielsweise asb, 
alb, azb. Eine Relation ist meistens 
als Lösungsmenge einer zweistelligen 
tAussageform gegeben. Besonders 
wichtige Relationen sind die tÄqui- 


nicht 


Relation 


valenzrelationen und die tOrdnungs- 
relationen in einer Menge. 

Ist R eine Relation zwischen A und B, 
dann nennt man die Menge 


{ae Ales gibt ein beB mit (a,b)eR} 
den Vorbereich von R, die Menge 
{beBles gibt ein aeA mit (a,b)eR} 


den Nachbereich von R. Ist der Vor- 
bereich gleich A, dann heißt R links- 
vollständig oder linkstotal. Ist der 
Nachbereich gleich B, dann heißt R 
rechtsvollständig oder rechtstotal. Eine 
Relation R zwischen A und B heißt 
linkseindeutig, wenn aus (a,,b)ER und 
(a,,b)ER stets a),=a;z folgt; sie heißt 
rechtseindeutig, wenn aus (a,b,)ER 
und (a,b,)ER stets b, =b; folgt. 

Eine fAbbildung (Funktion) von A in 
B ist eine spezielle Relation zwischen 
A und B, nämlich eine linksvollständi- 
ge und rechtseindeutige Relation: Ei- 
ne Funktion f: A>B ordnet nämlich 
jedem Element von A genau ein Ele- 
ment von B zu. 

Eine Relation R in A heißt reflexiv, 
wenn 


(a,a)eR für alle aeA. 


Sie heißt antireflexiv oder irreflexiv, 
wenn 


(a,a)€ER für alle aeA. 


Eine Relation R in A heißt symme- 
trisch, wenn für a,beA gilt: 


(a,b)ER>(b,a)ER. 


Dagegen heißt R antisymmetrisch oder 
identitiv, wenn (a,b)ER und (b,a)eR 
höchstens im Fall a=b gilt. Man 
nennt R asymmetrischh wenn aus 
(a,b)ER stets (b,a)€ER folgt. Eine Rela- 
tion R in A heißt transitiv, wenn für 
a,b,ceA gilt: 


(a,b)ER und (b,c)ER => (a,c)ER. 


Rencontre-Zahlen 


Der Begriff der Relation läßt sich fol- 
gendermaßen verallgemeinern: Eine n- 
stellige Relation zwischen den Mengen 
A1,Aa,...,A„ ist eine Teilmenge von 
AıX A2X ...xX A„. Die üblichen Rela- 
tionen heißen dann zweistellige Rela- 
tionen (binäre Relationen). Ist A, = A; 
=...=A„=4A, dann spricht man von 
einer n-stelligen Relation in A. In der 
Menge der natürlichen Zahlen ist z.B. 
die Lösungsmenge der Aussageform 
x?”+y?=2z? eine dreistellige Relation. 
Zu dieser gehören z.B. die Tripel 
(3,4,5), (4,3,5), (5,12,13), (12,5,13) 
(tpythagoreische Zahlentripel). 
Rencontre-Zahlen (Derangement-Zah- 
len): Bezeichnung für die Zahlen 





Hat). 


R,„ ist die Anzahl der f Permutationen 
f von {1,2,...,n} mit f()=#+i für alle 
i=1,2,...,n (fixpunktfreie Permuta- 
tion). Man kann R,„ auch deuten als 
die Anzahl der geordneten Ziehungen 
von n Kugeln, die von 1 bis n durch- 
numeriert sind, wobei die i-te gezoge- 
ne Kugel nicht die Zahl i tragen darf; 
es soll also kein „Zusammentreffen“ 
(frz. rencontre) auftreten. Solche Zie- 
hungen heißen im Französischen de- 
rangements. Wegen 





(tEulersche Zahl) ist also die Wahr- 
scheinlichkeit, daß eine „zufällige“ 
Permutation von {1,2,...,n} fixpunkt- 
frei ist, für großes n näherungsweise 


1 
gleich -=0,3678794.... 
e 


Rentenrechnung. Unter einer Rente 
versteht man in der Mathematik eine 
in regelmäßigen Abständen erfolgende 
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Zahlung. In der Rentenrechnung be- 
stimmt man den Wert einer solchen 
Zahlung unter Berücksichtigung der 
Zinsen (T Zinsrechnung). Beispielsweise 
berechnet man den Barwert (den heu- 
tigen Wert) einer Rente oder den End- 
betrag eines Guthabens bei Sparver- 
trägen. Dabei wird stets ein fester 
Zinssatz p% angenommen. Da dieser 
Zinssatz aber im Laufe der Jahre 
stark schwanken kann, sind die ent- 
sprechenden Berechnungen bei realen 
Verhältnissen etwas schwieriger als in 
den im folgenden angegebenen Bei- 
spielen. 

Grundlegend für die Rentenrechnung 
ist die Zinseszinsformel (tZinsrech- 
nung) K„=Kog". Dabei ist K, das 


Anfangskapital, K,„ das Endkapital 
p 
h Jah d q=1+— d 
nach n Jahren und q +00 er 
Zinsfaktor, wobei 100 ?7% der zu- 


grundeliegende Zinssatz (Zinsfuß) ist. 
Alle Aufgaben der Rentenrechnung 
lassen sich auf folgende Grundaufgabe 
zurückführen: Am Anfang eines jeden 
Jahres wird ein Betrag r auf ein Kon- 
to eingezahlt und dort mit p% ver- 
zinst. Auf welchen Betrag haben sich 
diese Zahlungen am Ende des n-ten 
Jahres summiert? 

Lösung der Grundaufgabe: Das am 
Ende des n-ten Jahres angesammelte 
Kapital beträgt 


K.=rg+rg?+...+rg" 
=rg-(l+g+...+q""') 


Dabei wurde die Summenformel für 
die Tgeometrische Folge benutzt. 

Bei dieser Grundaufgabe handelt es 
sich um eine vorschüssige Rente (prae- 
numerando), d.h. die Zahlung erfolgt 
am Anfang des Jahres, der Endbetrag 
wird aber am Ende des Jahres berech- 
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net. Bei einer nachschüssigen Rente 
(postnumerando) erfolgt die Zahlung 
(und auch die Berechnung des Endbe- 
trags) am Ende des Jahres. Die For- 
mel für die nachschüssige Rente lautet 


a 

es fehlt also ein Zinsfaktor gq. 

Kennt man drei der vier Größen K,, 
r, n, q, dann kann man die vierte aus 
der Rentenformel berechnen; im Fall 
der nachschüssigen Rente ergibt sich 


"_] 
Bunt 


K.(a-1) 
r= ———, 
=) 
K,lg-1 
ie „(9-1) +1) 
r 
n= 
Igq 
(tLogarithmus). Die Auflösung der 


Rentenformel nach q erfolgt für n23 
durch geeignete 1 Näherungsverfahren 
zum Lösen von Gleichungen. 

Beispiel 1: An jedem Geburtstag zahlt 
der Vater 1200 DM auf das Sparkonto 
seiner Tochter ein. Er beginnt damit 
am 1. Geburtstag, die letzte Zahlung 
leistet er am 18. Geburtstag. Die 
Tochter verwendet das Geld erst an 
ihrem 25. Geburtstag. Wieviel Geld 
steht ihr zu diesem Zeitpunkt zur Ver- 
fügung, wenn der Zinsfuß 8% be- 
trägt? 

Am 18. Geburtstag hat das Kapital 
den Wert 


1,0818 1 
K,s=1200 DM - ——— 
1,081 
=44940,29 DM. 


Am 25. Geburtstag (7 Jahre später) 
hat es den Wert 


Ks: 1,08’=77019,76 DM. 


Beispiel 2: Ein Sparvertrag wird so 
abgeschlossen, daß 8 Jahreszahlungen 
von je 1000 DM zum Zeitpunkt der 


Rentenrechnung 


8. Zahlung einen Kapitalwert von 
12000 DM ergeben. Welcher Zinssatz 
liegt diesem Sparvertrag zugrunde? 


8_ 
Aus 12000= 1000-1 —— bzw. 





g°-12g+11=0 


ermittelt man eine Lösung q mit Hilfe 
eines TNäherungsverfahrens zum Lö- 
sen von Gleichungen. Es ergibt sich 
etwa 1,1133, also beträgt der Zinssatz 
ungefähr 11,33 %. 

Beispiel 3: Eine monatliche Zahlung 
(am Monatsanfang) von r=500 DM 
begann am 1.1.1970 und soll am 


1.12.1999 letztmalig erfolgen. Wel- 
chen Wert hat diese Rente am 
1.5.1983? 


Ist p der Jahreszinssatz, so ist der mo- 
natliche Zinsfaktor 


p 
=1+ ——. 

= 772.100 

Am 1.5.1983 wird die 161. Rate ge- 
zahlt, es folgen noch 199 Raten. Der 
Wert der Rente beträgt also am 
1.5.1983 


rg! +rg!°?’+...+rg+r 


r r r 
+++... 495 
q 


r 
= +g+qg?+...+q?°) 


g°°-1 


=r-— ——. 
g'°°(q-1) 


Für p=6 ergibt sich qg=1,005 und da- 
mit als Wert der Rente zum genann- 
ten Zeitpunkt etwa 186000 DM. 
Beispiel 4: Ein Betrag (Kapital) K,= 
1000000 DM wird zu 8% angelegt. 
Welche Rate darf am Ende eines je- 
den Jahres entnommen werden, begin- 
nend ein Jahr nach der Festlegung, 
damit das Kapital nach 30 Jahren auf- 
gezehrt ist? 


Residuum 


Der Wert des Kapitals nach 30 Jahren 
ist Kog”°. Der Wert der Rente be- 








30 __ 1 
trägt zu diesem Zeitpunkt r- 
(nachschüssige Rente). Aus 97 
30 
—1 
Kog”=r- z 
gq-1 


ergibt sich mit den angegebenen Da- 
ten für r der Wert 88827 DM. 

Beispiel 5 (Tilgung eines Darlehens): 
Soll ein Darlehen der Höhe K, nach 
n Jahren getilgt sein, so muß die Be- 
ziehung 


n 


—1 


gelten. Man muß also die jährliche 
Rate (nachschüssig) 


„„Korla-1) 
q—1 





Kog'=r-2 
q 


bezahlen; diese Rate heißt Annuität 
des Darlehens. Die Größe 


„gel 
I= — 
gq’—1 


heißt Tilgungssatz. Sie gibt die Annuität 
als Prozentsatz des Kapitalendwerts 
an:r=Kog"-i. 

Legt man r fest, so ergibt sich die 
Tilgungsdauer n aus der Gleichung 





Kog"=r i 1 durch Auflösen nach n: 


„„gr-ie@—-Ko@-1)) 
lgq 


wobei lg der Zehnerlogarithmus ist 
(T Logarithmus). 

Beispiel 6 (ewige Rente): Wird eine 
Rente mit der Rate r von heute an 
jährlich n Jahre lang bezahlt, so be- 
trägt ihr Barwert (heutiger Wert) 


we: 


R 
r+-+... + =r- 
q q 





’ 





> 
q 
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wobei ga=14-2- der Zinsfakter ist 
q 100 


]\r 
Die 1Folge (6) hat den ?Grenz- 
q 


wert 0. Wird die Rente also ohne En- 
de gezahlt (no), so hat sie den Bar- 
wert 








ee 


Eine solche „ewige Rente“ in Höhe 
von 1000 DM hat bei p=7 den Bar- 
wert 15286 DM. 

Residuum. Es sei G ein TGebiet in € 
(Tkomplexe Zahlen), zueG und f eine 
auf G\{zo} tanalytische Funktion. 
Dann ist f in einem Kreisring ryu< 
Iz—-zo|<r, analytisch und besitzt da- 
her dort eine Laurent-Entwicklung 
(t Laurent-Reihe) 


+ 0 
S(z)= > a,(2- 20)". 

k=-w 
Der Koeffizient a_, heißt dann das 
Residuum R(z,) oder R(f, zo) von f im 
Punkt zo. Ist KR ein Kreis mit dem 
Mittelpunkt zu und einem Radius 
r<r,, dann gilt 


1 
R&o)=>; $fe)dz. 
RK 


Es sei f analytisch auf G\{z,, 
223 ..., Zm}, ferner sei R eine einfach 
geschlossene stückweise stetig differen- 
zierbare Kurve in G, welche die 
Punkte z,,2>,...,2, im Innern ent- 
hält. Dann gilt 


m 1 : 
RU Dre AL 


(Residuensatz). 

Mit Hilfe dieses Satzes kann man u.a. 
reelle Tuneigentliche Integrale von ge- 
wissen Trationalen Funktionen be- 
rechnen: Seien p(x) und q(x) ?Poly- 
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nome mit reellen Koeffizienten, wobei 
der Grad von q um mindestens 2 grö- 
Ber als der Grad von p sein soll und q 
keine reelle Nullstelle besitzen soll. 


Für die Funktion f mit fe? gilt 
q(z 


dann (2) 


m 


| Siwax=2ri YRU,2). 
-o© k=1 


wobei z;, 23, ..., Z„ die Nullstellen von 
q in der oberen Halbebene der Gauß- 
schen Zahlenebene sind. Dies beweist 
man anhand der Situation in Abbil- 
dung 1, indem man zeigt, daß das In- 
tegral von f über den Halbkreisbogen 
für R>o verschwindet. 


Im Nullstellen 
vongq 





Abb. 1: Integrationsweg 


Restklassen: Zwei Tnatürliche Zahlen 
a,b heißen restegleich bei ? Division 
durch m (meN), wenn sie bei Division 
mit Rest durch m den gleichen Rest 
lassen. Restegleiche Zahlen bilden ei- 
ne m-Restklasse. 

In der tZahlentheorie betrachtet man 
Restklassen in der Menge der ?gan- 
zen Zahlen. Man definiert für a,beZ 
und meN 


a=b (modm) > m|a—b 


(a ist kongruent zu b modulo m genau 
dann, wenn m ein Teiler von a—b 
ist. Diese Kongruenzrelation ist eine 
t Äquivalenzrelation in Z; die zugehöri- 
gen Äquivalenzklassen sind die Rest- 


Restklassen 


klassen modulo m. Die 4er-Restklassen 
sind 


[0]={..., —8, —4,0,4,8,....} 
(4er-Rest 0) 
[1]={..., -7, -3,1,5,9, ...} 
(4er-Rest 1) 
[2]={..., —6, —2, 2,6, 10, ....} 
(4er-Rest 2) 
[31=1{..., -5, -—1,3, 7,11, ....} 
(4er-Rest 3) 


Statt [0], [1], [2], ... schreibt man 
auch 0,1,2,.... Besser wäre eine 
Schreibweise, bei welcher auch die Art 
der Restklassen zu erkennen ist, z.B. 


R4(0), Rall), Ra), Rıß) 


für die 4er-Restklassen. 

Man kann Restklassen (zum gleichen 
Modul m) addieren und multiplizie- 
ren: 


[a]®[b] 


ist diejenige Restklasse, 
in welcher a+b liegt; 
[a]@[b] ist diejenige Restklasse, 
in welcher a-b liegt. 


Beispiele für l2er-Restklassen: 


[5]® [7]= [0] 
[81© [8]= [4] 
[21® DI=LI1] 
[61© [8]= [0] 
7Jo [5]I=L[11] 
[1JO[L11]= [1] 


Die Menge R, der m-Restklassen bil- 
det bezüglich der Addition ® eine 
kommutative TGruppe. Bezüglich Ad- 
dition ® und Multiplikation © bildet 
R,„ einen kommutativen TRing mit 
Einselement, den Restklassenring mo- 
dulo m. 

Eine m-Restklasse [a] heißt prim, 
wenn ggT(a,m)=1 (tgrößter gemein- 
samer Teiler). Die Menge ®R# der pri- 
men Restklassen modulo m bildet be- 


reziprok 


züglich der Multiplikation © eine 
kommutative tGruppe, die Gruppe der 
primen Restklassen modulo m. Die 
Ordnung dieser Gruppe ist p(m), wo- 
bei o(m) die Anzahl der zu m teiler- 
fremden Zahlen aus {1,2,3,....,m} be- 
deutet. Man nennt @ die Eulersche 
Funktion (nach L. Euler, 1707-1783). 
Sind pı, Pa, ... die verschiedenen Prim- 
teiler von m (? Primzahl), dann gilt 


o(m)=m- (1): 1). 


Für jede prime m-Restklasse [a] gilt 
[a]P”=[1], also gilt für ggT(a, m)=1 


a?" =] (mod m). 


Dies ist der Satz von Euler-Fermat 
(Satz von Fermat). Auf P.de Fermat 
(1601-1665) geht dieser Satz für den 
Sonderfall m=p (Primzahl) zurück: 


aP-!=1(modp), 


falls a zu p teilerfremd ist. 
Der Restklassenring (R„, ®, ©) ist 
genau dann ein Körper, wenn m eine 
Primzahl p ist. Man spricht dann vom 
Restklassenkörper modulo p. Jeder 
Körper mit p Elementen ist isomorph 
(tHomomorphismus) zum Restklas- 
senkörper modulo p. 
reziprok. Den Kehrwert einer Bruch- 
zahl bezeichnet man auch als ihren 
reziproken Wert: $ und 3 sind reziprok 
zueinander. Allgemein nennt man für 
die treelle oder tkomplexe Zahl a+0 
die Zahl - den Reziprokwert von a. Ist 
f eine TFunktion, dann heißt die 
Funktion 2 mit (7)0:=-— die 
J f SR) 
Reziprokfunktion (Kehrfunktion) von f 
(zu unterscheiden von der f Umkehr- 
funktion von f). 
Eine Talgebraische Gleichung heißt 
reziprok, wenn zu jeder Lösung a auch 
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l. 
der reziproke Wert — eine Lösung ist. 
a 


Beispielsweise ist x?—-3x+1=0 eine 
reziproke quadratische Gleichung mit 
den Lösungen 2 und }. 

Ring: Bezeichnung für eine Talgebrai- 
sche Struktur (R, +, -) mit zwei Ver- 
knüpfungen + und -, wenn sie folgen- 
de Eigenschaften hat: 

1) Die algebraische Struktur (R, +) ist 
eine kommutative T Gruppe. 

2) (R, -) ist eine Halbgruppe, d.h. die 
algebraische Struktur (R, -) ist Tasso- 
ziativ. 

3) Die Verknüpfung - ist ?distributiv 
bezüglich der Verknüpfung +, d.h. für 
alle a,b, ceR gilt: 


a.(b+c)=(a-b)+(a:c), 
(b+c)-a=(b-a)+(c-a). 


Ist die Verknüpfung - Tkommutativ, 
so heißt der Ring (R, +,:) kom- 
mutativ. 

Jeder Ring besitzt ein Tneutrales Ele- 
ment bezüglich der Verknüpfung +, 
weil (R, +) eine Gruppe ist. Dieses 
wird Nullelement des Rings genannt 
und im folgenden mit 0 bezeichnet. 
Besitzt der Ring auch ein neutrales 
Element bezüglich der Verknüpfung -, 
so wird dieses Einselement des Rings 
genannt und mit 1 bezeichnet; man 
spricht in diesem Fall von einem Ring 
mit Einselement. 

Ist a-b=0, aber a+0 und b#+0, so 
nennt man a und b Nullteiler. Gilt a-b 
=(0 nur, falls a=0 oder b=0 ist, dann 
heißt der Ring nullteilerfrei. Ein null- 
teilerfreier kommutativer Ring mit 
Einselement heißt Integritätsbereich. 
Beispiel 1: Die Tganzen Zahlen bilden 
bezüglich der Addition und der Multi- 
plikation einen Integritätsbereich. 
Beispiel 2: Die Menge der ganzzahli- 
gen Vielfachen einer natürlichen Zahl 
n bilden bezüglich der Addition und 
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der Multiplikation einen nullteilerfrei- 
en kommutativen Ring, für n>1 exi- 
stiert aber kein Einselement. 

Beispiel 3: Die Menge R,, der m-Rest- 
klassen (TRestklassen) bildet bezüg- 
lich der Restklassenaddition ® und 
der Restklassenmultiplikation © einen 
kommutativen Ring mit dem Einsele- 
ment [1]. Ist m keine Primzahl und 
m=ab eine nichttriviale Faktorzerle- 
gung von m, dann ist [a]O[b]=[0]; 
es existieren also Nullteiler. Ist m da- 
gegen eine Primzahl, dann liegt ein 
Integritätsbereich vor. 

Beispiel 4: Die tPolynome über R 
(also die Elemente von R[x]) bilden 
einen Integritätsbereich. 

Beispiel 5: Die quadratischen Matri- 
zen der Ordnung n bilden bezüglich 
der Matrizenaddition und -multiplika- 
tion einen nicht-kommutativen Ring 
mit Einselement. Dieser ist für n22 
nicht nullteilerfrei. Beispielsweise ist 


( ) ( ) ( )) 

ı 0/\ı 1) \o 07 

Ein Körper ist stets auch ein Integri- 
tätsbereich. Ein endlicher Integritäts- 
bereich ist schon ein Körper; bei- 
spielsweise ist der Restklassenring mo- 
dulo p (p Primzahl) ein Körper 
(Beispiel 3). 

Zu jedem Integritätsbereich kann man 
einen Körper konstruieren, der diesen 


Integritätsbereich umfaßt. Dies ist der 
Quotientenkörper des Integritätsbe- 


reichs. Der Quotientenkörper des In-- 


tegritätsbereichs der ganzen Zahlen 
(Beispiel 1) ist der Körper der Tratio- 
nalen Zahlen. Der Quotientenkörper 
des Integritätsbereichs der Polynome 
über RR (Beispiel 4) besteht aus Quo- 
tienten von Polynomen, wie sie 
als Funktionsterme der trationalen 
Funktionen auftreten. 

römische Zahlen (besser 
Zahlzeichen) dienten im 


römische 
römischen 


römische Zahlen 


Reich zum Schreiben der Zahlen. Sie 
wurden bis zum 12. Jahrhundert in 
Mitteleuropa noch allgemein verwen- 
det. Man benutzte zu dieser Zeit die 
folgenden Zahlzeichen: 


IIAIVIXIL|C|)I| DM 


1 5 | 10 | 50 | 100 | 500 | 1000 
Im antiken Rom benutzte man noch 


folgende Zeichen: 


D» 
500 1000 10000 


(UM usw. 
100000 


Gebräuchlich war auch die Vertau- 
sendfachung einer Zahl durch einen 
übergesetzten Strich wie X (= 10000), 
XV (= 15000). 

Schreibt man römische Zahlzeichen 
hintereinander, so bedeutet dies, daß 
ihre Werte zu addieren sind. Dabei 
müssen aber folgende Regeln, die sich 
z.T. erst im späten Mittelalter gebildet 
haben, beachtet werden: 

(1) Ein Zeichen wird höchstens drei- 
mal hintereinander gesetzt; statt vier 
Zeichen schreibt man das nächstgrö- 
Bere Zeichen und setzt das kleinere 
Zeichen einmal davor (Ausnahme: IIII 
(=4) auf dem Ziffernblatt mancher 
Uhren). 

(2) Die Zeichen V, L und D treten nie 
zweimal auf, da man dann einfach X, 
C und M schreiben könnte, Sie treten 
auch nie vor einem größeren Zeichen 
auf, da etwa VX, LC, DM dasselbe 
bedeuten würden wie V,L,D. 

(3) Vor einem Zeichen stehen nie zwei 
kleinere, sondern höchstens ein kleine- 
res Zeichen; man schreibt z.B. nicht 
IIX, sondern VIII (=8). 

(4) Vor einem Zeichen steht höchstens 
das nächstkleinere der Zeichen I, X, 
C, nie ein noch kleineres. Für 99 
schreibt man also nicht IC, sondern 
XCX, 


Rotationskörper 


Für den heutigen Gebrauch römischer 
Zahlen besitzt Regel (4) nur noch ein- 
geschränkte Gültigkeit. Von zwei 
möglichen Schreibweisen wählt man 
heute nämlich meist die kürzere, etwa 
IL (=49, nicht XLIX), MIM oder 
MCMIC (=1999, nicht MCMXCHIX). 


Beispiele: 
-] 
2=1l 
3=lll 
4=IV 
5=Y 
6=VI 
T=V]l 
8=VII 
9=IX 
10=X 
11=XI 
20=XX 
29I=XXIX 
49=XLIX 
191 =CXCI 
350=CCCL 
441=CDXLI 
627=DCXXVU 
999=CMXCIX 
10422=MXLI 
1206=MCCVI 
1984= MCMLXXXIV 
2004=MMIV 
3789=MMMDCCLXXXIX 


Rotationskörper (Drehkörper): Be- 
zeichnung für einen Körper, dessen 
Oberfläche durch Rotation einer ebe- 
nen Kurve um eine feste Achse 
entsteht. 

Wählt man die x-Achse eines Koordi- 
natensystems als Drehachse und gibt 
die rotierende Kurve in der xy-Ebene 
an, so kann man das Volumen und 
den Oberflächeninhalt mit Hilfe von 
!Integralen berechnen (tGuldinsche 
Regeln). Die erzeugende Kurve sei der 
Graph von f auf dem Intervall [a, b]. 
An der Stelle xe[a,b] werde eine 
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Scheibe der Ax betrachtet 


(Abb. 1). 


Dicke 





Abb. 1: Volumen- und Oberflächenberech- 
nung bei Rotationskörpern 


Diese Scheibe hat näherungsweise das 
Volumen 
AV=n(f(x))-Ax; 


daher beträgt das Volumen des Kör- 
pers 


b 
V=n|(f(x)) dx. 
Die Mantelfläche dieser Scheibe hat 
näherungsweise den Inhalt 
AF=2nf(x)-As 


mit 


As=y(Ax)?’+(Ay)? 
zy 1+Hlf'(&))?-Ax 


(TBogenlänge). Daher hat die Oberflä- 
che (Mantelfläche) des Körpers den 
Inhalt 


b 
F=2n| f(x)V1+(f'(x))? dx. 
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Beispiel 1: Das Paraboloid in Abbil- 
dung 2 hat das Volumen 


1 
V=n|xdx=4n%1,57 
i 0 


und den Oberflächeninhalt 


F= an |yx 
nf Vx+idx 
(0) 


= 795-919) 25,33. 


(Die Einheiten sind dabei LE? bzw. 
LE? wenn LE die Längeneinheit auf 
den Koordinatenachsen ist.) 


v. dx 





Abb. 2: Paraboloid 


Ist die erzeugende Kurve in 1 Parame- 
terdarstellung gegeben, also in der 
Form 


x\_ (Pl) 
(6) vetam 
dann ergibt sich 
ß 
V=r|(u) pndt. 


Die Kurve muß dabei aber als Funk- 
tionsgraph bezüglich der Rotations- 


Runden 


achse zu deuten sein, d.h. zu einem 
Wert von x darf höchstens ein Wert 
von y so existieren, daß (x, y) ein Kur- 
venpunkt ist. Andernfalls würden Tei- 
le des Volumens mehrfach gezählt. 
Diese Voraussetzung ist bei der For- 
mel für den Oberflächeninhalt nicht 
nötig. Hier ergibt sich 





ß 
F=2R [u V@O+Wn) dt. 
Beispiel 2: Die ?TZykloide mit der 
Darstellung 


(*)- ee ") 
y u all —cost) 
entsteht, wenn ein Kreis vom Radius 
a auf der x-Achse abrollt. 
Im folgenden wird der Oberflächenin- 
halt des Rotationskörpers berechnet, 
der von einem Zykloidenbogen er- 
zeugt wird: 

2r 


F=2n | a(l-cost) 


0 


2a?(1—-cost) dt. 
t 
Wegen 1—cost=2sin? 5 folgt 


2x t 
F=8a’n | sin’ <dt 
0 2. 
=16a’n |sin’udu 
0 


=16a’n |(1-cos?”u)sinudu 
0 


=16a?n(- 


=So?n. 


r 


cosu+3 cos” u) 
0 


Runden. Beim Rechnen mit vielstelli- 
gen Zahlen genügt es oft, auf n Stellen 
genau zu rechnen. Beispielsweise ist 


V2=1,414213562... 


eine Dezimalzahl, die man für das 
praktische Rechnen geeignet rundet. 
Die drei Punkte in obiger Darstellung 


russische Multiplikation 


deuten an, daß jede Ziffer gültig ist, 
d.h. ebenso in der unendlichen Folge 
der Ziffern steht. In dieser Schreibwei- 
se sind die letzten Ziffern also nicht 
gerundet. Dagegen ist die Dezimalzahl 


V2=1,4142 
auf 4 Stellen nach dem Komma ge- 
nau, die letzte Stelle ist gerundet. 
Statt = schreibt man dabei häufig x 
(„ungefähr gleich“); es setzt sich aber 
immer mehr der Gebrauch des 
Gleichheitszeichens durch, da Dezi- 
malzahlen in der Praxis grundsätzlich 
als Näherungswerte verstanden wer- 
den können. 
Um den Rundungsfehler klein zu hal- 
ten, beachtet man folgende Regeln: 
1. Abrunden: Steht an der (n+1)-ten 
Stelle eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, so 
bleiben die Ziffern vor der (n+1)-ten 
Stelle wie sie sind. 
2. Aufrunden: Steht an der (n+1)-ten 
Stelle eine der Ziffern 6, 7, 8, 9, so 
wird die Ziffer an der n-ten Stelle um 
1 erhöht. 
3. Sonderstellung der Ziffer 5: 
a) Folgt nach der Ziffer 5 noch eine 
weitere von 0 verschiedene Ziffer, 
dann wird aufgerundet. 
b) Ist die Ziffer 5 durch Aufrunden 
entstanden, dann wird abgerundet. 
c) Handelt es sich um eine genaue 5 
oder um eine 5 unbekannter Herkunft, 
dann wird aufgerundet. Oft rundet 
man in diesem Fall aber auch so, daß 
die n-te Ziffer gerade wird. 
Beim Rechnen mit gerundeten Zahlen 
können Fehler auftreten. Bei der Ad- 
dition von k Dezimalzahlen, die alle 
auf n Stellen genau gegeben sind, 
kann die wahre Summe von der Sum- 
me der gerundeten Zahlen um maxi- 


k 
mal „10° abweichen. Bei der Multi- 


plikation von zwei Dezimalzahlen 
zwischen 1 und 10, die beide auf n 
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Stellen genau gegeben sind, kann das 
Produkt in der Regel nur auf n-| 


Stellen genau angegeben werden 
(1 Fehlerrechnung). 
russische Multiplikation (russische 


Bauernmultiplikation): Bezeichnung für 
ein Verfahren zur schriftlichen Multi- 
plikation, welches auf der Darstellung 
eines der beiden Faktoren im 2er-Sy- 
stem (TStellenwertsystem) beruht. Die- 
se Methode war schon im alten Ägyp- 
ten in Gebrauch und heißt daher auch 
ägyptische Multiplikation. Sie ist einfa- 
cher als das heute in den Schulen ge- 
lehrte Verfahren der schriftlichen Mul- 
tiplikation, weil sie neben der Addi- 
tion nur das Halbieren und Verdop- 
peln benutzt; man muß also nicht das 
„kleine Einmaleins“ kennen. Auch bei 
Benutzung programmierbarer Rechner 
erweist sich der Algorithmus der rus- 
sischen Multiplikation in vielfacher 
Hinsicht als günstiger als der übliche 
Multiplikationsalgorithmus. 

Im folgenden wird die russische Mul- 
tiplikation an einem Beispiel erläutert: 
Es soll das Produkt 377.53 berechnet 
werden. Dazu bestimmt man die Dar- 
stellung von 377 im 2er-System: 


377 1188 94 47 23 115210 


2 1 


001 11101 
377=(101111001)o- 
Also ist 


377.53=(101111001)9 53 
=28.53+26.53+2°.53 
+2*.53+2?.53+20.53 
= 13568 + 3392 + 1696 
+848+424+53= 19981. 


Diese Rechnung läßt sich durch das 
Schema auf S. 549 darstellen. 

Die linke Spalte in diesem Schema 
entsteht durch fortgesetzte Division 
durch 2, wobei ein eventuell auftreten- 
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halbieren 
verdoppeln 





19981 


der Rest weggelassen wird. Die rechte 
Spalte entsteht durch fortgesetztes 
Verdoppeln. Steht links eine gerade 
Zahl, dann wird die rechtsstehende 
Zahl gestrichen. Die nicht gestriche- 
nen Zahlen werden addiert und lie- 
fern das Produkt. Die Berechnung des 
gleichen Produkts mit vertauschten 
Faktoren ergibt folgendes Schema: 





Man benötigt jetzt weniger Schritte, 
die Verdopplungen sind aber mit grö- 
Beren Zahlen durchzuführen. 


S 


Sattelpunkt: |) Hat die Funktion f an 
der Stelle x, einen T Wendepunkt mit 
waagerechter Tangente, dann nennt 
man (xo, f(xo)) einen Sattelpunkt des 
Graphen von f (Abb. 1). 


f(x, y) mit 


Satz 





Abb. 1: Sattelpunkt eines Funktionsgraphen 


2) Den Begriff des Sattelpunktes einer 
Fläche entnehme man Abbildung 2. 
Die dort dargestellte Fläche heißt Sat- 
telfläche (t Flächen zweiter Ordnung). 





Abb. 2: Sattelpunkt einer Fläche 


Hat die Fläche die Gleichung z= 
einer zweimal differen- 
zierbaren Funktion f und ist (xo, Yo) 
ein Sattelpunkt, dann gilt neben 


A=h,=0 
an der Stelle (xo, yo) die Gleichung 


(T partielle Ableitung). 

Satz. Eine wahre Aussage über einen 
mathematischen Sachverhalt nennt 
man einen mathematischen Satz. 
Beispiel: „Wenn ein Parallelogramm 
einen Umkreis besitzt, dann ist es ein 
Rechteck.“ 


Schaltalgebra 


Häufig werden mathematische Sätze 
in der Gestalt „Wenn ..., dann ...“ 
ausgesprochen. Den Inhalt des Wenn- 
Satzes nennt man Voraussetzung, den 
Inhalt des Dann-Satzes Behauptung. 
Als TBeweis eines Satzes bezeichnet 
man einen durch logisches Schließen 
erhaltenen Nachweis, daß dieser Satz 
tatsächlich eine wahre Aussage ist. 
Häufig wird ein wichtiger Satz nach 
demjenigen benannt, der ihn erstmals 
ausgesprochen oder bewiesen hat, 
oder der besonders auf seine Bedeu- 
tung hingewiesen hat, z.B. Satz des 
Pythagoras, Satz von Fermat usw. 
Manchmal verwendet man für den Be- 
griff „Satz“ auch die Bezeichnungen 
„Iheorem“ (z.B. Additionstheorem) 
oder „Gesetz“ (z.B. Gesetz der großen 
Zahlen). 

Schaltalgebra: Bezeichnung für die 
Anwendung der tBooleschen Algebra 
auf die Verknüpfung binärer Schaltun- 
gen (elektronische Schaltelemente mit 
zwei stabilen Zuständen) in und zu 
elektronischen Schaltungen. Schaltele- 
mente und Schaltungen müssen dabei 
Ausdrücken der Tformalen Logik zu- 
zuordnen sein. Entsprechend den Re- 
geln der formalen Logik kann dann 
z.B. eine Schaltung (genauer: deren 
Schaltbild) umgeformt und gegebenen- 
falls durch eine einfachere gleichwerti- 
ge Schaltung ersetzt werden. Die 
Schaltalgebra ermöglicht sowohl die 
Analyse einer gegebenen Schaltung, 
d.h. die Ermittlung der Eigenschaften 
dieser Schaltung, als auch die Synthe- 
se von Schaltungen, deren Eigenschaf- 
ten festgelegt sind bzw. bestimmten 
Forderungen genügen sollen, aus einer 
möglichst kleinen Anzahl von Schalt- 
elementen. 

In der Schaltalgebra können Variable 
nur zwei Werte annehmen; diese Wer- 
te werden häufig durch 0, 1 oder O, L 
gekennzeichnet. Den Werten der 
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Schaltvariablen entsprechen in den 
dazugehörenden binären Schaltungen 
Zustandsgrößen, z.B. leitend — nicht 
leitend, magnetisiert — nicht magneti- 
siert, geladen — nicht geladen. 

Es sei M={0,1}. Eine Abbildung f, 


die jedem n-Tupel 
(X1,Xa,...,X,) mit X,eM 


ein Element aus M zuordnet, bezeich- 
net man als n-stellige Boolesche Funk- 
tion oder Schaltfunktion: 


f:MxMx..xM-M. 


Jede Boolesche Funktion kann man 
durch eine Tabelle vollständig charak- 
terisieren: 





Oft auftretende Boolesche Funktionen 
werden durch Sonderzeichen gekenn- 
zeichnet. Im folgenden sind einige 
Boolesche Funktionen mit ihren ma- 
thematischen und technischen Be- 
zeichnungen sowie ihren Schaltsymbo- 
len angegeben: 

Identische Funktion (id (A), id(A)= A) 





Negation (Bezeichnungen: non(A), A, 
A, NOT A) 
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Schaltsymbol: 

Eingang l Ausgang 

A O—— A 
Konjunktion, logisches Produkt (Be- 
zeichnungen: et(A,B, AnB, A-B, 
AB, AAND B). 





Diese Funktion läßt sich rekursiv auf 
mehr als zwei Variable ausdehnen: 


AND(X,,X3, ...,X,) 
:=AND(X,,X3,...,X,_ı)ANDX, 
Schaltsymbol: 





Alternative, logische Summe, Disjunk- 
tion (Bezeichnungen vel(A,B), AvB, 
A+B, AORB). 





Auch OR läßt sich rekursiv für mehr 
als zwei Variable definieren: 





Schaltalgebra 


OR, Ku X, 


:=OR(X,,X 5, Sei An=1) OR An 


Schaltsymbol: 


«VÄ, 


Sheffer-Funktion (nach H.M. Sheffer), 
Antikonjunktion, Exklusion (Bezeich- 
nungen: sh(A, B), A|B (Sheffer-Strich), 
NAND(A,B) (Abkürzung für „NOT 
AND*“)). Es gilt 


sh(A, B)=A|B 
=NAND(A,B)=AnB. 


Für A|B benutzt man oft die Sprech- 
weise „A und B sind nicht beide 
wahr“. 


ENIEHENST 





Auch diese Funktion läßt sich für 
mehr als zwei Variable definieren: 


NAND(X,,X>, ...,X,) 
:=NOTAND(X,,X3, ... 
=Xı AÄ3N...AÄ, 


An) 


Schaltsymbol: 


—XıAXaN...AX, 





Schätzen von Wahrscheinlichkeiten 


Peirce-Funktion (nach C.S. Peirce, 
1839 bis 1914), Nicod-Funktion (nach 
J. Nicod), Antialternative (Bezeichnun- 
gen: A|B (Peirce-Pfeil, ANOR B 
(Abk. für „NOT OR“)). 

Es gilt 


ANORB=AvB. 


Für A|B benutzt man die Sprechwei- 
se „weder A noch B“ 





Die Definition dieser Funktion für 
mehr als zwei Variable lautet: 


NOR(X,, X, ...,X,) 

:=NOT OR (X, X 3, ..., X) 

=X,VÄ,V..vÄ,. 
Schaltsymbol: 








Die oben verwendeten Schaltsymbole 
für logische Verknüpfungen entspre- 
chen den DIN-Normen. Für die prak- 
tische Darstellung in Schaltplänen 
weit verbreitet ist aber noch eine an- 
dere Art der Bezeichnung, wie sie in 
Tabelle 1 zusammengestellt ist. 

Alle n-stelligen Booleschen Funktio- 
nen lassen sich durch die beiden ein- 
bzw. zweistelligen Grundtypen NOT 
und AND oder NOT und OR definie- 
ren. Für die Technik ist es besonders 
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wichtig, daß sich alle Schaltfunktionen 
auch durch NAND- bzw. NOR-Glie- 
der darstellen lassen. 


De 
bed 
Es 
Dee 
ed 


Tabelle 1: Schaltsymbole 










in 


Mit Hilfe der Rechengesetze der 
Schaltalgebra gelingt es häufig, kom- 
plexe Terme zu vereinfachen. 
Beispiel: 
(XzAXı)V(XzAXı)V (X, AX:) 
=(X,1(Xı vÄı))v(XıAX:) 
=(X,11l)v(XıAÄX)}) 
=X,v(XınX)) 
=(X,vX,)A(X,vX;) 
= (X, Vv X,) Al 
= X, V X, 
= X Vv X, n 
Schätzen von Wahrscheinlichkeiten. 
Die unbekannte 1 Wahrscheinlichkeit 
p für den Ausfall ® eines Zufallsver- 
suchs schätzt man durch die in einer 
! Zufallsversuchsreihe erhaltene relati- 
ve Häufigkeit h von w. Dabei ergeben 
sich folgende Fragestellungen: 
a) Wie groß ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß p um weniger als eine vor- 
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gegebene Zahl e von h abweicht? Man 
fragt hier nach der Sicherheitswahr- 
scheinlichkeit. 

b) In welchem Intervall um h liegt p 
mit einer vorgegebenen Wahrschein- 
lichkeit? Man fragt hier nach dem 
Vertrauensintervall. 

c) Wie lang muß die Zufallsversuchs- 
reihe sein, um ein Vertrauensintervall 
vorgegebener Länge mit vorgegebener 
Sicherheitswahrscheinlichkeit zu er- 
geben? Man fragt also nach dem not- 
wendigen Stichprobenumfang. 
Ausgangspunkt zur Beantwortung die- 
ser Fragen ist eine Bernoulli-Kette der 
Länge n mit der Trefferwahrschein- 
lichkeit p. Für die t Zufallsgröße 


X:= Anzahl der Treffer 


gilt näherungsweise (vgl. T Normalver- 
teilung) 


PX -u<co)=20[ 





aan 
c 


mit o=ynp(l—-p) (1Standardabwei- 
chung), u=np (? Erwartungswert) und 


ii % »- 
|e2dk 


D(x)= == 
V In -w 





Für die relative Häufigkeit h der Tref- 
fer erhält man 


p(in-pisc ee) 
n 


=26Ö(c)-1; (1) 


dabei wurde im Argument von ® der 
Summand 0,5 vernachlässigt, was für 
großes co sicher kein bedeutender 
Fehler ist. Außerdem wird 


v— durch V— 
n n 


ersetzt, was wegen hp ebenfalls kein 
bedeutender Fehler sein kann. Man 
erhält also 








Schätzen von Wahrscheinlichkeiten 





P(in-pi<c Si 


=26(c)-1. 2) 


Folgende Tabelle enthält oft benutzte 
Werte von c bzw. 2®(c)-1: 





Frage a) wird unmittelbar durch (2) 
beantwortet, indem man aus 


h(1—h) 
n 


c 





=$& 


die Zahl c bestimmt und mit Hilfe der 
Tafel für ® den Wert von 2®(c)-1 
berechnet. 

Frage b) wird ebenfalls durch (2) be- 
antwortet. Beispielsweise ist 


_ 


P(in-pI<258 =99%, 


Für n=1000 und h=0,163 heißt dies 
P(\h-p|<0,0301)=99 %,; 


in 99% aller Fälle ist also die Ent- 
scheidung „0,1329 <p< 0,1931“ richtig. 
Das Intervall [0,1329; 0,1931] ist also 
ein 99%-Vertrauensintervall (Konfi- 
denzintervall) für die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit p. Durch Vergrößern 
von n wird das Vertrauensintervall 
verkleinert (und damit „verbessert“), 
aber auch durch Verringern der 
Sicherheitswahrscheinlichkeit. 

Zur Beantwortung der Frage c) löst 
man die Ungleichung 


Ve: 
n 





Schätzgröße 


nach n auf, also 


c? 
»2epli-P)—. 


m 


Weiß man nichts über p, so gewinnt 
man wegen p(1-p)<# (vgl. Abb. 1) 
nur die Abschätzung 


c? 
n20,25-—. 


2 


wie 


y=x(l-x) 





Abb. 1 


Weiß man bereits, daß 0,1<p<s0,2 
gilt, so erhält man 


c? 
n20,16-—. 
& 
Möchte man ein 99%-Vertrauensin- 
tervall der Länge 22=0,006 erhalten, 
so muß man also für den Stichproben- 
umfang fordern: 


>0,25 a 184900 
nZ —-— : 
= 70,003? j 


man muß also rund 185000 Versuche 
machen. 

Mit der genaueren Formel (1) erhält 
man das Vertrauensintervall durch 
Lösen der folgenden quadratischen 
Ungleichung: 


_ 2 „pll-p) 
(h-p)" sc "nn 





Die Genauigkeit läßt sich weiterhin 
erhöhen, indem man in (1) auf der 
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0,5 


nh(1—h) 
ersetzt; dies ist insbesondere bei klei- 
nem Stichprobenumfang zu empfeh- 
len. 
Schätzgröße (Schätzfunktion). Es sei 
X eine ?Zufallsgröße auf einem Zu- 
fallsversuch. Durch n-malige unabhän- 
gige Wiederholung des Zufallsversuchs 
erhält man eine TBernoulli-Kette der 
Länge n; im folgenden wird mit X, 
diejenige Zufallsgröße bezeichnet, die 
den Wert von X beim i-ten Glied der 
Bernoulli-Kette angibt. 
Eine Zufallsgröße S auf der Bernoulli- 
Kette, die von X}, X, ..., X, abhängt, 
heißt eine Stichprobenfunktion. Sie 
heißt eine Schätzgröße oder Schätz- 


rechten Seite c durch c+ 


funktion für den Parameter « der Zu- 


fallsgröße X (z.B. für den t Erwartungs- 
wert oder die Varianz von X), wenn 
sie zur Schätzung dieses Parameters 
a dient. Beispielsweise ist 


ed 

Am (Xı+X,+ ..+X,) 
eine Schätzgröße für den Erwartungs- 
wert E(X), ferner 


9: DREI)? 

n—1.- 
eine Schätzgröße für die Varianz 
V(X); in beiden Fällen handelt es sich 
um terwartungstreue Schätzgrößen. 
Schleppkurve (Traktrix): Bezeichnung 
für eine Kurve, die ein Punkt be- 
schreibt, der in der Ebene an einem 
Faden der Länge a gezogen wird, 
wenn sich das andere Ende des Fa- 
dens auf einer Geraden bewegt. 
Wählt man als Gerade die x-Achse, 
dann hat die Schleppkurve folgende 
Parameterdarstellung (Abb. 1): 


x=4- (in tan 2 40080), 


y=a-sing. 
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Abb. 1: Schleppkurve 


Schnittwinkel. Sind zwei Geraden in 
der Ebene mit den Steigungen m, und 
m, gegeben, dann läßt sich im Fall 
m, +m, der Winkel berechnen, unter 


welchem sich die beiden Geraden 
schneiden: Wegen 
sin(x; —& 
ME EN un. a 
cos (X —&>) 


sin &ı COS%2 — COS &ı SIN 





COS X, COS&, +Sin &, SiN & 


tana, —tand, 





4 +tano, tana, 


(tTrigonometrie) gilt für den Schnitt- 
winkel (vgl. Abb. 1) 

. m, —mz 
ums 


m, =tano, 





Abb. 1: Schnittwinkel zweier Geraden 


Schnittwinkel 


Ist eine der beiden Geraden parallel 
zur y-Achse, dann ergibt sich der 


Schnittwinkel unmittelbar aus dem 
Steigungswinkel der anderen Ge- 
raden. 


Als Schnittwinkel zweier Kurven defi- 
niert man den Schnittwinkel der Tan- 
genten im Schnittpunkt der beiden 
Kurven. Handelt es sich um die Gra- 
phen zweier ?tdifferenzierbarer Funk- 
tionen f und g, und ist f(xo)=g(Xo), 
dann schneiden sich die Graphen von 


f und g an der Stelle x, unter einem 


Winkel mit 
d= (X) -E(Xo) 
1+f’(xo) (X0) 


Sind zwei Geraden in ? Parameter- 
darstellung mit den Richtungsvektoren 
u und U gegeben, dann gilt für den 
Schnittwinkel 


I u 2 


UV 
 jallel 


(TSkalarprodukt). Dies gilt für Gera- 
den in der Ebene und auch für Gera- 
den im Raum, falls sie sich schnei- 
den. 

Als Schnittwinkel zweier Ebenen im 
Raum wird der Winkel zwischen den 
Normalenvektoren definiert: Die Ebe- 
nen 





0SYp 


E1: aı Xı +43 X2 +43 X3 =a, 
Ez3: b, xı +b2xX2 +b3 x3=b 


besitzen die Normalenvektoren 


dı b| 
=) und m=|b, 
dz bz 


Der Schnittwinkel @ der beiden Ebe- 
nen ergibt sich also aus 





— . 
N, Na 
InılInz| 


(Abb. 2). Der Schnittwinkel einer Ge- 
raden und einer Ebene im Raum ist 


Schranke 


als 90°—@ definiert, wobei der Win- 
kel zwischen einem Richtungsvektor 
der Geraden und einem Normalvektor 
der Ebene ist (Abb. 2). 





Abb. 2: Schnittwinkel zweier Ebenen 


Schranke. Für eine Menge M reeller 
Zahlen (also M<R) heißt die reelle 
Zahl S eine obere Schranke, wenn 


xsS füralle xeM gilt. 


Entsprechend heißt T eine untere 


Schranke von M, wenn 


x2T füralle xeM gilt. 


Ist M beschränkt, so existieren untere 
und obere Schranken von M. 

Die kleinste obere Schranke einer 
nach oben beschränkten Menge heißt 
ihre obere Grenze oder ihr 1Supre- 
mum. Die größte untere Schranke ei- 
ner nach unten beschränkten Menge 
heißt ihre untere Grenze oder ihr 
t Infimum. 

Unter einer (oberen, unteren) Schran- 
ke einer Funktion oder einer Folge 
versteht man eine Schranke für die 
Menge der Funktionswerte bzw. die 
Menge der Folgenglieder. 
Schwankung (Variation): Für eine 
Funktion f: [a,b]>R und eine Zer- 
legung Z des Intervalls [a,b] mit 
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den Teilpunkten a=x,<x,<...<X,_ı 
<x,=b heißt 


=) fe) -f&-)| 
v=1 


Schwankung (Variation) von f bezüg- 
lich Z. Die Funktion f heißt auf [a, b] 
von beschränkter Schwankung (be- 
schränkter Variation), wenn eine Kon- 
stante M existiert, so daß V(f, ZA<M 
für jede Zerlegung Z von [a,b] gilt. 

Schwerpunkt. Sind zwei Massepunkte 
mit den Massen m,, m, und den t Orts- 
vektoren X, X, (in einem ebenen 
oder räumlichen Koordinatensystem) 
gegeben, dann gilt für den Ortsvektor 


5 ihres Schwerpunkts (vgl. Abb. 1) 


-5)+m. (X, -5)=2. 


Dies folgt aus der Bedingung, daß die 
Summe der Drehmomente bezüglich 
des Schwerpunkts 0 ergeben muß 
(Gleichgewichtsbedingung). Also ist 


m;( X - 


Te m; Bun m; 4 





m +Mmp> 


m +Mp; 





Abb. 1: Ortsvektor des Schwerpunkts 


Sind k Massepunkte mit den Massen 
m;, Ma,...,m, und den Ortsvektoren 
Ks X23 .::,%, gegeben, dann gilt für 
den Ortsvektor s ihres Schwerpunkts 


_. 


er 
s= us 


M= 


1 
m; 


Bf 
k 
mit m=), m. Ist mı=m;=...=m,, 
so ist i=l 
4 | x - 
S=— = i- 
kıZı 


Der Schwerpunkt heißt in diesem Fall 
der geometrische Schwerpunkt der 
Punkte mit den Ortsvektoren X,, 
ER 8 
Jede Gerade durch den Schwerpunkt 
einer Menge von Massepunkten (oder 
einer Figur) ist eine Schwerlinie; jede 
Ebene durch den Schwerpunkt ist eine 
Schwerebene. Eine Schwerebene hat ei- 
ne Gleichung der Form 

-5).n=0, 
wobei n ein beliebiger Einheitsvektor 
ist (Hessesche Normalform einer 
tEbene). Das Lot des Punktes mit 
dem Ortsvektor X; auf die Ebene E 
hat die (gerichtete) Länge (X; -5)-n, 
die Summe der Drehmomente bezüg- 
lich E ist also 


k 
Ym&-9)-H 
i=1 


z (& m; x.) mi) R=0, 


Der Schwerpunkt eines Flächenstücks 
G in der Ebene ist 


(5 Noxda, „fovas) 
mit 


IGl:= || odG 


(T Gebietsintegral), wobei die Funktion 
o die Dichte (Flächendichte) angibt. 
Bei homogener Massenbelegung ergibt 
sich der geometrische Schwerpunkt von 
G zu 


(! 1xdG. „vac) 


Schwerpunkt 
mit |G|:=|[ dG. Ist G speziell die vom 


G 
Graph der Funktion f und der x-Ach- 
se über dem Intervall [a,b] einge- 
schlossene Fläche, dann ist 


b 
I\dG=|f(x)dx, 

G a 
(\xdG=|xf(x)dx 
G a 


b 
IydG=|3f’(a)dx 
G a 
Der Schwerpunkt eines Körpers K ist 


( Il] oxdK, it (\loydK, 


r fozar) 


mit |K|:=|[| odK (tGebietsintegral), 
K 


wobei a die Dichte angibt. Für o=1 
(homogene Massenbelegung) ergibt sich 
der geometrische Schwerpunkt von K. 
Wird K von der xy-Ebene und dem 
Graph (Fläche) einer Funktion f mit 
zwei reellen Variablen über einem Ge- 
biet G der xy-Ebene eingeschlossen 
(Abb. 2), so ist 


IaK=|[56 y)dG 

SxdK= [x 26 
I yaK=|[ yfix, »dG 
Il2a&= 37°, y)dG 


Ist C ein Kurvenstück der Länge I! in 
der Ebene, dann ist 


ı* 1 
(fe oxd [ayds) 
IClo > ci 0 
ı 


mit |C|:= | ods der Schwerpunkt von 


0 
C; dabei gibt die Funktion o die 
Dichte (Liniendichte) an. Mit o(s)=1 


Sehnensatz 


ergibt sich der geometrische Schwer- 
punkt des Kurvenstücks C. Ist in die- 
sem Fall C als Graph einer Funktion 
f über [a, b] gegeben, so ist 


b 
ICI=1=|yiHlf’()’ dx, 


I b 
[xds=[x 
0 


a 


I b 
[yds=|f(x)VI HF)? dx. 
0 a 


IH)’ dx, 





x 
Abb. 2 


Ist C eine Raumkurve (tKurve) mit 
der Parameterdarstellung 


x x(t) 


y)], 
z z(t) 


y|= ası<sPß, 


dann ist der geometrische Schwerpunkt 
von C 


1? ı% 
(Txwswar.ı fyosar 





1? 
N [ zit) sc) u 
mit i 
"(d)=V(x( (MP +(z 
und 


ß 
I= | s’(t) dt=s(ß)- s(a). 
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Der geometrische Schwerpunkt eines 
räumlichen Flächenstücks F ergibt sich 
zu 


(ar. Nvar. Nor) 


mit |Fl:=|| dF (t Oberflächenintegral). 
F 

Sehnensatz. Ist P ein Punkt im In- 
nern oder im Äußern des Kreises um 
M mit dem Radius r, ferner g eine 
Gerade durch P, welche den Kreis in 
X und Y schneidet (oder berührt, falls 
X=Y), dann gilt 


PX-PY=|(PM)? -r?|. 


Als Spezialfälle dieser Aussage erge- 
ben sich die drei folgenden Sätze: 
Sehnensatz: Ist P ein Punkt im Innern 
eines Kreises und sind AB, CD zwei 
Sehnen, die sich in P schneiden, dann 
gilt PA-PB=PC-PD bzw. 


PA:PC=PD:PB 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Sehnensatz 


Sekantensatz: Ist P ein Punkt im Äu- 
Bern eines Kreises, sind ferner AB und 
CD die von zwei Sekanten durch P 
ausgeschnittenen Sehnen, dann gilt 
PA-PB=PC-PD bzw. 


PA:PC=PD:PB 
(Abb. 2). 





Abb. 2: Sekantensatz 


Tangentensatz: Ist P ein Punkt im 
Äußern eines Kreises, ferner CD die 
von einer Sekante durch P ausge- 
schnittene Sehne und B der Berühr- 
punkt einer Tangente durch P, dann 
gilt (PB)?=PC-PD bzw. 


PC:PB=PB:PD 
(Abb. 3). 





Abb. 3: Tangentensatz 


Sehnenviereck (Kreisviereck): Be- 
zeichnung für ein T Viereck, das einen 
Umkreis besitzt, dessen Seiten also 
Sehnen eines Kreises sind (Abb. 1). 

Dies ist genau dann der Fall, wenn 
gegenüberliegende Winkel sich zu 
180° ergänzen: «&+y=ß+ö= 180°. 


Sehnenviereck 





B 
Abb. 1: Sehnenviereck 


In einem Sehnenviereck hat das Recht- 
eck aus den Diagonalen den gleichen 
Flächeninhalt wie die beiden Recht- 
ecke aus gegenüberliegenden Seiten 
zusammen. Mit den Bezeichnungen in 
Abbildung 2 gilt also ef=ac+bd. 
Dies ist der Satz von Ptolemäus (nach 
Ptolemäus von Alexandria, 2. Jh. 


—L 
[7 


Abb. 2: ef=ac+bd (Satz des Ptolemäus) 


Allgemein nennt man ein n-Eck ein 
Sehnen-n-Eck, wenn es einem Kreis 
einbeschrieben ist, wenn es also einen 
Umkreis besitzt. 

Man spricht auch von Sehnen-n- 
Ecken, welche beliebigen T1Kegel- 
schnitten (Ellipsen, Parabeln, Hyper- 
beln) einbeschrieben sind. Insbeson- 
dere interessiert man sich dabei für 
Sehnensechsecke; diese besitzen die Ei- 
genschaft, daß die Schnittpunkte der 
geradlinigen Verlängerungen gegen- 


Sekante 


überliegender Seiten auf einer Gera- 
den liegen (Abb. 3). 





Abb. 3: Sehnensechseck 


Sekante: Eine Gerade, welche einen 
Kreis in zwei Punkten schneidet, heißt 
Sekante. Hat die Gerade genau einen 
Punkt mit dem Kreis gemeinsam, so 
ist sie eine Tangente; hat sie keinen 
Punkt mit dem Kreis gemeinsam, 
dann ist sie eine Passante. 

Die Begriffe Sekante und Tangente 
verwendet man auch bei anderen Kur- 
ven, z.B. bei TKegelschnitten und 
Graphen von ?Funktionen. Dabei 
kann eine Gerade an einer Stelle eine 
Tangente und in einem anderen Be- 
reich eine Sekante der Kurve sein. 
Sequentialtest (Waldscher Sequential- 
test; nach A. Wald, 1902-1950). Mit 
diesem Test entscheidet man, welche 
der beiden Hypothesen 


H,:p=pı und H;,:p=p; 


für eine unbekannte Wahrscheinlich- 
keit anzunehmen ist (Alternativtest). 
Um die Zahl der notwendigen Test- 
versuche klein zu halten, führt man 
diese der Reihe nach (sequentiell) so 
lange aus, bis eine zuvor festgelegte 
Sicherheitsschranke erreicht ist. 
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Der Zufallsversuch habe die Ausfäl- 
le 1 (Wahrscheinlichkeit p) und 0. Ha- 
ben die Testversuche x-mal I und y- 
mal O geliefert, so ist hierfür die 
Wahrscheinlichkeit 


x+ty\ , 
unter m: a1=( x ) im), 


x+ty 
unter H2:q2=( x )na-n). 


Man führt die Prüfung so lange fort, 
wie 


1 
_<dÜckK 
q2 


für eine zuvor festgelegte Konstante K 
gilt. Dies liefert schließlich die Ent- 
scheidung für H, oder H,. 

Beispiel: Für ph,=% und p,=$% erhält 
man mit K=243 die Bedingung 


24317243, 
also 


—-5<y—-x<). 





Abb. 1: Sequentialtest 


Man entscheidet sich für H,, sobald 
y—x=5, und für H,, sobald y-x= —5 
(vgl. Abb. 1). 
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Siebformel. Für eine endliche Menge 
A ist |A| die Anzahl der Elemente von 
A. Es gilt (vgl. Abb. 1) 


|AuB|=|A|+|B|-|AnB. (l) 





Abb. I 


Aus (l) kann man eine entsprechende 
Formel für drei Mengen herleiten: 


|AuBuC|=|Al+|B|+|C| 
-|AnB|-|AnC|-|BnC| 
+lAnBrnC). (2) 


Anhand von Abbildung 2 kann man 
Formel (2) sehr einfach deuten: Die 
Summe |A|+|B|+|C| zählt die Ele- 
mente in dem rot schraffierten Gebiet 
doppelt und in dem schwarz schraf- 
fierten Gebiet dreifach; die Summe 
|AnB|+|AnC|+|BnC]| zählt die Ele- 
mente in dem rot schraffierten Gebiet 
einfach und die in dem schwarz 
schraffierten Gebiet dreifach. Also 
wird auf der rechten Seite von (2) je- 
des Element von AUBuULC genau ein- 


fa; 














Abb. 2 
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Siebformel 


In Verallgemeinerung von (1) und 
(2) gilt für n endliche Mengen A,, 
Aa, ..., An die allgemeine Siebformel 


|Aı U Az V...UA,| 


= ), 14l- % 


lsjsn l<sjı<jısn 


r 3 IA„NA,NA,;,| 


1<Sjı<ja<j3<n 


|A,NA;| 


-+.. 
+(-D"1]AınAsn..A,l. 8) 


Die Siebformel läßt sich verallgemei- 
nern, indem man statt |A| eine Funk- 
tion f auf den endlichen Mengen mit 


fA)=% flta}) 
ae A 
betrachtet. Dann spricht man vom 
Prinzip der Inklusion und Exklusion 
oder von der Ein- und Ausschaltformel. 
Beispiel 1: Bezeichnet man mit P(E) 
die ?Wahrscheinlichkeit des tEreig- 
nisses E, so lautet (1) 


P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(AnB) 


(tAdditionssatz). Entsprechend gelten 
(2) und (3) für Wahrscheinlichkeiten. 
Beispiel 2: Es sei 
m=pi' pP? ... Ph’ 
die kanonische Primfaktorzerlegung 
der natürlichen Zahl m (t Primzahl). 
Es sei ferner A; die Menge aller Zah- 
len zwischen 1 und m, die durch p; 
teilbar sind (i=1,2, ..., n). Dann ist 


ALU Az UV... UA, =m-o(m), 


wobei p(m) die Anzahl der zu m tei- 
lerfremden Zahlen zwischen I und m 
angibt. Außerdem gilt 





Al=- 
J pi 
m 


ir) 


usw.; aus (3) folgt also 





Simulation 
m— p(m) 
m m 
1<j<sn Pj 1<jı<j<n PjıPj: 
m 
PIBRRIET I, VE. 
PıP2::-Pn 


Daraus erhält man für die Anzahl 
o(m) der zu m teilerfremden Zahlen 
zwischen 1 und m die Formel 


ee 


Diese Formel ist für die Zahlentheorie 
von Bedeutung (? Restklassen). 
Simulation. Die Nachbildung eines 
t Zufallsversuchs mit Hilfe eines geeig- 
neten Zufallsgeräts (Simulator) be- 
zeichnet man als Simulation. Dabei ist 
darauf zu achten, daß jedem Ausfall 
des Zufallsversuchs genau ein Ausfall 
der Simulation entspricht und daß die 
Wahrscheinlichkeiten entsprechender 
Ausfälle beim Zufallsversuch und bei 
der Simulation gleich sind. 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
spricht man oft vom Ziehen von Ku- 
geln aus Urnen. Dies ist eine beliebte 
Art der „gedanklichen“ Simulation 
von Zufallsversuchen (T Urnenmodell). 
Für die Praxis am wichtigsten ist die 
t Monte-Carlo-Methode, d.h. die Si- 
mulation mit Hilfe von Zufallsziffern. 
Singularität. Es sei z, eine Tkomplexe 
Zahl und f eine auf der gelochten 
Kreisscheibe 0<|z—zou|<r definierte 
Tanalytische Funktion mit der tLau- 
rent-Reihe 


+ 


J(z)= 2 az 20). 
k=—- wo 
Sind alle Koeffizienten mit negativem 
Index k gleich Null, dann ist die 
Funktion f* mit 
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für z#2zo, 


do für Z=2Zog 


o=l, n 


eine auf der Kreisscheibe |z-zo,|<r 
analytische Funktion. Man nennt 
dann z, eine hebbare Singularität von 
f. Gibt es negative Indizes k mit a«#0, 
dann heißt z, eine Singularität (echte 
Singularität) oder ein singulärer Punkt 
von f. Gibt es nur endlich viele solche 
Koeffizienten a,, dann heißt z, eine 
t Polstelle oder kurz ein Pol von f. 
Gibt es dagegen unendlich viele nega- 
tive Indizes k mit a,#+0, dann heißt zo 
eine wesentliche Singularität von f. 
Nähert sich z einer Polstelle von f, so 
wächst | f(z)| über jede noch so große 
Schranke. Demgegenüber gilt: In jeder 
Umgebung einer wesentlichen Singu- 
larität kann eine analytische Funktion 
jede komplexe Zahl mit beliebiger 
Genauigkeit approximieren. Daraus 
folgt: Ist die analytische Funktion f in 
einer Umgebung von z, beschränkt, 
dann ist sie dort eine ganze Funktion, 
d.h. zo ist eine hebbare Singularität 
von f. 

Skalarprodukt: Für zwei T Vektoren 
v,w in der Ebene oder im Raum 
(„geometrischer Vektorraum“ VW) ist 
ihr Skalarprodukt V-w als die reelle 
Zahl 


=> 


. {4 Fr 
v-w:= ||| - ||w|l cos & 


definiert. Dabei sind ||7||, |w|| die Be- 
träge der Vektoren, und « ist der von 
den Vektoren eingeschlossene Winkel. 
Wegen cos(360°—«a)=cos« kann man 
sich dabei auf 0°<«a<s 180° beschrän- 
ken. In Abbildung 1 ist das Skalarpro- 
dukt zweier Vektoren als Flächenin- 
halt gedeutet. 

Das Skalarprodukt in V hat folgende 
Eigenschaften: 


(S1) Für alle veV ist V-7>0, und es 
gilt 


v0 eV=0. 
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(S2) Für alle ueR, vÜ, weV ist 
(uv)-w=u(ld-W). 

(S3) Für alle u, U, weV ist 
(U+V)-w=uU-w+V-w. 

(S4) Für alle Ü, weV gilt 


I Zu 2 4-0 
U-W=Ww+U. 





Abb. 1: Skalarprodukt 


Zwei Vektoren vÜ,w heißen orthogo- 
nal, wenn ihr Skalarprodukt gleich 
Null ist: 

vLw:eV-W=(0. 
Dies ist der Fall, wenn Ü=0 oder 
w=0 oder wenn cosa=0, also «=90° 
gilt. 
Mit Hilfe dieser Eigenschaften des 
Skalarproduktes lassen sich elementar- 
geometrische Sätze beweisen: 
Beispiel 1: Der Satz des 1 Pythagoras 
lautet in Vektorschreibweise (Abb. 2) 


Id+wll?= IV? + |wil? > VLW. 


Beweis: Es ist 


Iv+w]?=(7+w)-(U+w) 
=(V+W)-U+(V+W)-w 
=V-U+W-U+V-W+W-W 


= 7]? + ||wII? +2(0-w). 


Hieraus folgt der Satz: Genau dann 
gilt + w]|| = ||U]]?+ |W||”, wenn V-w 


=(, also U orthogonal zu w ist. 


19* 


Skalarprodukt 


C 





A 4, 
U+Ww 


Abb. 2: ||d+ w|]?= ||U]]? + ||w||? 
Beispiel 2: Der Winkel im Halbkreis 


ist ein rechter Winkel (Satz des ? Tha- 
les). 





= 


+ 
r 


Abb. 3: Satz des Thales 


Beweis: Es gilt in Abbildung 3 


o -o 


V=r+u, w=-üHtr 
und somit (wegen ||ü|| = ||r||) 
v-w=(r+u).(F—u) 
4,22 22.209 
=r.r+u-r—u-r—u-u 
= 7]? - u ]?=0. 
Beispiel 3: Die Raumdiagonalen eines 


Würfels sind nicht rechtwinklig zuein- 
ander (Abb. 4): 





Abb. 4: Raumdiagonalen eines Würfels 


Skalarprodukt 
Es gilt 
I#l=|oll = |IWl; 


folgt 
e.d=(Ü+V-W)-(-U+T-W) 
= - u]? + Io]? + WI? 
= ul]? +0. 
Also sind @ und d nicht rechtwinklig 
zueinander. 
Gilt nach Festlegung eines kartesi- 


schen ?tKoordinatensystems in der 
Ebene oder im Raum 


bzw. 
day b, 
d=I u, b= b, 
dz bz 
so gilt 
(")-G)=abı+a2; 
az b, 
bzw. 
day b, 


a,)-|b2 J=aıbı ta2b2+azb3. 
43 b; 
Dies erkennt man für Vektoren in der 
Ebene anhand von Abbildung 5. 
a,=|@l|cos«, a,=||äll sin «, 
b,=||b]| cos ß, b2=1bl sin ß, 
a,bı+a,b3=||a|l ||b|| cosa cos ß 
+ Ja] ||b]] sin « sin ß 
= Ja] Ib] cos(ß-). 
Dabei wurde das Additionstheorem 


für den Kosinus benutzt (1 Trigono- 
metrie). 
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a, 


Abb. 5: Skalarprodukt für Vektoren in der 
Ebene 


In beliebigen R-Vektorräumen wer- 
den Skalarprodukte axiomatisch ein- 
geführt: Eine Abbildung, die je zwei 
Vektoren v, w eines Vektorraumes V 
eine reelle Zahl (U|w) zuordnet, heißt 
ein Skalarprodukt (inneres Produkt) in 
V, falls für alle u,U,weV und alle ueR 
gilt 


(SI) E20, EI)=-0-V=5; 
(S2) (uv]w)= ul W); 

(S3) (d+V]w)=(u]|W)+(7]W); 
(S4) @W)=(w|D). 


Hierbei wurde die allgemein in der li- 
nearen Algebra übliche Schreibweise 
für Skalarprodukte verwendet. 

Ein R-Vektorraum, in dem ein 
Skalarprodukt definiert ist, heißt ein 
euklidischer Vektorraum. 

Beispiel 4: In R" werden im folgenden 
Skalarprodukte der Form 


%ı Bı 

& n 

. P: = 2, aß; 
- ! i,j=1 

An Pr 


betrachtet. Die Koeffizienten müssen 
dabei folgende Eigenschaften haben: 
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a;=4ji für i.j=l2.0 


und 


y 4,,%;0;>0 
Lj=1 
&ı 0 
für alle = + 
e 0 
Ein solches Skalarprodukt in R? ist 


z.B. 
(Nr ta 
+02 ßı +20; Pß>. 


Ein Skalarprodukt in R°® ist z.B.: 





%ı ßı 
%2 ß: :=5a,ßı 
Az P3 +1l1azß2+7a3ß3. 


Das einfachste Skalarprodukt dieser 
Art in R” erhält man mit 


(i=1,2,...,n), 
a,;=0 für i$]. 


al 


Dieses heißt Standardskalarprodukt in 
R': 


%ı Bı 
z 2 a > ußi. 
" ß, i 


Beispiel 5: Im Vektorraum R[x] der 
tPolynome läßt sich mit Hilfe des 
tIntegrals ein Skalarprodukt definie- 
ren: Es seien x0,xıeR mit xo<x,, 
ferner 


i=1 = 


Pı = 2 aux, p2= 2 B;X/eR[x]. 
j=1 
Dann ist durch 


x 


(pılp2):= | pı-p2dx 


xo 


Skalarprodukt 
= | (} x‘) . (2 x) dx 


ein Skalarprodukt in R[x] erklärt. 

In jedem euklidischen Vektorraum V 
läßt sich für die Vektoren mit Hilfe 
des Skalarproduktes eine Länge defi- 
nieren. Man setzt 


I8:=y@1) 


und nennt ||| die Länge (den Betrag) 
von vVeV. Vektoren der Länge I hei- 
Ben normiert oder Einheitsvektoren. 
Für VeV mit U+0 ist 


ein Einheitsvektor. Den Übergang von 
Ü zu d, nennt man Normierung von Ü. 
Es ist || || eine tNorm auf V. In einem 
euklidischen Vektorraum V läßt sich 
durch 
(vw) o 
= ———- (05452180°) 
vl |IWil 





auch ein Winkel « zwischen Vekto- 
ren v,weV definieren. Es ist dann 
|cosa|<1, denn es gilt die TCauchy- 
Schwarzsche Ungleichung 


IWW) = lol - Wil. 


Orthogonal heißen Vektoren u,U eines 
euklidischen Vektorraumes, wenn (W|?) 
=( gilt. Besonders nützlich ist es, in 
euklidischen Vektorräumen mit Or- 
thogonalbasen oder mit Orthonormal- 
basen zu arbeiten (!Basis). Dabei 
heißt B=(V,...,vU,) eine Orthogonal- 
basis, wenn die Basisvektoren paar- 
weise orthogonal sind. Gilt außerdem 
noch (%|9)=1 für i=1,...,n, so ist ® 
eine Orthonormalbasis von V. Bei- 
spielsweise liegt einem kartesischen 
Koordinatensystem eine Orthonor- 
malbasis bezüglich des Standardska- 
larproduktes zugrunde: Die kanoni- 
sche Basis 


Skonto 
l 0 0 
0 | i 
B= :110J, 
0 
0 0 | 


ist bezüglich des Standardskalarpro- 
duktes eine Orthonormalbasis von R”. 
Skonto: Bezeichnung für eine verein- 
fachte Form des kaufmännischen Dis- 
konts: Bei Zahlung einer Rechnung 
innerhalb einer bestimmten Frist ge- 
währt der Kaufmann dem Kunden ei- 
nen Preisnachlaß. 

Beispiel: Eine Rechnung vom Betrag 
K sei zahlbar 

a) sofort mit 3% Skonto; 

b) nach 30 Tagen mit 2% Skonto; 

c) nach 3 Monaten ohne Skonto. 
Welche der Zahlungsarten für den 
Kunden am günstigsten ist, hängt von 
dem zugrundeliegenden Zinssatz ab, 
also davon, welche Zinsen er z.B. für 
Überziehung seines Kontos zu zahlen 
hat (fZinsrechnung). Ist dieser Zins- 
satz p“%, dann zahlt der Kunde 

im Fall a): 0,97. K sofort; 

im Fall b): 0,98- K in 30 Tagen, also 
einen Betrag vom heutigen Wert 


0,98 


(Barwert) -K; 





u 1200 


im Fall c): K in 3 Monaten, also 
einen Betrag vom Barwert 


1 


pP 
+00 

Für kleine Zinssätze (unter 12%) ist a) 
die günstigste Zahlungsweise, für hohe 
Zinssätze dagegen c). 

Spatprodukt (gemischtes Vektorpro- 
dukt). Zu je drei t Vektoren ü, v, w im 
Raum läßt sich das Produkt 


(Ux v)-w 


-K. 
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bilden. Dabei bedeutet „x“ das t Vek- 
torprodukt und „-“ das ?Skalarpro- 
dukt. Man bezeichnet (uUxv)-w als 
das Spatprodukt dieser drei Vektoren 
(in der angegebenen Reihenfolge). Der 
Betrag von (Ux V)-w ist das Volumen 
des von diesen Vektoren aufgespann- 
ten Spats (Parallelepipeds; Abb. 1). 





Abb. 1: Spat 


Das Spatprodukt ist positiv, wenn die 
Vektoren ü, v, w in dieser Reihenfolge 
ein Rechtssystem bilden, andernfalls 
ist es negativ. Es gilt 


(Uxv)-w= —-(UxÜ)-w, 


wogegen eine zyklische Vertauschung 
der Vektoren das Spatprodukt nicht 
ändert. Genau dann ist (uxv)-w=(0, 
wenn {u,0,W} linear abhängig ist. 
In Koordinatenschreibweise berechnet 
sich das Spatprodukt folgendermaßen: 


% Pi Yyı 

%1x[P2|| [92 

%3 Pa y3 
=aıß2y3+PßıY2%3 +02 Pß3Yı 


-Yıßaa3 —- Bıa2y3—Yaßa0ı. 


Dies läßt sich als 3reihige ? Determi- 
nante schreiben: 


%ı ßı Yı a Pı Yı 
%|x| 2 -1Y2]=1|82 Pa Y2l. 
%3 Ba Y3 &3 Ba Y3 


Umgekehrt läßt sich auch jede 3reihi- 
ge Determinante als Spatprodukt ih- 
rer Spaltenvektoren auffassen. 
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Beispiel 1: Die Vektoren 
2 —3 4 
L |, 1J,[0 


—| 0 2 


sind linear unabhängig und bilden in 
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem 
in R°, denn ihr Spatprodukt 


2-3 4 
I 1 0[=14 
-1 022 


ist positiv. Dagegen bilden die linear 
unabhängigen Vektoren 


0 0 | 

0J,[2},12 

3 3 3 
wegen 

001 

0 2 2|=-6 

333 


in dieser Reihenfolge ein Linkssystem. 
Beispiel 2: Das Volumen V des Vier- 
flachs ABCD soll bestimmt werden. 
Dazu ergänzt man das Vierflach zum 
Spat, welches von den Vektoren U, U, w 
augespannt wird (Abb. 2). 





Das Volumen V, des Spats beträgt 
V,=(üxv)-w. 


Das Volumen des Vierflachs ABCD 
ist halb so groß wie das Volumen V, 


sphärische Trigonometrie 


der Pyramide ABFCD, da sie sich aus 
den beiden volumengleichen Vierfla- 
chen ABCD und BFCD zusammen- 
setzt. Hieraus folgt für das zu bestim- 
mende Volumen 


V-31,-3UN)=H@x dm) 

Für das Volumen des Vierflachs 
ABCD mit den Eckpunkten A(0;0;0), 
B(4;3;—1), C(-2;4;0), D(1;0;3) er- 
hält man beispielsweise 


——_——- 


V=t((ABx AC)- AD) 


1-31 
-t| 3 4 0|=114. 
-1 03 


sphärische Trigonometrie. Teilgebiet 
der Mathematik, in dem die Geome- 
trie der Kugeloberfläche behandelt 
wird. Sie wird u.a. angewendet in 
der Tmathematischen Geographie, der 
Kartenkunde, der Navigation und der 
Astronomie (Tastronomische Koordi- 
natensysteme). Es handelt sich um ei- 
ne Tnichteuklidische Geometrie. 





Abb. 1: Einheitskugel 


Man denke sich eine Einheitskugel, 
d.h. eine Kugel mit Radius 1. Eine 
Ebene, die durch den Kugelmittel- 
punkt geht, schneidet aus der Kugel- 
oberfläche einen Großkreis aus. Die 


sphärische Trigonometrie 


kürzeste Verbindung zweier Punkte 
auf der Kugeloberfläche verläuft längs 
des Großkreises durch diese Punkte. 
Zwei Großkreise schneiden sich in 
zwei Punkten N und S (Pole), deren 
Verbindungsgerade durch den Kugel- 
mittelpunkt geht (Abb. 1). 

Zwei verschiedene Großkreise bestim- 
men vier verschiedene Zweiecke. Ein 
dritter Großkreis zerlegt ein solches 
Zweieck in zwei sphärische Dreiecke 
(Abb. 2). 





MA=MB=MC=1 
Abb. 2: Sphärische Dreiecke 


Im folgenden sollen nur solche Drei- 
ecke betrachtet werden, die ganz auf 
einer Halbkugel liegen. Die Bezeich- 
nungen im sphärischen Dreieck sind 
wie in der Ebene (Abb. 3), 

Wie man aus Abbildung 3 ersieht, 
sind die Maßzahlen der Seitenlängen 
a,b,c des sphärischen Dreiecks ABC 
gleich den Maßzahlen der Winkel (ge- 
messen im TBogenmaß) zwischen den 
Kanten der entsprechenden Ecke, und 
zwar ist 


a=xBMC, 
b=xXCMA, 
c=xXBMA. 
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Abb. 3: Bezeichnungen am sphärischen 
Dreieck 


Die Winkel «,ß,y des sphärischen 
Dreiecks ABC sind die Winkel zwi- 
schen den Begrenzungsebenen der ent- 
sprechenden Ecke, und zwar ist 


&= X(AMC,AMB) 
ßB= x(BCM, BAM) 
y= X(CAM, CMB), 


Es gilt der Sinussatz der sphärischen 
Trigonometrie (vgl. Abb. 4): 


sin« sinß siny 





sina sinb sinc' 





Abb. 4: Sätze der sphärischen 
Trigonometrie 


Dies erhält man z.B. aus (vgl. Abb. 4): 
sinßsinc=AD=sinysinb. 


Ferner gilt der Seitenkosinussatz der 
sphärischen Trigonometrie (vgl. Abb. 4): 


cosc=cosbcosa+sinbsinacos). 
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Der Winkelkosinussatz der sphärischen 
Trigonometrie besagt: 


cosy= —cosßcosa+sin Psinacosc. 


Spieltheorie (Theorie strategischer 
Spiele): Anwendungsgebiet der Ma- 
thematik, insbesondere der tlinearen 
Algebra und der linearen tOpti- 
mierung, in dem — im Unterschied 
zur ? Wahrscheinlichkeitsrechnung — 
nicht nur reine Glücksspiele behandelt 
werden, sondern auch Spiele mit 
Entscheidungsproblemen, deren Aus- 
gang auch oder ausschließlich vom 
Verhalten der Spieler abhängt (strate- 
gische Spiele). Die Spieltheorie wurde 
1928 von J. von Neumann (1903 bis 
1957) begründet. Der Begriff Spiel um- 
faßt dabei auch soziologische, wirt- 
schaftliche und politische Gegeben- 
heiten (Wettstreit, Konflikt bzw. Ko- 
operation), die die gleichen formalen 
Strukturen aufweisen wie die üblichen, 
durch feste Spielregeln bestimmten 
Spiele: Es stehen für alle beteiligten 
(Gewinngemeinschaften von) Indivi- 
duen, die Spieler, jeweils mehrere Ak- 
tionen oder Alternativen zur Auswahl, 
wobei das Ergreifen einer Alternative 
für den einzelnen Spieler zu gewissen 
Konsequenzen führt, die jedoch ihrer- 
seits auch von den Entscheidungen 
der anderen Spieler abhängen; außer- 
dem unterliegen diese Alternativen 
bzw. ihre Konsequenzen einer Bewer- 
tung (z.B. im Hinblick auf finanzielle 
Vor- und Nachteile). Das Hauptziel 
der Spieltheorie ist das Auffinden der 
für einen Spieler günstigsten Spielver- 
fahren (also der bestmöglichen Strate- 
gie). Unterscheidungsmerkmale strate- 
gischer Spiele nach mathematischen 
Gesichtspunkten sind vor allem die 
Anzahl der beteiligten Spieler, die Ge- 
samtsumme der Gewinne und Verlu- 
ste, die Möglichkeit der Kooperation 
mehrerer Spieler und die Möglichkeit 


Spieltheorie 


oder Ausgeschlossenheit des Zufalls. 
Im weiteren Sinne befaßt sich die 
Spieltheorie mit der optimalen Steue- 
rung von technischen Systemen, in de- 
nen zwei oder mehrere Steuerein- 
richtungen wie zwei oder mehrere 
konkurrierende Spieler mit entgegen- 
gesetzten Interessen Konfliktsituatio- 
nen hervorrufen können. Als n-Perso- 
nen-Spiel bezeichnet man ein System, 
bestehend aus einer Menge von n 
Spielern P (i=1,2,...n), aus der Ge- 
samtheit der Mengen ihrer Hand- 
lungsmöglichkeiten S, (Aktionenmen- 
gen) mit jeweils m als Aktionen, 
Alternativen, Entscheidungen oder rei- 
ne Strategien bezeichneten Elementen 
o;xeS; (k=1,2,...,m) sowie aus n 
reellwertigen Funktionen 


A;=A:l0ı.x> 02,k:> .... On) 


als den die Spielregeln beinhaltenden 
Auszahlungs- und Gewinnfunktionen. 
Zunächst wählt jeder Spieler P eine 
reine Strategie o;,, ohne dieses den 
anderen Spielern vor ihrer Wahl mit- 
zuteilen; nachdem alle gewählt haben, 
wird für jeden Spieler P die von den 
gewählten reinen Strategien abhängige 
Auszahlungsfunktion A; berechnet, die 
die Auszahlung (Gewinn oder Verlust) 
an den Spieler festlegt. Ist für alle o;, 


AıtAs+...+A,„=c mit ceR, 


so spricht man von einem Konstant- 
summenspiel, bei c=0 speziell von ei- 
nem Nullsummenspiel. Die Konstante 
c gibt den erreichbaren Gesamtgewinn 
an (bzw. die durch das Spiel erbrachte 
Leistung). Durch Optimierung, d.h. 
durch Wahl der besten Strategie, kann 
ein Spieler seinen Gewinn maximieren 
bzw. seinen Verlust minimieren. Bei 
einem fairen Spiel wird jedoch, falls 
jeder Spieler optimiert, der Gesamtge- 
winn zu gleichen Teilen verteilt. Wird 
ein Spiel mehrfach wiederholt, so 


Spline 


kann der i-te Spieler für jedes Spiel 
eine beliebige seiner Alternativen 
wählen. Dabei darf der Spieler seine 
Strategien nicht nach einer durch- 
schaubaren Regel aufeinanderfolgen 
lassen, weil die „Gegenspieler“ daraus 
für den Spieler nachteilige Schlüsse 
ziehen könnten. Daher wählt der Spie- 
ler seine Strategien „zufällig“ aus, wo- 
bei das Optimierungsproblem darin 
besteht, die relativen Häufigkeiten der 
einzelnen Strategien günstig zu be- 
stimmen. Man spricht dann von einer 
gemischten oder stochastischen Strate- 
gie. 

Die Zwei-Personen-Nullsummenspiele 
nennt man auch Matrixspiele. Sind 
in ihnen. die Aktionenmengen $, und 
S, endlich, so lassen sich ihre bei- 
den Auszahlungsfunktionen in Form 
einer Matrix, der Auszahlungsmatrix 
A=(a;,) schreiben. Das Element a,;; gibt 
gemäß den Spielregeln an, welcher 
Gewinn ausgezahlt wird, wenn der 
Spieler P, die i-te Alternative und der 
Spieler P, die j-te Alternative wählt. 
Beispiel: Ein einfaches Beispiel für ein 
Zwei-Personen-Nullsummenspiel ist 
das Knobelspiel mit drei Strategien 
pro Spieler: „Stein“, „Schere“ und 
„Papier“. Dabei gilt: Stein „schlägt“ 
Schere, Schere „schlägt“ Papier und 
Papier „schlägt“ Stein. Die Auszah- 
lungsmatrix mit positiven Beträgen 
bei Gewinn von P: ist: 





Stein Schere Papier 






Stein 0 
Schere —] 0 1 
Papier 1 —1 0 


Für Matrixspiele gilt das sog. Mini- 
max-Theorem: Der sich für die opti- 
malen Strategien der beiden Spieler ei- 
nes Matrixspiels ergebende Erwar- 
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tungswert der Auszahlung an den er- 
sten Spieler ist einerseits gleich dem 
Maximum der sich für die verschiede- 
nen Strategien des ersten Spielers er- 
gebenden, von den Strategien des 
zweiten Spielers abhängigen Minimal- 
gewinne des ersten Spielers, anderer- 
seits gleich dem Minimum der sich für 
die verschiedenen Strategien des zwei- 
ten Spielers ergebenden, von den Stra- 
tegien des ersten Spielers abhängigen 
Maximalverluste des zweiten Spie- 
lers. 

Spline: Englische Bezeichnung für ein 
biegsames Kurvenlineal, welches man 
zum Zeichnen einer glatten Kurve 
durch endlich viele Punkte benutzt 
(Abb. 1). Eine im Schiffsbau benutzte 
deutsche Bezeichnung ist Straak. 


Abb. 1: Spline 


Sind in einem Koordinatensystem für 
n22 die Stützpunkte 


(X0, Yo), (X1, Yı), si) 
mit 
Ko<Xı<...<X, 


und y;#y; für ij gegeben, dann gibt 
es genau eine Funktion s in [xo,X,] 
mit folgenden Eigenschaften: 


1) s&)J=y: (i=0,1,2,...,n); 

(2) s ist in [xo,X„] zweimal stetig 
differenzierbar; 

(3) die Gesamtkrümmung von s ist 
minimal, d.h. für jede Funktion 5 
mit den Eigenschaften (1) und (2) 
gilt 


571 


Sn Xı 

( s")dx< | 3" (x)dx. 

xo xo 

(Dabei muß vorausgesetzt wer- 
den, daß s’?(x) nur „sehr kleine“ 
Werte annehmen kann.) 









Abb. 3: Kubische Spline-Funktion 


Man kann nun zeigen, daß diese 
Funktion s in jedem der Intervalle 
[x.x%:ı] G=0,12..,n—-1l) eine 
Polynomfunktion dritten Grades ist. 
Man spricht daher von einer Spline- 
Funktion dritten Grades (kubische 
Spline-Funktion). Die tInterpolation 
mit Spline-Funktionen dritten Gra- 
des (Spline-Interpolation) bietet einige 
Vorteile gegenüber der Interpolation 
mit einer einzigen Polynomfunktion 
vom Grad n: Die Splines wirken glät- 
tend, sie haben geringe Welligkeit und 
geben daher den Verlauf einer Funk- 
tion besser wieder. In Abbildung 2 ist 
das Newtonsche Interpolationspoly- 


Stabilitätsproblem 


nom (vom Grad 8) und in Abbil- 
dung 3 die kubische Spline-Funktion 
für die 9 rot eingezeichneten Stütz- 
punkte skizziert. 

Spur. Dieser Begriff kommt in der 
Mathematik in verschiedenen Zusam- 
menhängen vor. 

a) Die Schnittgerade zweier Ebenen 
nennt man Spur oder Spurgerade. Ins- 
besondere versteht man unter den 
Spurgeraden einer Ebene ihre Schnitt- 
geraden mit den Koordinatenebenen 
eines vorgegebenen Koordinatensy- 
stems. 

b) Den Durchstoßpunkt einer Gera- 
den durch eine Ebene nennt man den 
Spurpunkt der Geraden auf der Ebene. 
Insbesondere versteht man unter den 
Spurpunkten einer Geraden im Raum 
ihre Durchstoßpunkte durch die Ko- 
ordinatenebenen. 

c) In der ?darstellenden Geometrie 
nennt man den Schnittpunkt einer 
Geraden bzw. einer Ebene mit der 
Bildtafel (Abbildungsebene) den Spur- 
punkt der Geraden bzw. die Spurgera- 
de der Ebene. 

d) Unter der Spur einer quadratischen 
Matrix (a;,)); j=1.....n versteht man die 
Summe ihrer Diagonalelemente, also 


n 


Y.a;;. Ist a„_, der Koeffizient von 
i=l 

x"-! im ?tcharakteristischen Polynom 
dieser quadratischen Matrix A, dann 
ist —a„_, die Spur von A. 
Stabilitätsproblem. Das Problem der 
Auswirkung von Fehlern (z.B. Run- 
dungsfehlern) auf das Ergebnis einer 
numerischen Aufgabe nennt man 
Stabilitätsproblem (1 Fehlerrechnung). 
Dieses Problem ist vor allem bei 
Iterationsverfahren (fTIteration) von 
Interesse. Allgemein heißt ein nume- 
rischer Algorithmus stark stabil bzw. 
schwach stabil bzw. instabil, wenn ein 
im n-ten Rechenschritt zugelassener 
Fehler bei genauer Rechnung in den 


Stammfunktion 


Folgeschritten abnimmt bzw. von glei- 


cher Größenordnung bleibt bzw. 
anwächst. 
Stammfunktion: Als Stammfunktion 


einer Funktion f bezeichnet man eine 
Funktion F mit F'=f auf D(f) (tAb- 
leitung). Ist F eine Stammfunktion 
von f, dann ist für eine beliebige Kon- 
stante c auch F+c eine Stammfunk- 
tion von f. Je zwei Stammfunktionen 
F, und FR, von f unterscheiden sich 
nur durch eine additive Konstante; al- 
so FR -F=c mit ceR. Die Menge al- 
ler Stammfunktionen von f bezeichnet 
man mit 
[f oder [f(x)dx; 

sie heißt unbestimmtes Integral von f 
(Integral). Mit Hilfe einer Stamm- 
funktion kann man nach dem 
tHauptsatz der Differential- und 
Integralrechnung das Integral von f 
berechnen: 


b 
| S()dx= Fb) F(a), 


wenn F auf [a,b] eine Stammfunktion 
von f ist. 

Ist die Funktion f auf [a,b] Riemann- 
integrierbar, so muß f dort nicht un- 
bedingt eine Stammfunktion besitzen. 
Beispielsweise ist die Ganzteilfunktion 
x[x] auf jedem Intervall [a,b] Rie- 
mann-integrierbar, besitzt dort aber 
keine Stammfunktion, falls ]a,b[ eine 
ganze Zahl enthält. 

Umgekehrt muß eine Funktion f, die 
auf [a,b] eine Stammfunktion besitzt, 
dort nicht Riemann-integrierbar sein. 
Das bedeutet also, daß für eine 
differenzierbare Funktion F die Ablei- 
tung F’ nicht Riemann-integrierbar 
sein muß. Ein Beispiel hierzu ist die 
Funktion F: [-1,1]>R mit 


Te 
2cos— für x+0, 
Fo)=! 2 


0 für x=0. 
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Standardabweichung. Die Standard- 
abweichung dient als Streuungsmaß 
einer Zufallsgröße bzw. einer Meßrei- 
he. Sie wird stets mit a (sigma) oder 
genauer mit o(X) bezeichnet, wobei X 
die Zufallsgröße ist. Es ist 


aAX):=YVR), 


wobei V(X) die TVarianz von X ist. 
Abweichungen vom ?Erwartungswert 
von X pflegt man in Vielfachen von o 
auszudrücken. Beispielsweise interes- 
siert man sich dafür, wieviel Prozent 
der Werte in einem o-, 20- oder 30- 
Intervall um den Erwartungswert oder 
Mittelwert liegen (t Tschebyscheffsche 
Ungleichung). 

Standardisieren. Es sei eine Häufig- 
keitsverteilung oder die Wahrschein- 
lichkeitsverteilung einer ? Zufallsgröße 
X gegeben. Ferner sei u:=E(X) der 
tErwartungswert und o:=o(X) die 
tStandardabweichung von X. Die Ab- 
bildung mit den Gleichungen 


x—u 
u> 
[03 





’ 


v=0y 


ist eine affine Abbildung der Koor- 
dinatenebene, welche aus X eine 
Zufallsgröße U mit dem Erwartungs- 
wert 0 und der Standardabweichung I 
macht. Denn 


1 1 
E(U)=—- E(X - W)=—-(u-u)=0 
o o 
und 
res 1; 
o o 


Diese Transformation heißt Standardi- 
sierung oder Normierung der Zufalls- 
größe X. Das Histogramm von X 
ändert sich beim Standardisieren so, 
daß die Inhalte der Histogrammflä- 
chen erhalten bleiben: eine Stauchung 
in x-Richtung wird durch eine 
Streckung in y-Richtung ausgeglichen 
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(Abb. 1). Dies ist notwendig, damit die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung von U 
ebenfalls anhand der Histogrammflä- 
chen gedeutet werden kann. 

Möchte man zwei Häufigkeitsvertei- 
lungen oder Wahrscheinlichkeitsvertei- 
lungen miteinander vergleichen, dann 
ist es nützlich, zuvor ihre Histogram- 
me zu standardisieren. 


y (Dichte) 





Abb. 1: Standardisieren 


Abb. 2: Standardisierte 1 
Normal- und 
Binomialverteilung 


Standardisieren 


Beispiel: Die tBinomialverteilung mit 
den Parametern n=5 und p=0,6 soll 
mit der ?Normalverteilung mit dem 
gleichen Erwartungswert 


u=np=3 

und der gleichen Standardabweichung 
o=Ynp(l —-p)*1,10 

verglichen werden. Für die Dichte- 


funktion & der standardisierten Nor- 
malverteilung gilt 





e 
V2r 


Die Standardisierung der gegebenen 
Binomialverteilung ist in Tabelle I 
durchgeführt. Beide standardisierten 
Verteilungen sind in Abbildung 2 ein- 
getragen. 


—3 


OKT ET TEE 
OKT EICHE 
os Tone» = 
m en 


Tabelle 1 




















Statistik 


Statistik: Teilgebiet der Mathematik, 
das sich mit der mathematischen Er- 
fassung und Auswertung von Massen- 
erscheinungen befaßt, also mit Er- 
scheinungen, die an Gesamtheiten von 
vielen Objekten beobachtbar sind. 
Man kann die Statistik unterteilen in 
die beschreibende Statistik und in die 
beurteilende Statistik. 

Die beschreibende Statistik beschäftigt 
sich damit, empirisches Material über 
tZufallsgrößen zu sammeln und ge- 
eignet darzustellen. Meist handelt es 
sich darum, die Verteilung von 
tHäufigkeiten graphisch darzustellen 
(THistogramm) und durch Tstatisti- 
sche Lagemaße und fstatistische 
Streuungsmaße zu charakterisieren. 
Das statistische Material entstammt 
einer Stichprobe, welche Auskunft 
über die Verteilung der untersuchten 
Merkmale in der Grundgesamtheit ge- 
ben soll. Die Aufgabe der beurteilen- 
den Statistik besteht nun darin, aus 
dem statistischen Material Rückschlüs- 
se auf die Grundgesamtheit zu ziehen. 
Diese Rückschlüsse sind immer mit 
einer gewissen Unsicherheit behaftet, 
so daß die Aussagen der beurteilenden 
Statistik stets Wahrscheinlichkeitsaus- 
sagen sind. Das wesentliche Hilfsmittel 
der beurteilenden Statistik ist also die 
T Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wich- 
tige Aufgaben der beurteilenden Stati- 
stik sind das ?tSchätzen von Wahr- 
scheinlichkeiten und das ?! Testen von 
Hypothesen. 

statistische Lagemaße: Die zur Be- 
schreibung der Häufigkeitsverteilung 
in Meßreihen und statistischen Erhe- 
bungen dienenden Kennzahlen be- 
zeichnet man als statistische Lage- 
maße (Lageparameter). Die wichtigsten 
statistischen Lagemaße sind ?Mittel- 
werte (Tarithmetisches Mittel, ?Zen- 
tralwert; vgl. auch tQuantil). Zuwei- 
len benutzt man auch den häufigsten 
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Wert als Lagemaß. Bei statistischen 
Lagemaßen spricht man auch oft von 
Kenngrößen einer Häufigkeitsvertei- 
lung. Sie bilden zusammen mit den 
Tstatistischen Streuungsmaßen die 
Parameter der Verteilung. 

statistische Streuungsmaße: Die zur 
Beschreibung der Abweichung der 
Häufigkeiten in einer Meßreihe oder 
in einer statistischen Erhebung von ei- 
nem ?tMittelwert dienenden Kennzah- 
len bezeichnet man als statistische 
Streuungsmaße (Streuungsparameter). 
Beispiele für statistische Streuungsma- 
Be sind tVarianz und tStandard- 
abweichung, ferner die Spannweite 
(Abstand zwischen kleinstem und größ- 
tem Wert) und der Abstand der Quar- 
tile (tQuantil). Ein statistisches Streu- 
ungsmaß und ein ?statistisches Lage- 
maß werden meist derart miteinander 
gekoppelt, daß die Streuung für das 
gewählte Lagemaß den kleinsten Wert 
annimmt. Beispielsweise hat die Funk- 
tion 


daher gehört zum arithmetischen Mit- 
tel (Lagemaß) die Varianz (Streuungs- 
maß). 

Steigung: Ist eine TStrecke AB in ei- 
nem kartesischen ? Koordinatensystem 
gegeben, dann nennt man den Quo- 
tient 





die Steigung der Strecke (Abb. 1). Die 
Steigung ist der Tangens des Stei- 
gungswinkels «&, also 


map tan 


(TTrigonometrie). Die Steigung einer 
Geraden ist die Steigung der Strecke 
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AB für zwei beliebige Punkte A, B der 
Geraden. Zwei Strecken oder Geraden 
sind zueinander Trechtwinklig, wenn 
das Produkt ihrer Steigungen —1 er- 
gibt (Abb. 1). 





Abb. I 


Unter der Steigung eines Funktions- 
graphen an der Stelle x, versteht man 
die Steigung der Tangente an den 
Graphen an dieser Stelle (T Ableitung). 
Stellenwertsystem (Positionssystem): 
System zur Darstellung von Zahlen 
durch Ziffern, bei denen der Wert der 
Ziffern von der Stelle abhängt, an wel- 
cher sie innerhalb der Zahl geschrie- 
ben ist. Das gebräuchlichste Stellen- 
wertsystem ist das Zehnersystem (Dezi- 
malsystem): 9732 bedeutet im Zehner- 
system 


9.10?+7-.10?+3-.101+2-10° 
=9.1000+7:100+3-10+2-1. 


Die Stufenzahlen 1, 10, 100, 1000, ... 
sind T Potenzen von 10. Mit Hilfe der 
Stufenzahlen „5, 180, 1050, ... (also der 
Potenzen 10-', 10”, 10°, ....) lassen 
sich auch TBruchzahlen (und Treelle 
Zahlen) im Zehnersystem darstellen 
(tSystembruchentwicklung). 

Neben dem Zehnersystem benutzt 
man häufig (z.B. bei internen Abläufen 
in elektronischen Rechnern) das Dual- 
system oder Binärsystem, wo die Stu- 
fenzahlen Potenzen von 2 sind. Sind 
die Stufenzahlen Potenzen von 2, 3, 4, 
5 usw., so spricht man vom 2er-Sy- 


Stellenwertsystem 


stem, 3er-System, 4er-System, Ser-Sy- 
stem usw., allgemein vom b-System, 
wenn b die Basis des Stellenwertsy- 
stems ist. Es ist 


(A, Q1_1...A42 41 Au) 
:=q,b"+a,_ıb""!+... 
+4,b?+a,b+ao, 


wobei die Ziffern ao, a1, Q>, ..., 4, aus 
{0,1,2,...,b—-1} stammen. Beim Zeh- 
nersystem verzichtet man auf den In- 
dex (10) 
Im Zusammenhang mit Computeran- 
wendungen wird häufig auch das He- 
xadezimalsystem (16er System) verwen- 
det, bei dem die Zahlen 10...15 mit 
den Buchstaben A...F bezeichnet 
werden. Es ist dann z.B. F3@9= 243. 
Beispiele: 
4532, =4-7°+5-.7°+3-7+2 
=1372+245+21+2=1640. 
1001109 =1-2°+0-2*+0.2? 
+1-2?+1-2+0 
=32+4+2=38. 
IXO1XI 
=9.12*+10-12° 
+0-12?+1-12+11 


=186624+17280+12+11 
=203927 

(X und XI sind Ziffern!) 
Die Umrechnung einer Zahl vom 
Zehnersystem in das b-System ge- 


schieht mit Hilfe fortgesetzter ?1Divi- 
sion (durch b) mit Rest: 

Beispiel 1: 1640 soll im 7er-System ge- 
schrieben werden. 


1640:7=234 Rest [2]+- Einerziffer 
234:7=33 Rest |3| + 7-Ziffer 
33:7=4 Rest [5] + 7?-Ziffer 
4:7=0 Rest [4] + 7?-Ziffer 
1640=234:7+[2] 

= (33.7+[3])-7+[2] 

= ((4-7+]5]))-7+[3))-7+[2] 

=[4]-7°+[5]-7°+3]-7+2], 


stereographische Projektion 


also 
1640 =4532 9. 
Kurzfassung: 


1640 : 7 


234 | 2 «- Einerziffer 
33 | 3 - 7-Ziffer 
4 | 5 «- 7?-Ziffer 
0 | 4 « 7°-Ziffer 


Beispiel 2: 97 soll im 2er-System ge- 
schrieben werden: 


97: 


m, o00o000—|N 





also 
97=1100001% 


Die schriftlichen Rechenverfahren sind 
wie im Zehnersystem auch im b-Sy- 
stem durchführbar. 

Beispiel 3: Im 7er-System soll 
2106%:321& berechnet werden; in der 
Rechnung wird der Index D) wegge- 
lassen: 


2106-321 
6324 
4215 
2106 


1006656 


(Die Rechnung beginnt mit „3 mal 6 
ist 249(=18), also 4 hin, 2 im Sinn“.) 
Es ist also 


210693210 = 10066569. 


Beispiel 4: Im Dreiersystem soll 
120219:21& berechnet werden; in der 
Rechnung wird der Index @) wegge- 
lassen: 
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12021:21=202 Rest 2 
112 


12 
00 


121 
112 


2 
Es ist also 


120219:21&=202@ Rest 28- 


Historische Bemerkungen: Um 2000 
v.Chr. wurde in Babylon im 60er-Sy- 
stem (Sexagesimalsystem) gerechnet, 
woher noch unsere Einteilung der Zeit 
stammt: 


1 Minute=60 Sekunden, 
l Stunde =60 Minuten 
=60? Sekunden. 


Auch die Gradeinteilung der ? Winkel 
geht auf dieses System zurück: 


der Vollwinkel mißt 6-60 Grad, 
1 Grad=60 Sekunden. 


Das 20er-System wurde u.a. bei den 
Galliern benutzt, worauf noch das 
französische Zahlwort für 80 hinweist: 


quatrevingt(„vier(mal)zwanzig‘“). 


Das 12er-System ist an einigen noch 
heute bei uns benutzten Zahlenanga- 
ben zu erkennen: 


1 Dutzend=12 Stück 
1 Gros =12 Dutzend=12? Stück. 


Die Darstellung einer Zahl im 2er- 
System liegt der Trussischen Multipli- 
kation zugrunde. 

stereographische Projektion: Abbil- 
dung einer Kugelfläche mit Hilfe einer 
Zentralprojektion (? Projektion) auf ei- 
ne Ebene, wobei das Projektionszen- 
trum Z ein Punkt der Kugelfläche ist 
und die Ebene parallel zur Tangential- 
ebene in Z verläuft. In Abbildung 1 ist 
der Fall dargestellt, daß die Projek- 
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tionsebene die Kugel berührt; in die- 
sem Fall lauten die Abbildungsglei- 
chungen bezüglich der in Abbildung I 
eingetragenen Koordinatensysteme 








2r 
re 
2r 
N rer ” 


mit x?+y?+(z-r)?=r:. 





Abb. 1: Stereographische Projektion 
(Z: Projektionszentrum) 


Die stereographische Projektion ist 
winkeltreu, d.h. Linien auf der Kugel- 
fläche und ihre Bildlinien in der Ebe- 
ne schneiden sich unter dem gleichen 
Winkel. Ein Kreis auf der Kugelflä- 
che, der nicht durch das Projektions- 
zentrum Z geht, wird in einen Kreis 
in der Ebene abgebildet. Ein Kreis 
durch Z wird dagegen in eine Gerade 
transformiert. Die Meridiane (Groß- 
kreise) durch ein Punktepaar der Ku- 
gelfläche werden im allgemeinen in 
ein (elliptisches) Kreisbüschel abgebil- 
det. 

Stereometrie: Veraltete Bezeichnung 
für „räumliche Geometrie“. Insbeson- 
dere befaßt sich die Stereometrie mit 
Größenbeziehungen an geometrischen 
Körpern. Vgl. auch ? Planimetrie. 


Stetigkeit 


Stetigkeit. Es sei f eine ?Funktion, 
deren tDefinitionsmenge D(f) und 
tBildmenge B(f) Teilmengen von R 
sind. Es sei ferner I ein toffenes Inter- 
vall, /ED(f) und x,el. Die Funktion 


f heißt an der Stelle x, stetig, wenn 


lim f(x)=f(xo). () 

XOXO 
Dieser TGrenzwert muß also existie- 
ren und gleich dem Funktionswert an 
der Stelle x, sein. Insbesondere ist zu 
beachten, daß man von Stetigkeit oder 
Unstetigkeit nur an einer solchen 
Stelle x, sprechen kann, an der die 
Funktion definiert ist. 
Verwendet man statt des Grenzwerts 
den linksseitigen oder den rechtsseiti- 
gen Grenzwert (Teinseitiger Grenz- 
wert), dann benutzt man auch die Be- 
griffe linksseitig stetig bzw. rechtsseitig 
stetig. 
Möchte man den Begriff des Grenz- 
werts für Funktionen vermeiden, so 
kann man die Stetigkeit einer Funk- 
tion f an der Stelle x, auch mit Hilfe 
des Grenzwerts von TFolgen aus- 
drücken: Genau dann ist f an der 
Stelle x, stetig, wenn für jede Folge 
<(x„» aus J mit lim x„=xo auch 


n> 0 


lim foW)=f(Xo) (2) 
gilt. Man kann die Stetigkeit von f an 
der Stelle xo auch folgendermaßen 
ausdrücken: Für jedes 2>0 gibt es ein 
ö>0 derart, daß 


FR)-FRo)i<e 


für alle xeI mit |x—xol<ö. (3) 


In dieser Form kann man die Stetig- 
keit einer Funktion sehr anschaulich 
interpretieren: Liegt x nahe bei xo, so 
liegt f(x) nahe bei f(xo); geringe Än- 
derungen der Variablen haben auch 
nur geringe Änderungen der Funk- 
tionswerte zur Folge (Abb. 1). 


Stetigkeit 





Abb. 1: Stetigkeit einer Funktion 


Ist f an jeder Stelle aus dem Intervall 
I stetig, so heißt f auf I stetig. Den 
Graph einer auf / stetigen Funktion 
kann man sich „ohne abzusetzen“ ge- 
zeichnet denken; diese anschauliche 
Vorstellung wird jedoch dem Begriff 
der Stetigkeit nicht voll gerecht, da es 
stetige Funktionen gibt, deren Graph 
man nicht zeichnen kann (vgl. Beispiel 
4). Ist f auf I stetig, so hängt die Zahl 
ö aus (3) im allgemeinen sowohl von & 
als auch von x, ab. Ist ö nicht von xo 
abhängig, so heißt f gleichmäßig stetig 
auf dem Intervall /. Eine auf einem 
beschränkten und abgeschlossenen In- 
tervall stetige Funktion ist dort auch 
gleichmäßig stetig. 





Abb. 2 
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Man kann die Stetigkeit auch mit Hil- 
fe des Begriffs der Umgebung defi- 
nieren, es handelt sich dabei jedoch 
nur um eine Umformulierung von (3): 
Die Funktion f heißt stetig an der 
Stelle x,, wenn zu jeder e-Umgebung 
von f(xo) eine ö-Umgebung von xo 
existiert, deren Bild unter f ganz in 
der vorgegebenen &e-Umgebung von 
S(xo) liegt (Abb. 2). 

Beispiel 1: Die Funktion f: x>Vx ist 
stetig an der Stelle 7; denn für 
xe]6, 8[ gilt 


1x7 7| |x—7| 
. u Vr+y7 Very“ 


Ix-7I<ö mit 6:=(V6+YT)-e 


Die Funktion f ist auf ihrer gesamten 
Definitionsmenge {xeR|x20} stetig. 
Beispiel 2: Die Funktion f: x—>[x] 
(Ganzteilfunktion) ist unstetig an der 
Stelle 7, denn 
lim f(x)= 


x>7 


6 und lim f(x)=]7; 


x“+7* 

diese einseitigen Grenzwerte stimmen 
nicht überein, also existiert der Grenz- 
wert lim f(x) nicht. Die Ganzteilfunk- 


x-7 
tion ist stetig auf jedem Intervall, wel- 
ches keine ganze Zahl enthält. 
Beispiel 3: Die Funktion 


5[yx] 


rs 


mit D(f)=R; ist an den Stellen 
xoeN unstetig (Abb. 3). Sie ist stetig 
auf jedem Intervall, welches keine 
ganze Zahl enthält. 

Beispiel 4: Die Funktion f sei auf 


1 
-—. | definiert durch (vgl. Abb. 4) 
nn 





für x#0, 


0 für x=0. 









. 1 
y=xsin— 
: x 


Abb. 4 


11 
Die Funktion f ist auf -- | stetig, 
nn 


insbesondere ist sie an der Stelle 0 
stetig, da 


l 
lim x sin —=0. 
xo0 
Beispiel 5: Die Dirichlet-Funktion (nach 
P.G. Lejeune-Dirichlet, 1805-1859) 


0, 
$: = 


mit D(fJ=R oder D(f)=[a,b] ist an 
jeder Stelle ihrer Definitionsmenge un- 
stetig; denn in jeder Umgebung einer 
rationalen Zahl liegt eine irrationale 
Zahl, und in jeder Umgebung einer 
irrationalen Zahl liegt eine rationale 
Zahl. 


falls x irrational ist, 
falls x rational ist, 


Stetigkeit 


Beispiel 6: Im folgenden wird eine 
Funktion f definiert, von deren Graph 
man sich keinerlei Vorstellung ma- 
chen kann, deren Unstetigkeitsstellen 
man aber alle angeben kann: Es sei 
eine Abzählung (Numerierung) von 
]0, 1[Nn@ gegeben, also 


JO, IInQ= {rı, r2, 3, ...}. 


(Die Menge der rationalen Zahlen ist 
fabzählbar). Auf ]0,1I[ wird eine 
Funktion f durch 


l 
rısx 2' 
definiert; die Summierung erstreckt 
sich also über alle ieN, für welche die 
rationale Zahl r; nicht größer als x ist. 
Die Funktion f ist unstetig an jeder 
rationalen Stelle r,, denn für jedes x 
mit O<x<r; gilt 


l 
Fr SWSF- 


An jeder irrationalen Stelle ist f ste- 
tig: Es sei xEe]0, IE\Q und &>0. 
Dann gibt es ein neN mit 


ö= min |xo-ril, 
1sisn 
so gilt für alle xe JO, I[ mit |x—xo|<ö 
die Ungleichung 


[p,0] 


KR)-S&o)ls % 

ien+l 
Beispiel 7: Jedes xe]0,1I[ sei als 
Zweierbruch geschrieben (?System- 
bruchentwicklung), wobei keine Ei- 
nerperioden auftreten sollen ((0,1001)& 
=(0,101)o). Deutet man die Ziffern 
von x im Vierersystem, so ist dadurch 
eine Funktion auf ]0, I[ definiert: 


se 


}: (0, Zı Z223 Jo (0, Zı Z223 8 


Stetigkeit 


Beispielsweise wird 75 auf #% abgebil- 
det, denn 


15 = (0,1001) 
und 

65 _ 

235 = (0,1001)@- 
Genau dann ist f an der Stelle xo 
unstetig, wenn %o=, mit i,neN. 


Schreibt man die Zahlen xe]0, I[ als 
nicht-abbrechende Zweierbrüche (also 
0,1001111111...=0,1001 statt 0,101), 
dann erhält man eine auf ]0, I[ stetige 
Funktion. 

Die Struktursätze für stetige Funktio- 
nen besagen, daß Summe, Produkt 
und Verkettung zweier stetiger Funk- 
tionen ebenfalls stetig sind und daß 


1 
die Kehrfunktion 7 sowie die ? Um- 


kehrfunktion f ! einer stetigen Funk- 
tion f ebenfalls stetig sind, sofern diese 
Funktionen existieren. Genauer gilt: 

l) Sind die Funktionen f und g an 
der Stelle xoeD(f)ND(g) stetig, dann 
ist auch f+g an der Stelle x, stetig. 
Dies erkennt man anhand der Umfor- 
mung 


(HI) (+ E)IXo)) 
(FR) +ER)-F(Xo) 8x0) 
(FRI -FXo) HER) - EX). 


ei No) ( (x) —- /(X,)) 


‚S 
© 
| 
E 
80 
= 





m 


Abb. 5: Produkt stetiger Funktionen 


2) Sind die Funktionen f und g an 
der Stelle xvoeD(f)ND(g) stetig, dann 
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ist auch f-g an der Stelle x, stetig. 
Dies erkennt man anhand der folgen- 
den Umformung: 


(FIR) -(F-EIXo)) 
= (FR) ER) -FXo) 8(Xo)) 
= (ER) - 8X) 

+8 Ko FI -F(X0)) 


(vgl. Abb. 5). 

Da die konstanten Funktionen offen- 
sichtlich stetig sind, ist für aeR mit f 
auch af stetig; insbesondere ist dann 
-f(=(-1)f)) stetig. Aus 1) folgt 
dann, daß auch die Differenz stetiger 
Funktionen stetig ist, denn f-g=f+ 
(-g). 3) Ist f an der Stelle x, und g an 
der Stelle f(x.) stetig, dann ist die 
t Verkettung gof an der Stelle x, ste- 
tig. Dabei ist vorausgesetzt, daß f(xo) 
in der Definitionsmenge von g liegt. 
Im folgenden ist der Beweis dieser 
Kettenregel für stetige Funktionen an- 
gedeutet: Zu jedem &>0O gibt es ein 
&>0 mit 


sw) -gWwo)l<e für |y-yol<E& 


(wobei yo:=f(xo) ist). Zu diesem E>0 
gibt es ein ö>0 mit 
FR)-FXo)l<E 


Also gibt es zu jedem &>0O ein ö>0 
mit 


SFR) -glFXo)|<eE 


für |x—xo|<ö (vgl. Abb. 6). 
4) Ist die Funktion f an der Stelle xo 


für |x—-xo|l<ö. 


. : 1 
stetig, dann ist auch — an der Stelle 
xo stetig, sofern x, zur Definitions- 


1 
menge von 7 gehört, d.h. sofern 


S(xo)+0. Zum Nachweis dieser Be- 
hauptung benutzt man die Umfor- 
mung 

I 1 _ Sof), 

SS) fo) FRI FRo) 
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ferner benötigt man die Tatsache, daß 
wegen der Stetigkeit von f an der 
Stelle x. mit f(xo)#0 eine Umgebung 


U(xo) existiert mit 
f)+0 füralle xeU(x)). 


e-Umgebung eu 
von g(f(Xo)) 







&-Umgebung 
von f(Xo) 


ö-Umgebung” x%o 


von Xo 


Abb. 6: Kettenregel für stetige Funktionen 


Mit 2) folgt, daß der Quotient stetiger 
Funktionen stetig ist, denn es ist 

| 

==f.-., 

8 & 
5) Ist f stetig an der Stelle x, und 
umkehrbar in einer Umgebung von 
xo, dann ist die Umkehrfunktion f ' 
an der Stelle f(x.) stetig (Abb. 7). 




















x CC 4, 4 
I, 
Yo CHE y=fS(x) 
u 


ZA, 4 
Yo x x 








Abb. 7: Umkehrfunktion einer stetigen 
Funktion 


Stetigkeit 


Aus der Stetigkeit der konstanten 
Funktionen 


a:x>a (aeR) 


und der identischen Funktion 
id: xt>x 


folgt wegen 1) und 2) die Stetigkeit 
aller t Polynomfunktionen 


xra,X"+a,_ 1X" I+..+a1X+00 


auf IR. Hieraus und aus 4) erhält man 
die Stetigkeit der Trationalen Funk- 
tionen 


p(x) 
ro. 
q(x) 
wobei p und q Polynome sind; eine 
rationale Funktion ist auf ihrer ge- 
samten Definitionsmenge stetig. (Nicht 
zur Definitionsmenge gehören die 
Nullstellen des Nennerpolynoms _gq.) 
Aus 5) folgt die Stetigkeit der TWur- 
zelfunktionen 


xrrh/x (neN) 


in ihrer Definitionsmenge Rö. Ge- 
meinsam mit 4) erhält man schließlich 
die Stetigkeit jeder Funktion, die 
durch Addieren, Multiplizieren und 
Verketten von rationalen Funktionen 
und Wurzelfunktionen entsteht. Die 
Stetigkeit der Funktion 





auf ihrer Definitionsmenge folgt also 
unmittelbar aus den Struktursätzen. 
Beweist man die Stetigkeit der Sinus- 
funktion 


xt>sinx 


auf RR, dann folgt aus den Struktursät- 
zen die Stetigkeit aller Ttrigonome- 
trischen Funktionen (sin, cos, tan, cot) 
und ihrer Umkehrfunktionen (Arkus- 


Steuerfunktion 


funktionen). Aus der Stetigkeit der 
t Exponentialfunktion 


x e* 


(e TEulersche Zahl) erhält man die 
Stetigkeit aller Exponentialfunktionen 
x>b* (b>0), aller Logarithmusfunk- 
tionen und aller ?t Potenzfunktionen 
mit reellen Exponenten. Durch Addie- 
ren, Multiplizieren, Verketten, Um- 
kehren usw. entstehen aus 


den konstanten Funktionen, 
der identischen Funktion, 
der Sinusfunktion, 

der Exponentialfunktion 


die Telementaren Funktionen. Auf- 
grund der Struktursätze sind also alle 
elementaren Funktionen in ihren Defi- 
nitionsmengen stetig. 

Eine speziellere Form der Stetigkeit 
ist die Lipschitz-Stetigkeit (? Lipschitz- 
Bedingung). Zur Unterscheidung von 
dieser nennt man die hier beschriebe- 
ne Stetigkeit oft auch Cauchy-Stetig- 
keit (nach A.L. Cauchy, 1789-1857). 


lim f=0 





Abb. 8 


Die Stetigkeit von Funktionen zweier 
Veränderlicher wird mit Hilfe der Ab- 
standsdefinition 


d((x, y)» (Xo, yo)) 
:=V (x X)? + Yo)” 
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erklärt (Tmetrischer Raum), entspre- 
chend verfährt man bei Funktionen 
mit mehr als zwei Veränderlichen. Die 
Funktion mit der Funktionsgleichung 
z=f(x, y) ist an der Stelle (xo, yo) also 
genau dann stetig, wenn für jede Fol- 
ge <(Xn, Yn)» von Punkten, die gegen 
den Punkt (xo, yo) strebt, die Bezie- 
hung 


lim f On, yn=f(Xo, Yo) 
gilt. 
Beispiel 8: Die Funktion 


x 
—— für (,W+I0,0), 
Ss, I) >IVx?+y? 


0 für (x, y)=(0,0) 


ist an der Stelle (0,0) nicht stetig, 
denn bei Annäherung an (0, 0) entlang 
der Koordinatenachsen ergeben sich 
verschiedene Grenzwerte (Abb. 8). 

Steuerfunktion. Die Einkommensteu- 
ern können durch Kurven (Funk- 
tionsgraphen) beschrieben und in 
Steuertabellen angegeben werden, wo- 
bei der zu versteuernde Betrag in der 
Regel auf den nächsten durch 54 ohne 
Rest teilbaren vollen Deutsche-Mark- 
Betrag abgerundet wird. Die Steuer- 
funktion wird gesetzlich festgelegt. 

Beispiel: Auf Seite 583 ist ein Auszug 
aus dem Einkommensteuergesetz aus 
dem Jahre 1981 angegeben. Die Werte 
der Steuerfunktion s werden darin ge- 
mäß dem 1Horner-Schema berechnet. 
Stellt man s als Funktion von x=Ein- 
kommen in DM dar, so muß man 
in Punkt3 die Variable y durch 
x — 18000 


10000 
z durch en 
10000 
dung 1 ist die Steuerfunktion s darge- 
stellt. Abbildung 2 zeigt den Graph 
der Durchschnittssteuerfunktion d mit 


und in Punkt 4 die Variable 


ersetzen. In Abbil- 


583 Steuerfunktion 


Steuerfunktion s 





4212 18000 60000 130000 


Abb. 1: Einkommensteuer 






Spitzensteuersatz s’(x) 







50% 
40% 


30% d(x) Durchschnittssteuersatz 





20% 
10% 


4212 18000 60000 130000 


Abb. 2: Durchschnitts- und Spitzensteuersatz 


Auszug aus dem Einkommensteuergesetz von 1981 


8&32a Einkommensteuertarif 


(1) Die tarifliche Einkommensteuer bemißt sich nach dem zu versteuernden 
Einkommen. Sie beträgt vorbehaltlich der $$32b, 34 und 34b jeweils in Deutsche 
Mark 


t: 
2. 


3 


für zu versteuernde Einkommen bis 4212 Deutsche Mark (Grundfreibetrag): 0; 
für zu versteuernde Einkommen von 4213 Deutsche Mark bis 18000 
Deutsche Mark: 0,22x — 926; | 

für zu versteuernde Einkommen von 18001 Deutsche Mark bis 59999 
Deutsche Mark: 


<[@,05 y— 73,76) y+ 695] y+2200) y+ 3034; 


. für zu versteuernde Einkommen von 60000 Deutsche Mark bis 129999 


Deutsche Mark: 
<[(0,09 z — 5,45) z+ 88,13] z+ 5040) z+ 20018; 


Stichprobe 584 


5. für zu versteuernde Einkommen von 130000 Deutsche Mark an: 
0,56x — 14837. 


„x“ ist das abgerundete zu versteuernde Einkommen. „y“ ist ein Zehntausendstel 
des 18000 Deutsche Mark übersteigenden Teils des abgerundeten zu versteuern- 
den Einkommens. „z“ ist ein Zehntausendstel des 60000 Deutsche Mark über- 
steigenden Teils des abgerundeten zu versteuernden Einkommens. 

(2) Das zu versteuernde Einkommen ist auf den nächsten durch 54 ohne Rest 
teilbaren vollen Deutsche-Mark-Betrag abzurunden, wenn es nicht bereits durch 
54 ohne Rest teilbar ist. 

(3) Die zur Berechnung der tariflichen Einkommensteuer erforderlichen Rechen- 
schritte sind in der Reihenfolge auszuführen, die sich nach dem Horner-Schema 
ergibt. Dabei sind die sich aus den Multiplikationen ergebenden Zwischenergeb- 
nisse für jeden weiteren Rechenschritt mit drei Dezimalstellen anzusetzen; die 
nachfolgenden Dezimalstellen sind fortzulassen. Der sich ergebende Steuerbetrag 


ist auf den nächsten vollen Deutsche-Mark-Betrag abzurunden. 


d= und der Spitzensteuerfunk- 
tion s’(x) (TAbleitung). Die Zahl d(x) 
gibt an, welchen Anteil des Einkom- 
mens x man als Steuern zahlen muß. 
Die Zahl s’(x) gibt an, welchen Anteil 
jeder zusätzlich verdienten Mark man 
als Steuern abführen muß, wenn das 
Eınkommen die Höhe x hat. 
Stichprobe. Führt man das zu einem 
t Zufallsversuch gehörige Experiment 
n-mal aus, so spricht man von einer 
Stichprobe vom Umfang n oder von ei- 
ner Zufallsversuchsreihe der Länge n. 
Die Gesamtheit aller möglichen 
Stichproben vom Umfang n heißt 
Stichprobenraum der Dimension n zum 
gegebenen Zufallsversuch. Zuweilen 
benutzt man die Bezeichnung Stich- 
probenraum auch für die Menge Q al- 
ler möglichen Ausfälle eines beliebi- 
gen Zufallsversuchs. 

Stirlingsche Formel (nach J. Stirling, 
1692-1770). Die Stirlingsche Formel 
dient zur Berechnung von n! (tFakul- 
tät) für große Werte von n. Die ein- 
fachste Form der Stirlingschen Formel 
ıst 


n!xzy2rnn (-). 


wobei rn die Kreiszahl (n=3,14...) und 
e die tEulersche Zahl (e=2,71...) ist. 
In dieser Form geht die Formel auf 
J. Stirling zurück. Sie bedeutet, daß 


n! 
lim ——— =1 


2 y2nn (2) 


ist. Bessere Approximationen sind 


er) 


12n 
und 


MN I. 
n!x/ nn —| eim, 
ce 


Für n=12 ergibt die rechte Seite auf 
dem Taschenrechner den gerundeten 
Wert 479002370 (hierbei ist 12!= 
479001600); es liegt also ein relativer 
Fehler von 0,0000016 vor. 

Stirling-Zahlen (nach J. Stirling, 1692 
bis 1770). Die Stirling-Zahl S(n,r) be- 
zeichnet die Anzahl der r-gliedrigen 
Partitionen (Zerlegungen) einer n-ele- 
mentigen Menge, also die Anzahl der 
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unterschiedlichen Möglichkeiten, eine 
Menge mit n Elementen in r nichtlee- 
re Teilmengen zu zerlegen. Beispiels- 


5 
weise ist $S(5,3)=25; denn es gibt (,) 


=10 Partitionen von {1,2,3,4,5} der 
Form 


{a,b,c}u{d} u {e} 


und 5-3=15 Partitionen von {l, 2, 3, 
4,5} der Form 


{a,b} u {c,d} ufe}. 
Die Zahl 
o(n,r):=r!S(n,r) 


gibt die Anzahl der surjektiven Abbil- 
dungen einer n-Menge auf eine r-Men- 
ge an. Es gilt 


on,n= ID )R, 
Kai k 
woraus sich auch eine Formel für 
S(n,r) ergibt. 
Mit S(0,0)=1, S(n,0)=S(0,r)=0 für 
n,reN kann man die Stirling-Zahlen 
mit Hilfe der Rekursion 


S(n+1,r)=S(n,r—1)+r-S(n,r) 
berechnen. Es gilt 


B,= ), Sin, k), 

k=0 
wobei B, die t Bell-Zahlen sind. 
Die Zahlen S(n,r) heißen genauer die 
Stirling-Zahlen 2. Art; als Stirling- 
Zahlen 1. Art bezeichnet man diejeni- 
gen Zahlen s(n,r), die durch s(0,0)=1, 
s(n,0)=s(0,r)=0 für nreN und die 
Rekursion 


s(tn+1,r)=s(n,r— l)—n-s(n,r) 


festgelegt sind. 

Stochastik: Dieser Begriff wurde 
früher im Sinne von ?Zufallsgröße 
verwendet. Heute bezeichnet man da- 
mit die mathematischen Teilgebiete der 


stochastische Prozesse 


t Wahrscheinlichkeitsrechnung und der 
1 Statistik. 

stochastisch, gleichbedeutend mit 
„zufällig“; eine stochastisch verteilte 
Größe ist also eine „zufällig verteilte 
Größe“ (tZufallsgröße). Sind bei ei- 
nem Versuch verschiedene Ausfälle 
möglich, so heißt der Versuch sto- 
chastisch (tZufallsversuch). Dagegen 
heißt ein Versuch deterministisch, 
wenn sein Ausfall durch die Versuchs- 
bedingungen eindeutig bestimmt (de- 
terminiert) ist. Vielfach hängt es von 
der vorgeschriebenen Genauigkeit der 
Messungen ab, ob ein physikalischer 
Versuch als stochastisch oder determi- 
nistisch angesehen werden muß. 
stochastische Matrix: Eine 1 Matrix, 
deren Elemente reelle Zahlen aus dem 
Intervall [0;1] sind und deren Zeilen- 
summen sämtlich gleich 1 sind, be- 
zeichnet man als stochastische Matrix. 
Beispielsweise ist 


0,4 0,1 0,1 0,4 
0 0,5 0,2 0,3 
08 0 02 0 


eine stochastische Matrix. Matrizen 
dieser Art treten als Übergangsmatri- 
zen bei ?stochastischen Prozessen auf. 
Sind auch die Spaltensummen sämt- 
lich gleich 1, so heißt die Matrix 
doppelstochastisch. 

stochastische Prozesse (zufällige 
Prozesse): Folgen von tZufallsversu- 
chen. Sie lassen sich beschreiben 
durch ein System, welches verschiede- 
ne Zustände Z,,Z;,... annehmen 
kann, und Übergangswahrscheinlich- 
keiten p;,. In jeder Stufe des Prozesses 
geht das System mit der Wahrschein- 
lichkeit p;; in den Zustand Z, über, 
falls es vorher im Zustand Z, war. 
Sind die Übergangswahrscheinlichkei- 
ten p;; durch die beiden Zustände Z, 
und Z, eindeutig bestimmt, so spricht 


Strahlensätze 


man von einer TMarkoff-Kette. Der 
stochastische Prozeß im folgenden 
Beispiel ist keine solche Markoff-Ket- 
te, denn die Übergangswahrscheinlich- 
keiten sind nicht eindeutig durch die 
Zustände bestimmt, sondern hängen 
davon ab, wie die Zustände zustande- 
gekommen sind. 

Beispiel: Aus einer Urne mit 5 weißen 
und 5 schwarzen Kugeln werden 
nacheinander (etwa jede Sekunde eine) 
Kugeln gezogen. Es sei Z, der Zu- 
stand, daß die Differenz der Zahl der 
weißen und der Zahl der schwarzen 
Kugeln i beträgt. beträgt. Es sind also 
die Zustände Z_,,2_.,..,262n.-; 


Z; möglich. Die Übergangsmöglichkei- 
ten sind in Abbildung 1 dargestellt. 





Die Übergangswahrscheinlichkeit ps3 
beispielsweise hängt davon ab, auf 
welche Art das System in den Zustand 
Z, geraten ist. In Abbildung 2 sind 
alle Möglichkeiten dargestellt. 





Zustand Z, Pa; ———- Zustand Z, 
eoo ’ e 209 
2 ı—,°52 


oo 

00 

O0 
+ 


Abb. 2 


(Vgl. auch 1 Poisson-Prozeß, mehrstu- 
figer Zufallsversuch.) 
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Strahlensätze. Werden zwei von ei- 
nem Punkt S ausgehende Strahlen 
(Abb. 1) oder zwei sich in S schnei- 
dende Geraden (Abb. 2) von paralle- 
len Geraden in den Punkten A und B 
bzw. A’ und B’ geschnitten, dann gilt 


SA:SA'=SB:SB' (1) 
AB: AB'=SA:SA'. (2) 


Die Aussage unter (1) bildet den 
unter 


1. Strahlensatz, die (2) den 


2. Strahlensatz. 





Abb. I 





Abb. 2 


Das Streckenverhältnis SA:SA’ ist da- 
bei diejenige Zahl k, für welche SA 
=k-SA’ gilt. 

Zum 1. Strahlensatz gilt auch die Um- 
kehrung, d.h. aus (1) kann man auf die 
Parallelität der Strecken AB und 
A'B' schließen. Die Umkehrung des 
2. Strahlensatzes gilt nicht. 

Eine sehr wichtige Anwendung des 
l. Strahlensatzes ist die t Teilung einer 
Strecke in einem vorgegebenen Ver- 
hältnis. 

Mit Hilfe des 1. Strahlensatzes kann 
man zwei Zahlen a,b, welche (wie in 
Abbildung 3) als Streckenlängen gege- 
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ben sind, graphisch miteinander multi- 
plizieren. 








1) As 


Abb. 3: Graphische Multiplikation 


Strecke: Die Menge der Punkte der 
Verbindungsgeraden zweier Punkte A 
und B, welche zwischen A und B lie- 
gen (tAxiome der Geometrie), heißt 
Strecke mit den Endpunkten A und B. 
Die Strecke bezeichnet man mit AB, 
die Länge von AB mit AB. Ist bezüg- 
lich eines kartesischen ? Koordinaten- 
systems in der Ebene 


A=(x4,)A) und B=(x5, y»), 
dann gilt 

AB=Y(x, — Xp)” +(ya- Ya). 
Analog gilt im Raum 








AB=V(xa—XB)? +(ya- Ya)? +(za- zu)”. 
Diese Formeln erhält man mit Hilfe 
des Satzes von ? Pythagoras. 
Struktogramm. Ein Struktogramm 
stellt ähnlich wie ein 1 Flußdiagramm 
die Ablaufstruktur eines t Algorithmus 
graphisch dar. Mit Hilfe logischer 
Symbole wird die Abfolge der Schritte 
eines Algorithmus beschrieben. Im fol- 
genden werden die dabei verwendeten 
Symbole vorgestellt, außerdem werden 
die entsprechenden Sprachkonstruk- 
tionen in TPASCAL und TBASIC 
angegeben. 

a) Einfache Anweisung 


Variable:= Ausdruck 


(Es folgen eine oder mehrere einfache 
Anweisungen.) 





Struktogramm 


PASCAL: 

Variable:= Ausdruck 
BASIC: 

10 LET Variable= Ausdruck 
b) Ein- und zweiseitige Auswahl 


Ian U sen 


Ja-Anweisung 


PASCAL: 
IF Ausdruck 

THEN JA-Anweisung 
ELSE Nein-Anweisung 

BASIC: 

10 IF Ausdruck THEN 40 

20 Nein-Anweisung 

30 GOTO 50 

40 Ja-Anweisung 

HM 

c) Mehrfache Auswahl 


Nein-Anweisung 





1 


2 Anweisung 


PASCAL: 
CASE Ausdruck OF 
Fall 1: Anweisung 1; 
Fall 2: Anweisung 2; 
Fall 3: Anweisung 3; 
END; 
BASIC: 
10 ON Variable GOTO 110, 120, 130 


110 Anweisung | 
120 Anweisung 2 


130 Anweisung 3 
d) WHILE-Schleife 


a Anweisung(en) 


Struktogramm 


PASCAL: 

WHILE Ausdruck DO Anweisungf(en); 

oder (als Zählschleife) 
FOR...TO...DO Anweisungf(en); 

BASIC: 

100 REM WHILE 

110 IF Ausdruck THEN 120 

115 GOTO 150 

120 Anweisung 


140 GOTO 100 

150 REM ENDE WHILE 

oder 
100 REM WHILE 
110 IF Nicht-Ausdruck THEN 150 
120 Anweisung 


140 GOTO 100 
150 REM ENDE WHILE 


oder (als Zählschleife) 
FOR...TO... 


NEXT 
e) REPEAT-Schleife 


Anweisung(en) 


PASCAL: 
REPEAT Anweisung(en) 
UNTIL Ausdruck 
BASIC: 


100 REM REPEAT 
110 Anweisung 


140 IF Ausdruck THEN 150 
145 GOTO 100 
(oder 140 IF Nicht-Ausdruck 
THEN 100) 
150 REM ENDE REPEAT 
f) Ein- und Ausgabeanweisungen 


READ(...) bzw. WRITE(...) 


PASCAL: 
READ(...), WRITE(...) bzw. 
READLN(...), WRITELN(...) 
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BASIC: 
INPUT... bzw. PRINT... 


Das Struktogramm in Abbildung 1 ist 
ein Beispiel für ein einfaches Prim- 
zahlprogramm. Der Vergleich mit 
dem !Flußdiagramm zeigt die jeweili- 
gen Vorteile: Das Struktogramm ist 
übersichtlicher, das Flußdiagramm ist 
leichter zu verändern. 


VARN,T, P: INTEGER 


WRITE (‚Bis zu welcher Zahl N sollen 
Primzahlen ausgedruckt werden?‘) 


READ(N) 


WRITE); T:=1; P:=3 


UNTIL T/POR T«T>P 


een 


P:=P+2; 


WRITE(P) 
Tı=1 


Abb. 1: Primzahlprogramm 


Übersetzung des Struktogramms in 
PASCAL: 

VAR N, T, P:INTEGER; 

BEGIN 

WRITELN (‚Bis zu welcher Zahl N 
sollen Primzahlen ausgedruckt 
werden?); 

READLN(N); 

IF N22 THEN BEGIN 
WRITEß); Tı=1; Pı=3; 
WHILE P<N DO 

BEGIN 
REPEAT T:=T+2 
UNTIL (PMODT=0) 
OR (T:-T>P); 
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IF T:-T>P 
THEN WRITE(P); 
P:=P+2; Tı=]; 
END; 
END; 
END. 


Übersetzung des Struktogramms in 
BASIC: 
10 REM VAR N, T, P: INTEGER 
20 PRINT „Bis zu welcher Zahl N 
sollen Primzahlen ausgedruckt 
werden?“ 

30 INPUT N 

40 IF N22 THEN 60 

50 GOTO 250 

60 PRINT 2, 

70 LET T=1 

80 LET P=3 

90 REM WHILE 

100 IF P<N THEN 120 

110 GOTO 240 

120 REM UNTIL 

130 LETT=T+2 

140 IF P/T=INT (P/T) THEN 170 
150 IF T«T>P THEN 170 

160 GOTO 120 

170 REM ENDE UNTIL 

180 IF T+* T>P THEN 200 

190 GOTO 210 
200 PRINT P, 
210 LETP=P+2 
220 LET T=1 
230 GOTO 90 
240 REM ENDE WHILE 
250 END 


Student-Verteilung (t-Verteilung): Ist 
X eine normalverteilte Zufallsgröße 
(t Normalverteilung) mit den Parame- 
tern u (Erwartungswert) und o (Stan- 
dardabweichung), und sind ferner 
X,,Xa,...,X,„ unabhängige Kopien 
von X, dann ist die Mittelwertgröße 


n 


X:=- ) X; normalverteilt mit den 
ne 
i= [03 — 
Parametern u und — (Yn-Gesetz). 
n 


Student-Verteilung 
Also ist die Zufallsgröße 


X-u r 
o m 





normalverteilt mit den Parametern 0 
und I (standardnormalverteilt). Kennt 
man den Parameter o nicht, so muß 





o : 
man — durch ersetzen, wobei 


Ss 
Vn Vn-1 
S?=E((X - X;)?) 
gilt (Terwartungstreue Schätzgröße). 
Die Zufallsgröße 


_ATU 


Tı= -Vn-| 
N 
_(X-WVn Vn-1 
g ns? 


o? 


ist bis auf den Faktor Yn-1 der 
Quotient aus einer standardnormal- 
verteilten Zufallsgröße und der Wur- 
zel aus einer x?-verteilten Zufallsgröße 
(tChi-Quadratverteilung) mit n-I 
Freiheitsgraden. Ist nun allgemein U 
eine standardnormalverteilte Zufalls- 
größe und Q, eine x?-verteilte Zufalls- 
größe mit k Freiheitsgraden, dann 
heißt die Verteilung der Zufallsgröße 


U 

T:=—-yYk 

V% 
eine t-Verteilung oder Student-Vertei- 
lung (nach dem Pseudonym „Student“ 
des britischen Statistikers W. Gosset, 
1876-1937) mit k Freiheitsgraden. Die 
Dichte der t-Verteilung ist 


a 
u u +7) E 
Vrkr(,) 


wobei T die ?!Gammafunktion be- 
deutet. 








d(x) 


Subnormale 


Subnormale: Die ?tNormale einer 
Kurve im Punkt P schneide die x- 
Achse im Punkt P’. Dann heißt die 
Projektion der Strecke PP’ auf die x- 
Achse die Subnormale der Kurve im 
Punkt P (Abb. 1). Schneidet die ? Tan- 
gente an die Kurve im Punkt P die 
x-Achse im Punkt P”, dann heißt die 
Projektion von PP” auf die x-Achse 
die Subtangente der Kurve im Punkt 
P (Abb. 1). 





Subnormale 


Subtangente 
Abb. 1 


Ist k der Graph einer Funktion f und 
ist P=(xo, f(xo)), dann hat die Sub- 





normale die Länge |f(xo) f'(xo)|, die 
Subtangente hat die Länge Fo) \ 
F'(&xo) 








Subtraktion: Das Subtrahieren („Ab- 
ziehen“) von Zahlen wird mit dem 


Minuszeichen „—“ beschrieben. Das 
Ergebnis einer Subtraktion heißt 
Differenz. In einer Subtraktionsauf- 


gabe a—b heißt a der Minuend und b 
der Subtrahend. 

Die Subtraktion einfacher Zahlen ist 
oft „im Kopf“ durchführbar, wenn 
man den Subtrahend geschickt zer- 
legt: 


185 — 96= 185 — 100+4=85+4=89. 


Bei der Subtraktion mehrerer Zahlen 
ist es oft zweckmäßig, erst die Minu- 
enden zu addieren und dann diese 
Summe zu subtrahieren: 
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347-19—-85—32— 105 
=347—-(19+85+32+ 105) 
=347—241=106. 


Zur Subtraktion größerer Zahlen be- 
nutzt man den ? Taschenrechner oder 
das folgende Verfahren zur schrift- 
lichen Subtraktion: Zunächst schreibt 
man den Minuenden_ stellengerecht 
unter den Subtrahenden. Dann er- 
gänzt man ziffernweise den Minuen- 
den zum Subtrahenden. wobei man 
mit der Einerziffer beginnt. Dabei er- 
geben sich in der Regel Ziffernübertra- 
gungen, wie das erste Beispiel in Ab- 
bildung 1 zeigt. 

Sind mehrere Zahlen zu subtrahieren, 
dann verfährt man entsprechend: Man 
bildet die Summe der Ziffern der Sub- 
trahenden und ergänzt diese zur ent- 
sprechenden Ziffer des Minuenden 
(vgl. zweites Beispiel in Abb. 1). 

Ist der Minuend größer als der Sub- 
trahend, dann erhält man eine negati- 
ve Differenz (Tganze Zahlen). 





825907 3+4= 7 
-— 89923 2+8=1110 
BR +9 +9=119 
Hi+9+5= 115 
735984 
Ml+8+3=1]2 
7 
Ziffernübertragungen 
825907 5+7+1+3+1=1117 
— 89923 +1+7+9+2+0=12 
— 50991 2+9+9+9+9+1=13 
— 211977 31+8+1+0+9+4= E 
— 8915 121+0+1+5+8+6= 12h 


22321) 02 2:0:044- 
464101 | ws 


Ziffernübertragungen 


Abb. 1: Subtraktion 
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Summenzeichen: Für die Summe 
mehrerer Zahlen benutzt man das 
Summenzeichen ), (griechischer Groß- 
buchstabe Sigma): 


n 
ata,+..+0,=:), a;. 
i=1 


Beispiele: 
4 

1) i?=1?+2?+3?+4? 
i=1 


Iı 11 
2 -=<+t-t-t.... 
np 27 375° 
Hier wird über alle Primzahlen sum- 
miert. Es handelt sich um eine „un- 
endliche“ Summe (t Reihe). 
Supremum (obere Grenze): Bezeich- 
nung für die kleinste obere ?Schranke 
einer Menge M reeller Zahlen. Man 
schreibt dafür supM. 
Beispiel 1: Die Menge 


{xeR|x?<2} 


hat das Supremum v2; dieses ist kein 
Element der Menge. 
Beispiel 2: Die Menge 


{-x?+6x-12|xeR} 


hat das Supremum —3; dieses gehört 
zu der Menge. 

Die Beispiele zeigen, daß das Supre- 
mum einer Menge selbst nicht Ele- 
ment der Menge sein muß (Beispiel 1), 
daß dies aber möglich ist (Beispiel 2). 
Zu jeder nach oben beschränkten 
Menge reeller Zahlen existiert stets 
das Supremum. Dies ist eine wichtige 
Eigenschaft der reellen Zahlen (1 Voll- 
ständigkeit der reellen Zahlen). Zu ei- 
ner nach oben beschränkten Menge 
rationaler Zahlen muß dagegen nicht 
immer ein rationales Supremum exi- 
stieren: Die Menge 


{xeQ|x?<2} 


hat in & kein Supremum, denn v2 ist 
keine rationale Zahl. 


Symmetrie 


Als Supremum einer Funktion bezeich- 
net man das Supremum der Menge 
ihrer Werte. Ist f auf der Menge A 
definiert, also f: A>R, so ist 

Sup Fera=sup (A), 
wo f(A) die Menge aller Funktions- 
werte (Bildmenge) ist. 
(Vgl. hierzu auch ? Infimum.) 
Symmetrie. Eine geometrische Figur 
heißt symmetrisch, wenn sie bei einer 
von der identischen Abbildung ver- 
schiedenen ?geometrischen Abbildung 
auf sich abgebildet wird. In der Regel 
läßt man dabei nur Kongruenzabbil- 
dungen zu. Eine solche 1 Deckabbil- 
dung einer Figur heißt dann auch eine 
Symmetrie der Figur. 
Eine ebene Figur heißt achsensymme- 
trisch oder spiegelsymmetrisch, wenn 
sie bei Spiegelung an einer Geraden 
auf sich abgebildet wird. Die Spiegel- 
achse heißt dann die Symmetrieachse 
der Figur (Abb. 1). 





Abb. 1: Mehlmotte (angenähert achsensym- 
metrische Figur) 


Eine ebene Figur heißt punktsym- 
metrisch oder zentrisch symmetrisch, 
wenn sie bei Spiegelung an einem 
Punkt (Drehung um 180°) auf sich ab- 
gebildet wird. Der Punkt, an dem ge- 
spiegelt wird, heißt Symmetriezentrum 
der Figur (Abb. 2). 

Eine Figur heißt drehsymmetrisch oder 
rotationssymmetrisch, wenn sie bei 
Drehung um einen Punkt auf sich ab- 


Symmetrie 


gebildet wird. Ein Sonderfall der 
Drehsymmetrie ist die Punktsymme- 
trie. Gibt es einen kleinsten Drehwin- 
kel « mit 0°<a<360°, bei welchem 
die Figur auf sich abgebildet wird, 
dann ist 2= 3607 mit einer geeigne- 
ten natürlichen Zahl n. Das Symme- 
triezentrum (der Drehpunkt) heißt dann 
n-zählig oder n-strahlig und man 
spricht dann auch von n-strahliger 
Symmetrie. Abbildung 3 zeigt Beispiele 
für 3strahlige, Sstrahlige und 6strah- 
lige Symmetrie. 





Abb. 2: Punktsymmetrische Figur 


) 
DIE 


Abb. 3: Angenähert drehsymmetrische und drehsymmetrische Figuren 
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Weitere Beispiele für symmetrische Fi- 
guren sind ?TOrnamente (Bandorna- 
mente, Flächenornamente). 


3-zählige 
Drehachse 





5-zählige 
Drehachse 


2-zählige 
Drehachse 
Abb. 4: Dodekaeder 


Der Graph einer Funktion f in ei- 
nem kartesischen Koordinatensystem 
ist achsensymmetrisch zur y-Achse, 
wenn f(-x)= f(x) für alle xeD(f) 
gilt. Er ist achsensymmetrisch zur 
Parallelen zur y-Achse mit der Glei- 
chung x=a, wenn f(a-x)= f(a+x) 
für alle xeD(f) gilt. Der Graph von f 
ist punktsymmetrisch zum Ursprung, 
wenn f(-x)=- f(x) für alle xeD(f) 
gilt. Er ist punktsymmetrisch zu 
(a,b), wenn f(a-x)=2b-f(a+x) für 
allexeD(f) gilt. 

Für Körper im Raum sind analog 
Symmetrien definiert (Ebenensym- 
metrie bzw. Spiegelsymmetrie, Dreh- 
symmetrie). Beispielsweise hat ein Do- 
dekaeder (t Polyeder) 6 fünfzählige 
Drehachsen (durch die Mittelpunkte 
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gegenüberliegender Seitenflächen), 10 
dreizählige Drehachsen (durch zwei 
gegenüberliegende Ecken) 15 zweizäh- 
lige Drehachsen (durch die Mittel- 
punkte gegenüberliegender Kanten) 
und 15 Symmetrieebenen (durch zwei 
gegenüberliegende Kanten). 

In Abbildung 4 ist eine Symmetrie- 
ebene und je eine Drehachse von je- 
dem Typ eingezeichnet. 
Systembruchentwicklung: Eine Verall- 
gemeinerung der ?1Dezimalbruchent- 
wicklung; statt der Basiszahl 10 be- 
nutzt man eine beliebige Basiszahl 
beN mit b=+1 (tStellenwertsystem): 
Jede reelle Zahl z mit 0<z<1 läßt 
sich in der Form 


© zZ; 
z=), 5:0, 21 2223...)9 
i=1 


darstellen; dies ist die Systembruchdar- 
stellung zur Basis b oder b-Bruchdar- 
stellung oder b-Bruchentwicklung von 
z. Die Darstellung ist eindeutig, wenn 
man (b—-1)-Perioden vermeidet (vgl. 9- 
Perioden bei der Dezimalbruchent- 
wicklung). Genau dann ist z rational, 
wenn die b-Bruchentwicklung abbre- 
chend oder periodisch ist. Genau 
dann ist sie abbrechend, wenn z als 
Bruchzahl mit einem Nenner geschrie- 
ben werden kann, der als Primteiler 
nur die Primteiler der Basis b 
_ enthält. 

Systeme von Differentialgleichungen: 
Es seien fı,f2,...,„ Funktionen von 
n+1 reellen Variablen, ferner y,, 
Y2s:.:,)n Funktionen einer reellen 
Variablen x. Dann heißt 


yı = fı(&%, yı> ---» In), 


Yn= IX, Yı, 3 /n) 
ein System von Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Unter gewissen Stetig- 
keitsvoraussetzungen über die Funk- 
tionen fı,...,f„ auf einem Intervall / 
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Systeme von Differentialgleichungen 


aus IR”*' besitzt dieses System für je- 
des (n+1)-Tupel (£&,n1,...,„)eI genau 
eine Lösung (yı,...,yn), die den An- 
fangsbedingungen 


yılJ)=N1, 3 InlS)=Nn 


genügt (1 Differentialgleichung). Hat 
das System die Gestalt 


yı=a1ıyıt..-+Aın)n+bı, 


2 = 
Yn = Anı Yı 7 ad 
wobei 
dı1,dı2, ei un Di 


Funktionen von x sind, dann spricht 
man von einem linearen System von 
Differentialgleichungen erster Ord- 
nung. Mit Hilfe der Matrix Afx): 
=(q;;(x)) kann man dieses System 
auch vektoriell schreiben: 


Y(X)= AR) JR) +bix). 


Im folgenden sollen die Funktionen 
a;,;(x), b;(x) auf den betrachteten Berei- 
chen stetig sein. Das homogene System 
yY(x)=A(x)y(x) hat dann einen n-di- 
mensionalen Lösungsraum (? Vektor- 
raum), die Lösungen des inhomogenen 
Systems (b(x)+0) erhält man aus einer 
speziellen Lösung durch Addition al- 
ler Lösungen des Lösungsraums des 
homogenen Systems. Es herrschen 
hier also ähnliche Verhältnisse wie bei 
tlinearen Gleichungssystemen und wie 
bei Tlinearen Differentialgleichungen 
n-ter Ordnung. 

Führt man in einer linearen Dif- 
ferentialgleichung n-ter Ordnung 


y®+...+423y"+a,Y +a0y= f(x) 
neue Variable 
Ya=y1:y)3= ya» .-- 


ein, so erhält man das lineare System 
von Differentialgleichungen erster Ord- 
nung 


Tangente 


yı=)r» 
Ya=)3, 


Yn-1=)n 
Y„n=S&)-aoyı -Aıya—-A2yJ3—.... 


Eine Lösung yı dieses Systems ist 
dann eine Lösung der ursprünglich 
gegebenen Differentialgleichung n-ter 
Ordnung. 


T 


Tangente: Eine Tangente an eine Kur- 
ve im Punkt P ist eine Gerade, welche 
die Kurve im Punkt P berührt, d.h. 
mit der Kurve den Punkt P gemein- 
sam hat (Berührpunkt) und die gleiche 
TSteigung wie die Kurve im Punkt P 
hat. 
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Die Tangente an einen Kreis mit Mit- 
telpunkt M im Punkt P ist rechtwink- 
lig zum Berührradius MP. Von einem 
Punkt O außerhalb des Kreises gibt es 
zwei Tangenten an den Kreis, die man 
mit dem Satz des ?tThales konstru- 
ieren kann (Abb. 1). 


Thaleskreis über MO 


P, 

BR, 
Abb. 1: Konstruktion der Tangenten an 
einen Kreis 


Zwei Kreise, die keinen Punkt ge- 
meinsam haben, besitzen vier gemein- 
same Tangenten. Diese sind in Abbil- 
dung 2 für zwei Kreise mit den Ra- 
dien r bzw. R konstruiert. 

Eine Tangente an eine ?TEllipse kon- 
struiert man, indem man die Ellipse 





Thaleskreis 





Abb. 2: Konstruktion der Tangenten an zwei Kreise 
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als Bild eines Kreises bei einer axialen 
Stauchung versteht (Abb. 3). 





Abb. 3: Konstruktion der Tangente an eine 
Ellipse 


Die Tangente an eine Parabel im 
Punkt P verläuft durch den Mittel- 
punkt der Strecke RS (Abb. 4). 





Abb. 4: Konstruktion der Tangente an eine 
Parabel 


In der Differentialrechnung veran- 
schaulicht man den Begriff der TAb- 
leitung mit Hilfe der Tangente an den 
Graph einer Funktion. Umgekehrt 
kann man aber auch den Begriff der 
Tangente mit Hilfe des Begriffs der 
Ableitung definieren. Dies geschieht 
im folgenden, da anschauliche Erklä- 
rungen (z.B. „Berührung der Kurve“, 
„genau ein gemeinsamer Punkt“) des 
Tangentenbegriffs unbefriedigend sind 
(Abb. 5). 
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Tangente 


Abb. 5 


Ist eine Kurve in der Ebene als Graph 
einer Funktion f gegeben, und ist f an 
der Stelle xveD(f) ?differenzierbar, 
dann ist die Tangente an die Kurve 
im Punkt (xo, f(xo)) die Gerade mit 
der Gleichung 


y=f(Xo)+f(Ko)Xx —Xo) 
(Abb. 6). 


(X, F(Xo)) 


Tangente 





Abb. 6: Tangente an eine Kurve 


Hat eine Kurve in der Ebene die 
t Parameterdarstellung 


“) = (” , 

Me \oait) 

(te[a, b]) und sind die Funktionen 9,, 
op, auf [a, b] differenzierbar, dann ist 


bi 
pt) 
ein Tangentenvektor im Kurvenpunkt 
zum Parameter t. Die zugehörige Tan- 


Tangentenviereck 


gente ist also die Gerade, die die Para- 
meterform 


II MEH EL UM 
(AeRR) besitzt. 


Die Tangente an eine Raumkurve mit 
der Parameterdarstellung 


x Pill) 
x, |= | P2(t) 
X3 P3(t) 

(te[a, b]) ist analog in der Form 
x Pıll) pilt) 
x]=|P2(1) |) +A| Pt) 

X3 p3(t) p3(t) 


(AeR) gegeben. 

Eine Tangente an eine Fläche im 
Raum in einem Punkt P der Fläche 
ist jede Gerade, die zur ? Tangential- 
ebene im Punkt P gehört. 
Tangentenviereck: Bezeichnung für 
ein TViereck, welches einen Inkreis 
besitzt, dessen Seiten also Tangenten 
eines Kreises sind (Abb. 1). Genau 
dann ist dies der Fall, wenn die Sum- 
me der Längen gegenüberliegender 
Seiten gleich ist, mit den Bezeichnun- 
gen aus Abbildung 1 gilt also a+c= 
b+d. 


b 
Abb. 1: Tangentenviereck 


Jedes n-Eck, welches einen Inkreis be- 
sitzt, heißt Tangenten-n-Eck. 

Allgemeiner definiert man auch Tan- 
genten-n-Ecke statt für Kreise für be- 
liebige 1 Kegelschnitte (Ellipsen, Para- 
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beln, Hyperbeln). Insbesondere inter- 
essiert man sich für Tangentensechs- 
ecke. Solche haben die Eigenschaft, 
daß die Verbindungsgeraden gegen- 
überliegender Ecken durch einen ge- 
meinsamen Punkt gehen (Abb. 2). 


Abb. 2: Tangentensechseck 


(Vgl. auch ?Sehnenviereck.) 
Tangentialebene. Es sei 


x pılu, v) 
x%]=|P2(u, v) 
X3 Pza(u, v) 


die 1 Parameterdarstellung einer Flä- 
che im Raum (ue[a, b], ve[c, d]), wo-. 
bei die Tpartiellen Ableitungen der 
Funktionen 9}, >, P3 existieren sol- 
len. Dann ist die Ebene mit der Glei- 
chung 

x (0, ?) 

x%|=|P2(4, d) 

X3 P3(d, D) 


+41 — (m) 


+ u 
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(1, ueR) die Tangentialebene an die 
Fläche im Flächenpunkt mit den Para- 
meterwerten ü,ov. Ersetzt man einen 
der beiden Spannvektoren in dieser 
Ebenengleichung durch den Nullvek- 
tor, so erhält man die Gleichung einer 
Tangente in diesem Flächenpunkt 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Tangentialebene 


Ist die Fläche als Graph der Funktion 
mit der Funktionsgleichung z=/f (x, y) 
(Funktion von zwei Variablen) gege- 
ben, so hat sie die Parameterdarstel- 
lung 


x u 


X2 — bi 
x3 Fu, v) 


((u,v)eD(f)); dann lautet die Glei- 
chung der Tangentialebene in dem 
Punkt mit den Parameterwerten u, v 


a u 
%“|= U 
X3 Su, v) 
1 0 
+4 2 + 
Fu) Kan 
ou ov 
(1, ueR). 


Beispiel: Durch z=x?+y? wird ein 
Paraboloid dargestellt. Die Tangen- 
tialebene im Punkt (1,2,5) hat die 
Gleichung 

X 1 1 0 

x%]=12]+4[0|+ul|l 

X3 5 2 4 


Taschenrechner 


(1, ueR). In parameterfreier Koordi- 
natenform besitzt sie die Gleichung 
2x, +4x2—-X3 =. 

Taschenrechner. Es gibt bei elektro- 
nischen Taschenrechnern verschiede- 
ner Fabrikate unterschiedliche Bedie- 
nungsweisen, so daß man vor Benut- 
zung eines Taschenrechners stets die 
zugehörige Bedienungsanleitung lesen 
sollte. Die meist verwendeten Bedie- 
nungssysteme sind die algebraische 
Logik (erkennbar an der Taste [=]), die 
algebraische Logik mit Hierarchie 
(über- und untergeordnete Rechenope- 
rationen), die algebraische Logik mit 
Hierarchie und Klammern, die arith- 
metische (kaufmännische) Logik (mit 
den Tasten [Z], [£]) und die Logik mit 
umgekehrter polnischer ?Notation 
(Eingabe des Rechenzeichens nach der 
Eingabe der zu verknüpfenden Grö- 
Ben; erkennbar an der [ENTER1J-Ta- 
ste). Wie unterschiedlich die Bedie- 
nungsweise dadurch sein kann, ver- 
deutlicht das folgende Beispiel: 


(8-3)-6= 
Algebraische Logik: 


E [6 EI 
Algebraische Logik mit Hierarchie: 


[gl =| 3] IM] [6] X] [RCL] EI 


Algebraische Logik mit Hierarchie und 
Klammern: 


(IA BD KR ed El 


Arithmetische (kaufmännische) Logik: 


EB EI Kl dl El 


Umgekehrte polnische Notation: 


ENTERf -] 6 


Bei der algebraischen Logik mit Hier- 
archie ohne Klammern müssen Zwi- 
schenergebnisse gelegentlich gespei- 
chert werden (mit [M]), um sie bei der 
weiteren Rechnung wieder benutzen 


zu können (mit [RCL)). 


Taschenrechner 


OFFL_IMON DEGMIL_IRAD 
[y | bos-ı] fanzı 

Sjejejeje 
>R| >P N G 0% 


I [a Lz] cs] 























FEEZeEZR EN 


























Taschenrechner mit umgekehrter pol- |, Taschenrechner mit algebraischer Lo- 
nischer Notation ı gik 
l 


Grundrechenarten a+b, a—b, a-b, a:b 


a [ENTERT]b ab 
ei re 
| 
E3 = 
j 
Rechnen mit Klammern: (a+b)-c 
a [ENTERT PH c RR] MH :D RcE 
I 


Werte von tFunktionen: a| f ]liefert den Funktionswert f (a). 


Die untere Belegung der Taste erhält ' Durch Drücken der Taste er- 
man nach Drücken der Umschalttaste hält man jeweils die Umkehrfunktion. 
(rechts oben). 
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Die Taste [y*] dient zum Berechnen von ? Potenzen a? 


a [ENTERT] b 4 abi 


Bei der Eingabe von Kommazahlen dient die Taste [:] als Komma. Mit 
bzw. ändert man das Vorzeichen der Zahl in der Anzeige. Es gibt 
verschiedene Darstellungsformen des Ergebnisses einer Rechnung in der Anzei- 
ge. Bei dem Rechner in Abbildung 1 wird z.B. durch die Tastenfolge [DSP][n] 
(n=0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) die Zahl in der Anzeige in der Form a,aı az... a, 10* 


gerundet dargestellt, wobei 1<a<9. 


Neben den gewöhnlichen Taschenrech- 
nern mit den vier Grundrechenarten 
(meist mit Prozent- und Wurzeltaste) 
wurden für verschiedene Problemstel- 
lungen unterschiedliche Taschenrechner 
entwickelt. Technisch-wissenschaftliche 
Rechner besitzen eingebaute Funktio- 
nen (zur Berechnung der Exponential- 
funktion, des Logarithmus, der trigo- 
nometrischen Funktionen usw.), einge- 
baute Konstanten (z.B. die Kreiszahl 
n=3,14159265) sowie adressierbare 
und/oder rechnende Speicher. Kauf- 
männische Rechner besitzen eingebaute 
statistische Funktionen, Funktionsta- 
sten für Trendrechnungen usw. sowie 
adressierbare und/oder rechnende Spei- 
cher. Vielseitig einsetzbar sind pro- 
grammierbare Taschenrechner, deren 
Tastatur neben Funktions- und Spei- 
chertasten die für Programmerstel- 
lung, Programmeingabe und Pro- 
grammablauf erforderlichen Tasten 
enthält. Die Programmeingabe kann 
auch durch Magnetkarten oder elek- 
tronische Bauelemente (Module) erfol- 
gen. Bei vielen programmierbaren Ta- 
schenrechnern sind Anschlußmöglich- 
keiten an Druckwerke und andere 
Ein- und Ausgabegeräte (sog. Periphe- 
rie) vorhanden. 

Bei den auf dem Markt befindlichen 
Rechnern handelt es sich im wesentli- 
chen um die beiden auf Seite 598 dar- 
gestellten Varianten. 


Wenn man mit gerundeten Zahlen 
rechnet (T Runden), dann sind nicht al- 
le vom Taschenrechner angegebenen 

Stellen verwertbar, auch das Ergebnis 

muß gerundet werden: 

Beispiele: 

1) a=1,391 bedeutet 
1,3905 <a < 1,3915; 
b=0,983 bedeutet 
0,9825 <b <0,9835. 

Es gilt dann also 

2,3730 Sa+b<2,3750. 

Daher darf man nicht das Ergebnis 
als a+b=2,374 angeben, wie es der 
Taschenrechner liefert, sondern nur 
a+b=2,37. 

2) a=7,16 bedeutet 7,155 sSa<7,165; 
b=2,09 bedeutet 2,085<b<2,095. 
Durch Multiplikation der unteren 
und oberen Abschätzungen ergibt 
sich 
14,918175<a-b< 15,010675. 


Der Taschenrechner liefert a-b 
= 14,9644. Als Ergebnis kann man 
aber nur a-b=15 angeben. Selbst 
a-b=15,0 ist keine genaue An- 
gabe, denn dies hat die Bedeutung 
14,95 <a-b< 15,05. 

3) a=3,7 bedeutet 3,65 <a<3,75. 


Es gilt y 3,65 =1,91 ... 
und Y 3,75=1,93 ...; 
also ist Y 3,7=1,9. 


Taylor-Reihe 


4) Sind die Zahlen 2,3 und 0,74 gerun- 
det, dann ist nur die Angabe 2,3°:’* 
=2 zu rechtfertigen; denn 


2.250735 — 1 814... 
und 
2,350745=1,889 ... 


Möchte man die Zahl 2,3%”* aber 
genauer angeben, dann muß man 
dies in der Form 1,8<2,3%’*<1,9 
tun. 


Taylor-Reihe (nach B. Taylor, 1685 
bis 1731): Die Taylor-Reihe dient da- 
zu, eine Funktion in einer Umgebung 
einer Stelle xo durch eine t Potenz- 
reihe darzustellen. Dazu benötigt man 
den Taylorschen Satz: Es sei I ein In- 
tervall, f eine (n+1)-mal stetig diffe- 
renzierbare Funktion auf / und x, ein 
innerer Punkt von I. Dann gilt für 
alle xe/ 

n (i) 
eg 


(x Xo)' + Ru(X, Xo) 





(Taylorsche F u wobei 


R „08, x%)= je 3 a 4) 
(Taylorsches EN, Dies beweist 
man mit ?vollständiger Induktion, in- 
dem man das Restglied mit Hilfe par- 
tieller Integration umformt. Das Rest- 
glied kann man darstellen in der 
Form 


R„(x, Xo) 
Rot I RX) (Kxjrt! 
(n+1)! 
mit 0O<Y9,<I1 
(Lagrangesches Restglied, nach J.L. 
Lagrange, 1736-1813) oder in der 
Form ENEr ä 
n + = 
Be (Xo+92(x—-Xo)) 


n! 
-(A1-9)"(&—xo)”* 


600 


mit 0<39,<1 (Cauchysches Restglied, 
nach A.L. Cauchy, 1789-1857). Ist f 
beliebig oft differenzierbar und gilt 

lim R,(x,x0)=0 
für alle x aus einer Umgebung von xo, 
dann gilt dort 


[6) (i) 
fig y 


i=0 
Dies ist z.B. der Fall, wenn ein K>0 
existiert mit 


f"OIsK (i=0,1,2,...) 


für alle t aus dieser Umgebung von 
xo. Man nennt dann die obige Rei- 
hendarstellung von f die Taäylorent- 
wicklung von f an der Stelle x, (oder 
mit dem Entwicklungspunkt xo). 
Beispiel 1: Es gilt für O<x<2 


Inx=(x-1)-$(x-1)? 
+4(x- 3)? — 


_pi-1 
! n &-1), 





(x— x)". 





- 


— u, 


denn für f(x)=Inx gilt 
FEW _(-n! 
TE 
Beispiel 2: Die 
2(x—1) Ba 
S: x» kann man mit Hilfe der 
x(x—2) 
geometrischen Reihe in eine Taylor- 
Reihe entwickeln: Für O<x<2 gilt 





rationale Funktion 











2a) 1, 1 

x(x-2) x x—2 

001 1 
iH&-1) 1-&—-D 

=) (-1e@-1-) @-1} 
i=0 i=0 
ZUR 

-1))-Ax-1)? 


(x 


| 
| 
nn 
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Auf Seite 602 sind Beispiele für Tay- 
lor-Reihen mit dem Entwicklungs- 
punkt xo=0 angegeben. In diesem be- 
sonderen Fall bezeichnet man den 
Taylorschen Satz auch als Satz von 
MacLaurin (nach C. MacLlaurin, 
1698-1746) und die Taylor-Reihe als 
MacLaurin-Reihe. 

Nicht jede in der Umgebung einer 
Stelle xo beliebig oft differenzierbare 
Funktion läßt sich dort durch eine 
Taylor-Reihe darstellen. Beispielsweise 


gilt für die Funktion 
1 


f en für x#+0, 
x 
0 für x=0 


f"(0)=0 für alle ieN,, so daß die 
Funktion stets mit dem Restglied 
übereinstimmt. 

Man nennt das ? Polynom 


a f(x) 


oo 3 


(x—Xo)' 





das Taylor-Polynom n-ter Ordnung 
von f an der Stelle xo. Diese Polyno- 
me dienen zur Approximation einer 
Funktion in einer Umgebung von xo. 
Die ersten Approximationspolynome 
der Sinusfunktion an der Stelle O0 lau- 
ten (vgl. Abb. 1): 


pı(X)=x 
P2X)=x—-8x° 


(1. Ordnung), 
(3. Ordnung), 
Ps(X)=x-8x°+730x° 

(5. Ordnung). 


y=Ppı(X) 






y=Pz3(x) 


y=sinx 


Abb. 1: Approximationspolynome 
der Sinusfunktion 


Taylor-Reihe 


Für tanalytische Funktionen mit 
komplexer Definitions- und Bildmen- 
ge ist der Begriff der Taylor-Reihe wie 
für reelle Funktionen definiert. (Vgl. 
auch ? Laurent-Reihe.) 

Auch für tFunktionen mehrerer Va- 
riabler betrachtet man Entwicklungen 
in eine Taylor-Reihe. Ist f eine reelle 
Funktion von zwei reellen Variablen, 
welche in einer Umgebung von 
(Xo, Vo)ED(f) beliebig oft differenzier- 
bar ist, dann gilt unter gewissen weite- 
ren Voraussetzungen in einer Umge- 
bung von (xo, Yo) 


f(x, y)= f(Xo, Yo) 
+ (x -xX0)+ f,y - Yo) 


1 > 2 
+57 (SextX — xo) 


+ 2fx,(X—-xXo)(y— yo) 
+, -yo))+ «.. 


[6.) 1 i i of 
=2 it 2 (u) Oxköy'=* 
(xy, 
wobei die Tpartiellen Ableitungen an 
der Stelle (xo, yo) zu bilden sind; fer- 


ner bedeutet (.) ein t Binomialkoeffi- 
zient. k 

Deutet man z= f(x,y) als Funktions- 
gleichung einer Fläche im Raum be- 
züglich eines kartesischen Koordina- 
tensystems, dann beschreibt das Ap- 
proximationspolynom 1. Ordnung 


Pı(X, y) = Flxo; Yo) 
+ f(x %o) 
+f,W-)o) 


die TTangentialebene an die Fläche 
im Punkt (xo, yo), Das Approxima- 
tionspolynom 2. Ordnung beschreibt 
die tFläche zweiter Ordnung, welche 
die durch f gegebene Fläche in der 
Umgebung von (Xxo,yo) am besten 
approximiert. 





- - Taylor-Reihen mit der Entwic 











[+] 
a -..=), (-1]'x" (IxI<1) 
1+x n=0 
- ——=(1+x)"? =1-2x+3x?-4x°+-...= ),(-1V’n+1)x" (Ix|<1) 
(1+x) n=0 
1 1-4 1-1- 3 
t=1+-x- — x? 68 
Vi+x=(1l+x) lt, %-34 a Ir -+ 
t= Ya 
-Z ana?“ PIen 
1 1 1.3 1.3.5 
= t=1-— ee ee 

re ee 

o (- an)! 

ey“ m 

x? x © ya 
e= 1+4x+,, Hapte 2 (xeR) 
In +=x-,x4, 0 4..= y, je x" (-1<xsI) 
nmi 

1 1+x_ 1 3 1 3 1 PRERN 
per x+7% tat. 2° (IxI<1) 

x „x ER ME ii 
MER gt I N any we) 

x? „x x6 2n ; 
cosx=1- ara 2 as -Icı Yan (xeR) 


In den folgenden Entwicklungen sind die Zahlen B, die tBernoullischen 
Zahlen. 


[) 2222" _ 1) 


1 ,,2 5 2n-1 <z 
tanx x+7% +75* +... an B,x (Ix|sJ) 
xcotx=1 (Gr + ) 1 Sn | (Ix|<x) 
3 45 = (2n)! " 
Bar 1 1-3 © (2m)! 
= — x3+._—__y5 „= nn al 
arcsin x x+2,3% +243* + 2 En am? * (xIs1) 
1,1 1 
org N an ((xIs1) 
® xar+l 
sinhx=x + Eu x, =) —— (xeR) 


31° 51 So Qn+1)! 
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2 . oo x 
h 1 +— = 
coshx= tz - am 
1 2 
tanax=ı --X ++... 
annx=x 1° ae Ir 
16) 22° |) 
> a RI 228 2n-—1 
2 Ba 
coth I +- 
x x= X 
en 
oo 22n 
_ 2 ip 1 x2n 
EL (2n 1 
1 1-3 
h _— +. 
arsinhx=x 23% 3.45% + 
= _eN@n)! 2n+1 
„0 (2n+1)(2"n!)? 
1 1 [6) 2n+1 
ee nn 


Teilbarkeitslehre. Es seien a und b 
tnatürliche Zahlen. Dann heißt a ein 
Teiler von b, wenn es eine natürliche 
Zahl c gibt mit c-a=b. Die t Division 
b:a geht dann auf, es bleibt kein Rest. 
Man sagt dann „a teilt 5b“ und 
schreibt a|b. Statt „a ist ein Teiler von 
b“ sagt man auch „b ist ein Vielfaches 
von a“. Ist a kein Teiler von b, so sagt 
man „a teilt nicht b“ und schreibt 
ayb. 

Beispiele: 1) 6|18, denn 3-6=18; 

2) 20|20, denn 1-20=20; 

3) 1|47, denn 47:1=47; 

4) 3414, denn 14:3 geht nicht auf. 

Ist die Zahl a im Zehnersystem ge- 
schrieben, dann gelten folgende Re- 
geln: 

Genau dann ist a durch 2 teilbar, 
wenn die letzte Ziffer 0, 2, 4, 6 oder 8 
ist. Genau dann ist a durch 5 teilbar, 
wenn die letzte Ziffer O0 oder 5 ist. 
Genau dann ist a durch 3 teilbar, 
wenn die Summe der Ziffern (? Quer- 
summe) durch 3 teilbar ist. 





Teilbarkeitslehre 


(xeR) 
(IxI<3) 
(IxI< m) 


(IxI<1) 
(IxI<1) 


Die Menge aller Vielfachen von a 
nennt man die Vielfachenmenge von a 
und bezeichnet sie mit V,. Beispiels- 
weise ist 


V-=1{7,14,21,28,35,42, ...} 


Die Vielfachenmengen sind unendliche 
Mengen. 

Die Menge aller Teiler von a nennt 
man die Teilermenge von a und be- 
zeichnet sie mit T,. Zur Bestimmung 
von Teilermengen benutzt man die 
folgende Tatsache: 


. a 
Ist d|ja, dann ist auch 1 a. 


Die Zahlen d und = heißen Komple- 
mentärteiler von a. 

Beispiele: 

5) Die Teilermenge von 12: 


Ta={1,2,3,4,6,12} 
12 Nue/7 


1 | 12 
2| 6 Paare komplementärer Teiler 
3| 4 


Teilbarkeitslehre 


6) Die Teilermenge von 36: 


T36={1,2,3,4, 6,9, 12,18, 36} 
SerL 





Paare komplementärer Teiler 






7) Die Teilermenge von 42: 


Tj2={1,2,3,6,7,14,21,42} 
ne, 


42 


1|42 
2| 21 
3]14 
6| 7 


Paare komplementärer Teiler 





Ist p eine ? Primzahl, dann besteht T, 
aus genau zwei Elementen: T,= 
{1,p}. 

Für die Teilbarkeitsrelation in N (tRe- 
lation) gelten die folgenden Regeln: 
(1) ala für alle aeN; 

(2) 1ja für alle aeN; 

(3) aus alb und bla folgt a=b; 

(4) aus alb und bic folgt alc; 

(5) aus alb folgt albc für alle ceN; 
(6) aus alb und c|d folgt ac|bd; 

(7) ausalb und alc folgt alb+c; 

(#) aus alb und ale und c<b folgt 


alb--c. 
Die Regeln (1), (3) und (4) besagen, 
daß die Teilbarkeitsrelation eine 


t Ordnungsrelation ist. 

Jede natürliche Zahl >1 läßt sich als 
Produkt von ?t Primzahlen darstellen; 
diese Darstellung ist abgesehen von 
der Reihenfolge der Faktoren eindeu- 
tig (Hauptsatz der elementaren Zahlen- 
theorie). In der Primfaktorzerlegung ei- 
ner Zahl faßt man gleiche Primfakto- 
ren zu Potenzen zusammen, also z.B. 
360=2?-3?.5. Ist p1,P2,P3,... die 
Folge der Primzahlen (in ihrer natürli- 
chen Reihenfolge), dann ist 


—_ nA nd2 nd 
a=pı pP? p?..., 
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wobei «a; die Vielfachheit ist, mit wel- 
cher p; in der Primfaktorzerlegung 
von a auftritt. Ist a nicht durch p; 
teilbar, dann ist «;=0. Man schreibt 


a=|]p“ 
i=1 


und nennt dies die kanonische Prim- 
faktorzerlegung von a. Ist 


dann ist d genau dann ein Teiler von 
a, wenn d;<So; für alle ieN gilt. Daran 
erkennt man folgende Formel für die 
Anzahl t(a) der Teiler von a: 


ta)= [| (+1). 
i=1 
Mit Hilfe der kanonischen Primfak- 
torzerlegung von a kann man eine 
Formel für die Teilersumme o(a) (Sum- 
me aller Teiler von a) angeben: 


ne : 1 

i=1 
Auch für den ? ee gemeinsamen 
Teiler und das tTkleinste gemeinsame 


Vielfache von Zahlen a,b,c, ... ergeben 
sich sehr übersichtliche Formeln: Ist 


Il 
- 


pr Burn...) 


-; 


Il 
- 


kgV(a,b,c,...)= 
Zur effektiven Berechnung des größ- 
ten gemeinsamen Teilers eignet sich 
meistens eher der Teuklidische Algo- 
rithmus; das kleinste gemeinsame 
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Vielfache von zwei Zahlen a,b erhält 
man dann aus der Beziehung 


ggT(a,b)-kgV(a,b)=a-b. 


Der Begriff der Teilbarkeit kann auch 
für tganze Zahlen anstelle von natür- 
lichen Zahlen definiert werden. In Z 
gilt beispielsweise 


(-3)(+15), 
denn 
(-5)-(-3)=(+15). 


Obige Regel (3) muß in Z ersetzt wer- 
den durch 


(3) aus alb und bja folgt a=b 
oder a=-.b. 


Es gilt in Z außerdem die verallgemei- 
nerte Form der Regel (8): 


(#) ausalb und alc folgt alb-c. 


Der Begriff der Teilbarkeit kann auch 
auf andere tRinge übertragen werden, 
beispielsweise auf den Ring der tPo- 
lynome über R. 

Die Teilbarkeitslehre ist ein Teilgebiet 
der t Zahlentheorie. 

Teilung einer Strecke: Ist T ein 
Punkt der tStrecke AB, dann ist das 
Längenverhältnis (? Länge) 


t=AT:TB 


das Verhältnis, in welchem der Punkt 
T die Strecke AB teilt (Abb. I). Man 
nennt dann t das Teilverhältnis der 
Punkte A, T, B (in dieser Reihenfolge). 


t:xcm xcm 
ES 
A T B 
AT:TB=1t 


Abb. 1: Teilverhältnis 


Ist M der Mittelpunkt von AB, so ist 
AM:MB=]1; man sagt, M teilt AB im 
Verhältnis 1:1. Im allgemeinen Fall in 


Teilung einer Strecke 


Abbildung 1 teilt t die Strecke AB im 
Verhältnis t:1. Es ist dann 


== — 1 = 
T=——-AB und TB=——-AB. 
l+t l+t 


RN 


Um eine Strecke im Verhältnis a:b zu 
teilen, wobei a,b natürliche Zahlen 
sind, teilt man sie in a+b gleich lange 
Teile und wählt den Teilpunkt T ge- 
mäß Abbildung 2. Die Zerlegung ei- 
ner Strecke in n gleich lange Teile ge- 
schieht mit Hilfe des ?Strahlensatzes 
(Abb. 3). 






a Teile 


A 


Abb. 2: Teilung einer Strecke im 
Verhältnis a:b 


Hilfsstrahl 


Abb. 3: Zerlegung einer Strecke mit Hilfe 
des Strahlensatzes 


Liegt T auf der Geraden durch A und 
B, dann nennt man das Verhältnis 
AT:TB auch dann das Teilverhältnis 
von A, T, B, wenn T außerhalb der 
Strecke AB liegt. In diesem Fall ver- 
sieht man die Längen aber mit einem 
Vorzeichen: UV ist positiv, wenn die 


Term 


Richtung von U nach V die gleiche ist 
wie die Richtung von A nach B; ist 
aber die Richtung von U nach V ent- 
gegengesetzt zu der Richtung von A 
nach B, dann ist UV negativ. (Exakter 
und einfacher kann man dies mit ? Vek- 
toren ausdrücken.) In Abbildung 4 sind 
einige Beispiele angegeben. 


A B 
——— 
T, T, T; 
AT::T,B=2 
AT\:TIB= -4 AT3:T3;B= -3 


Abb. 4: Teilverhältnisse 


Das Verhältnis, in welchem Strecken 
geteilt werden, spielt in verschiedenen 
geometrischen Zusammenhängen eine 
Rolle, z.B. im Satz von ?1Menelaos 
und in folgendem Satz von Ceva (nach 
G.Ceva, 1648-1737): Es sei S ein 
Punkt im Innern eines Dreiecks ABC, 
und S,,$,,S3 seien die Schnittpunkte 
der Geraden g,s, &os; Zoas mit den 
Dreiecksseiten (Abb. 5). Dann gilt fol- 
gende Beziehung für die Teilverhält- 
nisse auf den Seiten: 





Abb. 5: Satz von Ceva 


Es gilt auch die Umkehrung dieses 
Satzes: Gilt obige Beziehung für die 
Teilverhältnisse, dann schneiden sich 
die drei Geraden gas,, &Bs;, &cs, in 
einem Punkt. 
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(Vgl. auch ?TGoldener Schnitt, Thar- 
monische Teilung.) 

Term: Werden Elemente einer tal- 
gebraischen Struktur A und ? Variable 
mit Verknüpfungszeichen und Funk- 
tionssymbolen (? Funktion) in sinnvol- 
ler Weise miteinander verknüpft, so 
entsteht ein Ausdruck oder Term in A. 
Verknüpft man Terme auf die gleiche 
Weise, so entstehen wieder Terme. 
Setzt man für die Variablen Elemente 
von A ein, dann entstehen in der Re- 
gel Elemente von A. Alle in diesem 
Sinn „zulässigen“ Ersetzungen der Va- 
riablen bilden die Definitionsmenge des 
Terms. 

Handelt es sich bei der algebraischen 
Struktur um den Körper der Ttreellen 
Zahlen, dann sind z.B. die folgenden 
Gebilde Terme: 


3:5, Vx, x”, x’ +Yx, 


tan2x, |x+3]"',(x+y)?. 


Termumformung: Bezeichnung für 
das Ersetzen eines TTerms durch ei- 
nen äquivalenten Term. Zwei Terme, 
die tVariable enthalten, heißen äqui- 
valent in einer Grundmenge G, wenn 
sie bei jeder Einsetzung von gleichen 
Elementen der Grundmenge G in die- 
selbe Zahl übergehen. Entsprechend 
heißen Terme, die keine Variable ent- 
halten, äquivalent, wenn sie dieselbe 
Zahl darstellen. 

Für die Äquivalenz von Termen wird 
das Gleichheitszeichen benutzt. Sind 
also die Terme T, und T, äquivalent, 
so schreibt man: T, =T}. 

Die wichtigsten Termumformungen 
erhält man durch Anwendung der Ge- 
setze und Regeln des Zahlenrechnens 
auf Terme. Wendet man auf einen 
Term die Assoziativ- und Kommuta- 
tivgesetze der Addition und Multipli- 
kation, das Distributivgesetz (Klam- 
merregeln) an, so entstehen äquivalen- 
te Terme. 
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Beispiel: 
x +x=x.x+x=x-(x+1). 


Enthalten Terme Variable, so sind sie 
höchstens über der Schnittmenge 
GınG, der Grundmengen (Defini- 
tionsmengen) der Terme T, und T5 
äquivalent. Bei Termumformungen 
müssen also die zu den auftretenden 
Termen gehörenden Grundmengen 
beachtet werden. 

Beispiel: 

Es sei 


gta 


«+)&-1 

und 
2x+3 2 

T,(x) Ban 5 Z an 

T, hat die Definitionsmenge 
G,=R\{1, -1}. 

T, hat die Definitionsmenge 
G;=R\{1, —2}. 

Über der Menge 
D=G,1G,;=R\{l, -1, —2} 


sind die beiden Terme T, und T; 
äquivalent. Über D sind auch beide 
2x+3 
xl 
Termumformungen werden beim Lö- 
sen von TGleichungen und ? Unglei- 
chungen benötigt. 

Testen von Hypothesen über eine 
unbekannte Wahrscheinlichkeit: Die 
Wahrscheinlichkeit p eines Ausfalls in 
einem Zufallsversuch sei nicht be- 
kannt, man vermutet aber für sie ei- 
nen bestimmten Wert, oder man ver- 
mutet, daß sie in einem gewissen Be- 
reich liegt. Aufgrund einer Zufallsver- 
suchsreihe entscheidet man sich nun 
für oder gegen diese Vermutung (Hy- 
pothese). Dabei möchte man aber wis- 
sen, mit welcher Wahrscheinlichkeit 


Terme äquivalent zu T;(x)= 





Testen von Hypothesen 


das Ergebnis der Zufallsversuchsreihe 
zu einer Fehlentscheidung führen 
kann. Dies soll zunächst an einem ein- 
fachen Urnenmodell dargelegt wer- 
den. 

Beispiel 1: In einer Urne liegen weiße 
und schwarze Kugeln, es ist aber nicht 
bekannt, wie viele es von jeder Sorte 
sind (Abb. 1). 





Abb. I 


Es stellt nun jemand die Behauptung 
auf, der Anteil p der weißen Kugeln 
sei mindestens 60%, er stellt also die 
Hypothese 


H: p20,6 


auf. In einer Zufallsversuchsreihe wird 
nun 50mal eine Kugel (mit Zurückle- 
gen) gezogen und jeweils die Farbe 
notiert. Ferner legt man etwa folgende 
Entscheidungsregel fest: Erhält man 
mindestens 28 weiße Kugeln, so wird 
der Hypothese H nicht widerspro- 
chen; erhält man weniger als 28 weiße 
Kugeln, so wird H abgelehnt (Abb. 2). 


0 10 20 1 30 40 50 
a sm 
. ‚27128 

Ablehnungsbereich ı 
Abb. 2 
Um diese Entscheidungsregel zu 


rechtfertigen, wird die Wahrscheinlich- 
keit der möglichen Fehlentscheidun- 
gen berechnet. 

1. Möglichkeit: H ist wahr, wird aber 
abgelehnt. Die Wahrscheinlichkeit, 


Testen von Hypothesen 


weniger als 28 weiße Kugeln zu zie- 
hen, beträgt 
27 /50\ . 
» ( ) van 
i=o \l 
(t Binomialverteilung). Wegen p20,6 
ist diese Wahrscheinlichkeit höchstens 
27 780 
>| 


i=0 


)-0.6.0,4°0-1=0234. 
Die Hypothese H wird also mit einer 
Wahrscheinlichkeit von höchstens et- 
wa 23,4 % fälschlicherweise abgelehnt. 
2. Möglichkeit: H ist falsch, es wird 
aber nicht widersprochen. Die Wahr- 
scheinlichkeit, mindestens 28 weiße 
Kugeln zu ziehen, beträgt 

> 50\ . 

> ( ) une 

i=28 \ I 
Wegen p<0,6 ist diese Wahrschein- 
lichkeit höchstens 

50 50 

2, 


i= 28 


, 0,6'.0,4°°-'=0,766. 

Die Hypothese H wird also mit einer 
Wahrscheinlichkeit von maximal etwa 
76,6%, fälschlicherweise beibehalten 
(d.h. nicht abgelehnt). Die Summe der 
maximalen Fehlerwahrscheinlichkeiten 
bei den beiden Möglichkeiten ist 1. 
Durch Verkleinern des Ablehnungsbe- 
reichs verkleinert sich die Wahrschein- 
lichkeit der irrtümlichen Ablehnung 
der Hypothese (1. Möglichkeit), durch 
Vergrößern des Ablehnungsbereichs 
verkleinert sich die Wahrscheinlichkeit 
der irrtümlichen Beibehaltung der Hy- 
pothese (2. Möglichkeit); vgl. hierzu 
Abbildung 3. 

Das Testen von Hypothesen über eine 
unbekannte Wahrscheinlichkeit erfolgt 
wie in Beispiel 1 häufig mit Hilfe der 
Binomialverteilung, wobei zur Rech- 
nung oft die Approximation der Bino- 
mialverteilung durch die ? Normalver- 
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teilung herangezogen wird. Im folgen- 
den werden die wesentlichen Begriffe 
der Testtheorie anhand solcher Bino- 
mialtests entwickelt. 





irrtümliche er 
Beibehaltung 









irrtümliche 
„Ablehnung 


x 


0 10 20 3: 30: 40 50 








Ablehnungsbereiche 
Abb. 3: Beibehaltung und Ablehnung einer 
Hypothese 


Im Prinzip verläuft ein Hypothesen- 
test folgendermaßen: Man möchte ei- 
ne Hypothese Ho, (Nullhypothese) über 
eine unbekannte Wahrscheinlichkeit p 
anhand einer Zufallsversuchsreihe ab- 
lehnen (verwerfen). Die Menge aller 
Werte, die p annehmen kann, nennt 
man die zulässige Hypothese H; dann 
bezeichnet man mit H,:=H\H, die 
Gegenhypothese (Alternativhypothese) 
zu Ho. 

Man führt nun eine Zufallsversuchs- 
reihe der Länge n aus und bestimmt 
die absolute Häufigkeit k des Ausfalls, 
dessen Wahrscheinlichkeit p zur Dis- 
kussion steht. Dann legt man eine 
Entscheidungsregel fest: {0,1,2,...,n} 
wird zerlegt in einen Annahmebereich 
A und einen Ablehnungsbereich (Ver- 
werfungsbereich, kritische Region) A: 
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{0,1,2,...,n!=AUA 


mit ANA=ß. Liegt k in A, dann wird 
die Hypothese H, beibehalten, liegt k 
in A, dann wird H, verworfen. Dabei 
gibt es zwei Möglichkeiten für Fehl- 
entscheidungen: 

Fehler 1. Art: H, ist wahr, wird aber 
trotzdem abgelehnt, weil k in den Ab- 
lehnungsbereich gefallen ist. Die 
Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 1. Art 
zu begehen, nennt man Risiko 1. Art. 
Dieses hängt von dem wahren Wert 
von p ab. Es beträgt 


L ("\ra- 


Der größte Wert, den das Risiko 
l. Art in Abhängigkeit von p anneh- 
men kann, heißt Irrtumswahrschein- 
lichkeit des Tests; beträgt diese «, 
dann heißt 1—« Sicherheitswahrschein- 
lichkeit des Tests. 


Fehler 2. Art: H, ist falsch, wird aber 
trotzdem beibehalten, weil k in den 
Annahmebereich gefallen ist. Die 
Wahrscheinlichkeit für einen Fehler 
2. Art nennt man Risiko 2. Art. Dieses 
hängt von dem wahren Wert von p 
ab. Es beträgt 


2 e pl-p-i 


Man interessiert sich auch hier mei- 
stens für den größten Wert, den diese 
Wahrscheinlichkeit in Abhängigkeit 
von p annehmen kann. 

Beispiel 2: In einer Urne liegen 10 
Kugeln, und zwar w weiße und s 
schwarze (w+s=10). Es sollen n=5 
Kugeln (mit Zurücklegen) gezogen 
werden, um die Behauptung zu über- 
prüfen, die Urne enthalte gleich viele 
weiße wie schwarze Kugeln (w=s=5). 
Es soll also die Hypothese 


Ho: p=0,5 


Testen von Hypothesen 


getestet werden. Die Gegenhypothese 
ist 
H;: pe{0, io, 10,10, 0} 
67.89 
U{To; 105 10; 10» 1}. 
A=12,3} sei der Annahmebereich 
und A={0,1,4,5} sei der Ableh- 
nungsbereich. Das Risiko 1. Art ist 
N ; 
2 (un; 
ieA \l 
es hat einen festen Wert (und ist daher 


gleich der Irrtumswahrscheinlichkeit), 
da H, nur aus p=0,5 besteht: 


3 5 5 
.0,5°+(1):05°+ ():05° 
() u a 
5 
+ (.) .0,55=12-0,55=0,375. 


Ein Fehler 1. Art tritt also mit einer 
Wahrscheinlichkeit von 37,5% auf. 
Das Risiko 2. Art ist 


2 (0) pi(1-p)’"' 
-())ra-n+ (up? 
=10p?(1-p)? 


mit peH,. Das Risiko 2. Art ist für 
die verschiedenen Werte von peH, in 
Abbildung 4 dargestellt. 


P (Fehler 2. Art) 
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In Beispiel 2 geht es nur darum, ob 
die Hypothese H, beibehalten werden 
soll oder nicht; es ist hier ohne Inter- 
esse, welche andere Hypothese anstelle 
von H. eher angenommen werden 
könnte. Ein solcher Test heißt Sig- 
nifikanztest. Das folgende Beispiel ent- 
hält einen Alternativtest,; hier geht es 
darum, zwischen zwei Hypothesen H, 
und H, zu entscheiden. 
Beispiel 3: Gegeben sei eine Urne mit 
100 Kugeln. Man weiß, daß entweder 
25 Kugeln weiß (und 75 Kugeln 
schwarz) oder 75 Kugeln weiß (und 25 
Kugeln schwarz) sind. Es soll nun 
durch 15maliges Ziehen einer Kugel 
(mit Zurücklegen) zwischen den Hy- 
pothesen 

H,:p=025 und Hz:p=0,75 
für den Anteil p der weißen Kugeln 
entschieden werden. Der Ablehnungs- 
bereich für H, sei {89,...,15}; 
der Ablehnungsbereich für H, sei 
0,1, 4 2% 
Eine erste Möglichkeit zu einer Fehl- 
entscheidung liegt vor, wenn H, wahr 
ist und die Zahl der gezogenen weißen 
Kugeln trotzdem mindestens 8 ist. Die 
Wahrscheinlichkeit hierfür ist 


er 715 ’ 
5 ( )-025'-0,75'5-=0,0173 
i=8 

Mit einer Wahrscheinlichkeit von et- 
wa 1,7% entscheidet man sich also für 
die falsche Hypothese. 

Eine zweite Möglichkeit zu einer 
Fehlentscheidung liegt vor, wenn H, 
wahr ist und die Zahl der gezogenen 
weißen Kugeln trotzdem höchstens 7 
ist. Hierfür ergibt sich (wegen der 
Symmetrie der Hypothesen und der 
gewählten Ablehnungsbereiche) eben- 
falls die Wahrscheinlichkeit 1,7%. 
Unter den Signifikanztests unterschei- 
det man einseitige und zweiseitige 
Tests, und zwar entsprechend der 
Form des Ablehnungsbereichs (Abb. 5). 
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A A 

ee je | 
A A 

en) 00000000000 nl 


zweiseitig: = 


Abb. 5 


Soll die Hypothese 
Ho: pP=Po 
gegen die Alternativhypothese 
H,:p>Ppo 
getestet werden, so hat der Ableh- 
nungsbereich die Gestalt 
A={c,c+1, ...,n}, 
und die Irrtumswahrscheinlichkeit be- 
trägt 
N (") po(l- po)". 
Soll H, gegen die Alternativhypothese 
H,:p<po 
getestet werden, so hat der Ableh- 
nungsbereich die Gestalt 
A={0,1,2,...,c} 


und die Irrtumswahrscheinlichkeit be- 
trägt 

- n i n-i 

N.) poll -po)”". 

i=0 \ 
In beiden Fällen handelt es sich um 
einen einseitigen Test. Soll H, gegen 
die Alternativhypothese 


H,:p<po oder p>Ppo 


getestet werden, so hat der Ableh- 
nungsbereich die Gestalt 
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Ä=10,1,... 


und die Irrtumswahrscheinlichkeit be- 
trägt 


‚Gyies, cat], ABER }; 


> (*) pa = por" 
i=0 \l 
SIn\ , 

+% (") poll = po". 
Hier handelt es sich um einen zweisei- 
tigen Test. 
In praktischen Anwendungen des Te- 
stens wird die Irrtumswahrscheinlich- 
keit in der Regel vorgeschrieben, und 
man muß zu dieser zunächst einen 
passenden Ablehnungsbereich kon- 
struieren. 
Beispiel 4 (einseitiger Test): Ein Würfel 
ist (vermutlich) so gefälscht, daß die 
Sechs häufiger als bei einem idealen 
Würfel erscheint. Die Hypothese 


Ho: p=& 
soll gegen die Alternativhypothese 
H,:p>% 
getestet werden, indem man 1000mal 
würfelt. Der Ablehnungsbereich 
A={c,c+1, ..., 1000} 
soll so gewählt werden, daß die Irr- 
tumswahrscheinlichkeit höchstens 1% 
beträgt; es soll also 
1009 11000 ' 
> (, Jarame-sooı 
i=t ı 
gelten. Da für p=# und n=1000 die 
Werte der Binomialverteilung nicht 
tabelliert vorliegen, wird die ?Nor- 
malverteilung benutzt. Es ist 


1000 1000) 
> ( ; ) ara 


i=c 


_ = wi Ay iggyrooo-i 
=0 
-a(‘ a | 
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Aus der Tafel für die Werte von ® 
liest man ab: 


(2,326) = 0,9900, 
also muß man die Gleichung 


c—1+0,5-1%2 


V 1000-48 


lösen. Sie hat die Lösung 194,5...; da 
die Zahl c ganz sein muß, ergibt sich 
c=195. Man wird also mit einer Irr- 
tumswahrscheinlichkeit von höchstens 
1% den Würfel als gefälscht bezeich- 
nen können, wenn mindestens 195mal 
die Sechs gefallen ist. 

Beispiel 5 (zweiseitiger Test): Beim 
Roulette erwartet man für „ZERO“ 
die Wahrscheinlichkeit 37. Das Casino 
muß stets alle Ausfälle an einem Tisch 
protokollieren, um eine Überprüfung 
des Rouletterads zu ermöglichen. Es 
dürfen weder große Abweichungen 
nach unten noch nach oben auftreten. 
In welchem Bereich darf bei 1786 
Spielen die Anzahl der Ausfälle 
„ZERO“ liegen, damit die Hypothese 
Ho:p+357 mit einer Irrtumswahr- 
scheinlichkeit von 5% abgelehnt wird? 
Man konstruiert c, und c, so, daß mit 
«=0,05 gilt: 


cı 7/1786 .  .& 
1 \1/36 1786-i<_ 
| ; ) (37) =, 





2,326 


und 

a 1786 1 36\1786-i X 
) 37)(37 "I<-, 
xl i )i I 2 


Wegen ®(-1,96)=0,025 und &(1,96) 
=0,975 ergibt sich daraus 


0.5 1786 
rWTIT z < 1,96 
V 1786-34-39 

und 
G—1 0,5 1z88 
u >16, 


V1786.4,-38 
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Man erhält 


cıS34,2... und G&623..;, 


also den Ablehnungsbereich 
133,36, ..., 01, 62}, 


Im folgenden werden nur solche Fälle 
betrachtet, in denen die Binomialver- 
teilung gut durch die Normalvertei- 
lung angenähert werden kann (also 
etwa np(1—-p)>9). Dann kann man 
den Zusammenhang zwischen Ableh- 
nungsbereich und Irrtumswahrschein- 
lichkeit oft sehr einfach berechnen. 
Beispielsweise ist für die Hypothese 


Ho: pSpo 
mit dem Ablehnungsbereich 
A={c,c+1,....,n} 


und der Irrtumswahrscheinlichkeit «& 
die Beziehung 


> (") bt -por-'<a 


gleichbedeutend mit 


c-1 


> (") Ba-por-'21-4, 


i=0 i 
also 
—1+0,5- 
o(° NnDo 





)21-a 
npo(l po) 


Mit ®(a)=1-« bedeutet dies 


eznpo+0,5+aynpo(l—po). 


Unter dieser Voraussetzung über den 
Ablehnungsbereich kann die Hypothe- 
se Ho: psp. mit der Irrtumswahr- 
scheinlichkeit &« abgelehnt werden. 
Entsprechend findet man, daß die Hy- 
pothese Ho: pp. mit dem Ableh- 
nungsbereich 


A={0,1,...,c} 


mit der Irrtumswahrscheinlichkeit & 
abgelehnt werden kann, wenn 
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ce<npo —-0,5-aynpo(l—Ppo); 


dabei hängen a und « gemäß ®(a)=«a 
zusammen. 
Für den zweiseitigen Test der Hypo- 
these 

Ho: p=Po 
ist 

A={0,1,...,cı}vfc,c+l1,...,n} 
ein Ablehnungsbereich zu der Irr- 
tumswahrscheinlichkeit &, wenn 


c, <npo —-0,5—-bynpo(l-po) 
und 

c,2npo+0,5+bynpo(l—po) 
ist. 


Dabei ist b durch &(b)=1-- be- 
stimmt. 2 

Bei gegebener Irrtumswahrscheinlich- 
keit « und damit gegebenem Ableh- 
nungsbereich hängen die Risiken 1. 
und 2. Art von der tatsächlichen 
Wahrscheinlichkeit p ab. Beim Test 
der einseitigen Hypothese 


Ho: p<po 
mit dem Ablehnungsbereich 
A={c,c+1,...,n} 
beträgt das Risiko 1. Art 


e0):= 3 ("pri 


Ii=c 
wobei natürlich nur die Werte p<po 
interessieren. Die Funktion g heißt die 
Gütefunktion des Tests. Das Risiko 
2. Art ist 


ei 5 
om:= 3 ("Pt -pr-i 
i=0 
wobei natürlich nur die Werte p>po 
interessieren. Die Funktion O heißt 
die Operationscharakteristik (OC) des 
Tests. Wegen 


O(p)=1-g(p) 
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stellt man g und O in einem einzigen 
Schaubild dar; Abbildung 6 zeigt für 
n=20 und po=0,1 den Fall c=5. 


0,5 











0 0,1 t 0,5 p 
Risiken Risiken 
1. Art 2. Art 


Abb. 6: Gütefunktion und Operations- 
charakteristik eines Tests 


Wählt man statt 5 einen größeren 
Wert für c, so verschiebt sich die Kur- 
ve in Abbildung 6 nach rechts, wie es 
in Abbildung 7 (qualitativ) dargestellt 
1st. 





(0) 1 p 


Abb. 7: Gütefunktionen für verschiedene 
Werte von c 


Für eine feste Irrtumswahrscheinlich- 
keit, aber wachsende Stichprobenum- 
fänge n (und damit wachsendem c) nä- 
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hert sich der Graph der Gütefunktion 
immer stärker dem Graphen der „idea- 
len“ Gütefunktion 


* r für PSPo, 
g:pr is 
l für p>po- 
Für einseitige Hypothesen der Form 
Ho: pZPpo 


sind Gütefunktion und Öperations- 
charakteristik entsprechend definiert. 
Beim zweiseitigen Test der Hypothese 


Ho: Pp=Po 
mit dem Ablehnungsbereich 
A={0,1,...,ca}vfc,c+l,...,n} 


definiert man die Gütefunktion durch 


ein=) (") pl -p)" 


+2 (rum 


i=69 


und die Operationscharakteristik wie- 
der durch 


O(p):=1-g(p). 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


2(0,3) 
( Irrtunfs- 
wahrscheinlichkeit) 





Abb. 8 


Die Gütefunktion interessiert haupt- 
sächlich in der Nähe von po; der Wert 


Thales, Satz des 


g(po) ist die Irrtumswahrscheinlich- 
keit. Die Operationscharakteristik ist 
nur für die von po verschiedenen Wer- 
te von p interessant; sie gibt das Risi- 
ko 2. Art an. Abbildung 8 zeigt den 
Verlauf von g und O für n=20 und 
p=0,3 mit c,=4 und c,=10. 

Wählt man c, größer und c, kleiner, 
so verschiebt sich die Gütekurve nach 
oben, wie es in Abbildung 9 (qualita- 
tiv) dargestellt ist. 





0 0,3 1 


Abb. 9: Gütekurven für verschiedene Werte 
vonc 


Für eine feste Irrtumswahrscheinlich- 
keit, aber wachsende Stichprobenum- 
fänge n (und damit entsprechend va- 
riierende Werte von c, und c,) nähert 
sich der Graph der Gütefunktion im- 
mer stärker dem Graphen der „idea- 
len“ Gütefunktion 


eh für P=Po» 


1 für p#+po- 


Thales, Satz des (nach Thales von 
Milet, 624-546 v.Chr.): Der Satz des 
Thales besagt, daß jedes Dreieck, des- 
sen Grundseite der Durchmesser eines 
Kreises ist und dessen Spitze auf die- 
sem Kreis liegt, rechtwinklig ist. Kurz: 


614 


„Der Winkel im Halbkreis ist ein 


rechter“ (Abb. 1). 





Abb. 1: Satz des Thales 


Betrachtet man den Kreis als den 
tgeometrischen Ort aller Punkte, die 
zusammen mit einem Durchmesser ein 
rechtwinkliges Dreieck bilden, so 
nennt man ihn einen Thaleskreis. Der 
Beweis des Satzes von Thales ergibt 
sich aus Abbildung 2. 


ZR 
AIR 


Abb. 2: &+(a+ß)+ = 180°, «+ ß=90° 


Den Thaleskreis benutzt man z.B. zur 

Konstruktion der ?Tangenten an ei- 

nen Kreis von einem Punkt außerhalb 

des Kreises. 

Der Satz des Thales ist ein Sonderfall 

des Satzes vom Umfangswinkel 

(t Kreis). 

Topologie: Es sei eine Menge M ge- 

geben. Eine Menge T von Teilmengen 

von M heißt eine topologische Struktur 

oder kurz eine Topologie auf M, wenn 

sie folgende Eigenschaften hat: 

1) Die leere Menge ® und die Menge 
M selbst gehören zu T; 

2) die Schnittmenge endlich vieler 
Mengen aus T gehört zu T; 

3) die Vereinigungsmenge von beliebig 
vielen Menge aus T gehört zu T. 
Eine hierzu gleichwertige Definition 
der topologischen Struktur lautet: Zu 
jedem xeM gibt es eine Mengenfami- 
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lie (Menge von Mengen) U(x) mit fol- 

genden Eigenschaften: 

a) Jede Menge aus U(x) enthält das 
Element x; 

b) jede Teilmenge von M, die minde- 
stens eine Menge von U(x) enthält, 
gehört zu U(x); 

c) die Schnittmenge endlich vieler 
Mengen aus U(x) gehört zu U(x); 

d) zu jedem Uel(x) gibt es ein 
Vel(x) derart, daß Uel(y) für alle 
yeV. 

Die Mengen U von U(x) heißen Um- 

gebungen von x, die Menge U(x) heißt 

Umgebungsfilter von x. 

Eine Menge M zusammen mit einer 

topologischen Struktur T wird als to- 

pologischer Raum bezeichnet. Die 

Theorie der topologischen Räume 

nennt man ebenfalls Topologie. 

Auf einem Tmetrischen Raum M wird 

eine Topologie erklärt, indem man je- 

dem xeM als Umgebungen diejenigen 

Teilmengen von M zuordnet, die ein 

offenes Intervall (Kreisscheibe, Ku- 

gel,...) mit dem Mittelpunkt x um- 
fassen. 

Beispiel 1: Die Menge R der reellen 

Zahlen wird zu einem topologischen 

Raum, wenn man U(x) als die Menge 

aller Teilmengen von R definiert, die 

ein offenes Intervall ]Ja,b[ mit dem 

Element xe]a,b[ enthalten. 

Beispiel 2: Die Menge R? der Paare 

reeller Zahlen wird zu einem topologi- 

schen Raum, wenn man als Umge- 
bungen eines Punktes (x, y) zunächst 
die offenen Kreisscheiben mit dem 

Mittelpunkt (x, y) bezüglich eines kar- 

tesischen Koordinatensystems festlegt 

und ferner alle Teilmengen von R? 

dazunimmt, welche eine solche offene 

Kreisscheibe enthalten. In Abbil- 

dung 1 ist die Eigenschaft c) verdeut- 

licht. Man erhält dieselbe Topologie, 
wenn man von offenen Quadraten 
ausgeht. 


Topologie 





Abb. 1 


Die Grundbegriffe der tAnalysis, z.B. 
die ?TStetigkeit von Funktionen, kön- 
nen mit Hilfe topologischer Begriffe 
sehr allgemein formuliert werden. Da- 
bei ist es von Interesse, bei welchen 
Abbildungen eines topologischen Rau- 
mes Umgebungen eines Punktes auf 
Umgebungen des Bildpunktes abgebil- 
det werden. Eine topologische Abbil- 
dung (Homöomorphismus) eines topo- 
logischen Raumes T auf einen topo- 
logischen Raum T’ heißt eine bijektive 
(umkehrbare) Abbildung 
f: T>T,, 

wenn f die topologische Struktur von 
T auf die topologische Struktur von 
T' überträgt, und wenn die Umkehr- 
abbildung die topologische Struktur 
von T’ auf die topologische Struktur 
von T überträgt. Man sagt dann, 
f und f”' seien stetig. Eine stetige 
umkehrbare Funktion f:A>B mit 
A, BER (tStetigkeit) ist ein Sonder- 
fall einer topologischen Abbildung; 
hierbei ist die Topologie auf R durch 
die offenen Intervalle definiert (Inter- 
valltopologie). Topologische Abbildun- 
gen von R? auf sich kann man an- 
schaulich als Verformungen interpretie- 
ren. Daher beschäftigt man sich in der 
Topologie auch mit geometrischen Ei- 


Torus 


genschaften von Figuren, die sich bei 
topologischen Abbildungen nicht än- 
dern (Eckenzahl von t Netzen, Zusam- 
menhang von ? Gebieten u.ä.). 

Torus: Bezeichnung für den in Ab- 
bildung 1 dargestellten ringförmigen 
Körper. 


Abb. 1: Torus 


In einem kartesischen Koordinatensy- 
stem entsteht ein Torus, wenn eine 
Kreisfläche gemäß Abbildung 2 um 
die z-Achse rotiert. Die 1 Parameter- 
darstellung der Oberfläche des Torus 
lautet dann 

x (R+r cos 9)-sin p 

yI= 

z r sind 


mit O<p<2n und O<9<2n. 


(R-+r cos9)-cosp 





x 
Abb. 2 


Die Oberfläche des Torus hat den In- 
halt 


O=4n?rR; 
das Volumen des Torus beträgt 
V=2n?r?R, 
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wobei r und R gemäß Abbildung 2 
definiert sind. Diese Formeln gewinnt 
man z.B. mit Hilfe der tGuldinschen 
Regeln. 

transzendent: Bezeichnung für eine 
reelle Zahl, welche nicht algebraisch 
ist, welche also nicht Lösung einer 
Talgebraischen Gleichung ist (z.B. die 
tEulersche Zahl e und die Kreiszahl 
n). Eine Funktion, die nicht alge- 
braisch ist, heißt transzendent (z.B. die 
tExponentialfunktionen und die ftri- 
gonometrischen Funktionen). 
Treppenfunktion: Bezeichnung für ei- 
ne stückweise konstante Funktion. Ei- 
ne Treppenfunktion f auf einem Inter- 
vall [a,b] ist also folgendermaßen de- 
finiert: Es gibt eine Zerlegung von 
[a,b] mit Zerlegungspunkten x;, X», 
Kar Ku is ALSO 


em <<< u 1 <u=b, 


und reelle Zahlen 


Hi nd ddr 
mit 

I)=-4 für .-ı<ı<ı 

und 

Ie)=d, für x=x. 


Bei den meisten in mathematischen 
Anwendungen vorkommenden Trep- 
penfunktionen ist d,=c, oder d,= 
Cr ı, an den Sprungstellen nimmt f 
also den Wert der linken oder der 
rechten Treppenstufe an. Treppen- 
funktionen sind oft auch auf der gan- 
zen Zahlengeraden oder Halbgeraden 
definiert. Ferner ist es erlaubt, daß ei- 
ne auf einem Intervall [a, b] definierte 
Treppenfunktion dort unendlich viele 
Stufen hat (vgl. Beispiel 2). 

Beispiel 1: Die tGanzteilfunktion 
(Gauß-Klammer, nach C.F. Gauß, 
1777-1855) ordnet jeder reellen Zahl x 
die größte ganze Zahl zu, die nicht 
größer als x ist. In Abbildung 1 ist ihr 
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Graph angedeutet; ihren Wert an der 
Stelle x bezeichnet man mit [x] (lies 
„x in eckigen Klammern“). 





Abb. 1: Ganzteilfunktion 


Beispiel 2: Die Funktion 
1 


x — 
E 
x 
ist auf ]O, I[ eine Treppenfunktion mit 
unendlich vielen Stufen (Abb. 2). 





Abb. 2 


Treppenfunktionen benutzt man auch 
zur Approximation von Funktionen 
bei der Definition und Berechnung 


Trigonometrie 


des tIntegrals. Man schließt hier die 
zu integrierende Funktion zwischen 
eine untere und obere Treppenfunk- 
tion ein (Abb. 3). 





Abb. 3: Approximation einer Funktion 
durch Treppenfunktionen 


Eine Funktion, die auf einem Intervall 
als -Grenzfunktion einer gleichmäßig 
konvergenten Folge von Treppenfunk- 
tionen definiert werden kann, heißt 
t Regelfunktion. 

Trigonometrie (griech. Dreiecksmes- 
sung): Teilgebiet der Mathematik, das 
sch mit der Berechnung ebener 
Dreiecke unter Benutzung der Win- 
kelfunktionen beschäftigt. Grundlage 
dieser Berechnungen ist hierbei das 
trechtwinklige Dreieck; jedes andere 
Dreieck läßt sich durch Einzeichnen 
einer Höhe in zwei rechtwinklige 
Dreiecke zerlegen. In einem recht- 
winkligen Dreieck hängen die Seiten- 
verhältnisse nur von einem der spitzen 
Winkel ab. In Abbildung 1 sind be- 
züglich des Winkels « die Begriffe An- 
kathete und Gegenkathete erklärt. Da- 
mit definiert man die folgenden sechs 
Winkelfunktionen Sinus, Kosinus, Se- 
kans, Kosekans, Tangens und Kotan- 
gens: 

a Gegenkathete 


sinde:=-= 
c Hypotenuse 
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b Ankathete sin & 
cos K:=- = ———— tana= 
c Hypotenuse cos « 
c Hypotenuse könnte man auch auf den Tangens 
ee skadhete verzichten, seine Benutzung bringt je- 
doch viele Vorteile. 
EEE. Hypotenuse Aus dem Satz von t Pythagoras folgt 
a Gegenkathete 5 2 
sin”a+cos"a=|1 
tan _ Gegenkathete (Abb. 2), wobei sin? « für (sin «)? usw. 
b  Ankathete geschrieben wird. Daraus ergeben sich 
b _ Ankathete die folgenden Beziehungen zwischen 
m Per genkathels den Winkelfunktionen (vgl. Abb. 3): 
j tan & 
sina=y 1- cos? «= ——— 
Vl+tan?« 
l 
cosa=y1 en 
l-+tan“« 
Hypotenuse ” 
sin & V1l-cos?« 
Gegen- Fan Fu 
kathete 1-sin“ a a 


sina=y1-cos?« 
sin «= cos (90° — «) 


[2 


Ankathete 





Abb. 1: Bezeichnungen am rechtwinkligen 
Dreieck cos«=y1-sin?« 

cos a =sin (90° — «) 
Manchmal werden auch noch die älte- 
ren Bezeichnungen tg und ctg für tan 
und cot verwendet. 


Abb. 2: sin? «+cos?a=1 











Wegen 

seca= 

cos « 

tana= 
coseca=— o_ 
sin« cot (90° — «) 

cota= 

tan 


genügt es, sich mit den Funktionen 


sin, cos, tan 





zu beschäftigen. Wegen 
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Ferner gilt 
sin (90°— x) =cos &, 
cos (90° — x)=sin a, 
tan (90° — o)=cot, 
cot (90° — «)=tan u. 


Daraus erklärt sich die Vorsilbe 
„Ko“: bei Übergang von « zum Kom- 
plementwinkel 90°— x muß man zur 
entsprechenden Kofunktion übergehen. 
Die Werte von sin, cos und tan sind 
für die Winkel 30°, 45° und 60° leicht 
mit Hilfe des Satzes von Pythagoras 
zu berechnen. Es ergeben sich die 
Werte in Tabelle 1. 





Tabelle 1: Spezielle Werte der Winkel- 
funktionen 





Abb. 4: Winkelfunktionen am Einheitskreis 


Bisher sind die Winkelfunktionen nur 
für Winkel « mit 0°<a<90° definiert. 
Mit Hilfe eines Einheitskreises im kar- 
tesischen Koordinatensystem erweitert 
man nun den Definitionsbereich auf 





0°<a<s360° (Abb. 4). Die Vorzeichen 
der Werte der Winkelfunktionen erge- 
ben sich aus Tabelle 2. 


oa Ta me 
sin _ _ 





+ 
cos Z— 2 + 
tan = + Z— 


Tabelle 2: Vorzeichen der Werte der 
Winkelfunktionen 


In Tabelle 3 sind Beziehungen zwi- 
schen den Winkelfunktionen in den 
vier Quadranten abzulesen. 


= Stanz | ots | 


. a i | #sina | -cosu | tan | #eota | 
a as 
en er 


Tabelle 3: Beziehungen zwischen Winkel- 
funktionen 


Durch die Festsetzungen 

sin («+n-360°):=sin &, 

cos (@+n-360°):=cos &, 

tan(@«+n-180°):=tan« 
(neZ) lassen sich die Winkelfunktio- 
nen für beliebige Winkel « definieren 
(Ttrigonometrische Funktionen). 
Auf Seite 620 sind die Additionstheore- 
me der Winkelfunktionen zusammen 
mit einigen Folgerungen angegeben. 
Alle Additionstheoreme lassen sich 
auf das Additionstheorem 

sin («+ ß)=sina cosß+cosa sin ß 


zurückführen (Abb. 5). 


Trigonometrische Funktionen 


Additionstheoreme 


sin(&+ß)=sin a cos ß+cos «a sin ß 
cos(«+ß)=cosa cos BFsin.« sin ß 
sin 2&=2sin « Cosa 


cos2a=cos?«—sin? «a 





=2cos?a-1 
=1-2sin?a 
nn 1-cosa 
2 2 


cn 1+cosa 
2 2 





atß aLB 


sin « +sin B=2 sin now 


a+ß —-ß 


cosa+cosß= a wu 00 


cos«—cosß 


RB. ab 


- An a 
2 


cosa+sin ß 
=2sin (45° is sin (45° + 


tana+tan ß 
tan _—_ 
(@tP) 1Ftanatanß 
cotacotß+1 
t -— 
cot(atP) cota+cotß 
2tana 
tan 2a= — —— 
1-tan‘ «a 
cot?a—1 
cot 24. = —— 
2cot« 





sy 
a) 1+cosa 
sin & _1-cosa 
Trcosa sin & 








ee 1+cosa 
2 1—-cosa 
sin. 1+cosa 


1—-cos« sin & 





= 








sin (n—m) &+sin (n-+m) « 
=2sinna cosma 

cos(n—m)a—cos(n+m)a 
=2sinna sinm« 

cos(n—m)a+cos(n+m)«a 
=2Ccosna cosma 


Trigonometrische Funktionen 








Summenformeln 
un’E, in Pr ai „erde 

n 2 n 2 

), sinkx= ), coskx= 
sin — > sin Z 

2 2 

), sin?kx ), cos?k 

k=1 k=0 


n cos(n+1)xsinnx 
2sinx 


_n+2 cos(n+1)x sinnx 
Aa 2sinx 
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n—1 
), ksinkx 
m el 
{ n cos x 
_ sinnx >: 
x 
4sin? I 2sinZ 
sin sin 5 
= sin?nx 
), sin(2k-1)x=— 
Ku sinx 


Sa 


r ( gr ) sin (> 
sn ır => m u 
2’ en 


PR 
sin < 





y=sin(&+ß) 
y=r+Ss 
=sina cosß+cosasinß 


Abb. 5: Additionstheorem für die Sinus- 
funktion 
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n—1 


), kcoskx 
k 


=1 


. (=) 
n sin x 
r 2 1—-cosnx 





2 sin 2 4 sin? > 
2. 2 


5 ei) cosnx sinnx 
— Ne 


v4 sinx 
), cos(x+ky) 


k=0 
cos ( Pr ) sin (5 ) 
x — —— 
4 2. 


sin Y 
2 


Aufden Seiten 620, 621 sind einige wich- 
tige Summenformeln für die Sinus- 
und die Kosinusfunktion angegeben. 
Im folgenden werden Sätze der Trigo- 
nometrie angegeben, welche bei Drei- 
ecksberechnungen Verwendung finden. 
Der Sinussatz besagt in den Bezeich- 
nungen der Abbildung 6 


a sina 


b sinß' 

Er ergibt sich daraus, daß die Höhe h 
in Abbildung 6 auf zwei Arten berech- 
net werden kann: 


h=bsina=asinß. 


Unter Einbeziehung des dritten Drei- 
eckswinkels formuliert man den Sinus- 
satz auch als dreigliedrige Proportion: 


a:b:c=sin «:sin B:sin y. 


Der Sinussatz läßt sich auch in der 
Form 
a b c 


= =— =— —?r 
sin« sinß siny 





angeben, wobei r der Umkreisradius 
ist; dies erkennt man anhand der Ab- 


Trigonometrie 


bildung 7 mit Hilfe des Satzes vom 
Peripheriewinkel (1 Dreieck). 


VNa 


z 
? 


Abb. 7: Sinussatz 


Der Kosinussatz ist eine Verallgemei- 
nerung des Satzes von ? Pythagoras. 
Er lautet in den Bezeichnungen von 
Abbildung 8 


c?=a?+b?—2abcosy 





Abb. 9 


Der Kosinussatz ergibt sich aus dem 
Satz des Pythagoras durch folgende 
Rechnung: 
c?=BF?+AF? 
=(a sin y)’+(b-a cos y)? 
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=a?(sin? y+cos? y) 
+b?—2ab cos y 
=a?+b?—2ab cos y. 


Der Tangenssatz besagt in den Be- 
zeichnungen von Abbildung 9 


ee 
a+b 2 


ar, 
2 tan p 











Die Mollweideschen Formeln (nach 
K. Mollweide 1774-1825) lauten mit 
den üblichen Bezeichnungen im Drei- 
eck 




















a—ß 
4b 2 
ce a+ß 
cos 
2 
und 
sin = 
a-b- 2 
Ce , a+ß' 
sin 
2 


Halbwinkelsatz nennt man folgende 
Formel, welche ebenfalls bei Dreiecks- 
berechnungen verwendet wird: Ist (in 
den üblichen Bezeichnungen am Drei- 
eck) s=$(a+b+.c), dann gilt 


& (s—b)(s—c) 
tan <= N a — 
2 s(s—.a) 


Als Vorwärtseinschneiden bezeichnet 
man das folgende Verfahren zur Be- 
stimmung der Entfernung eines (unzu- 
gänglichen) Punktes P von drei gege- 
benen Punkten A,B,C (Abb. 10): 
Man mißt 


b, c, «, ß, y 
und berechnet daraus 


d,y2; P2,%, 9,2. 
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Abb. 10: Vorwärtseinschneiden 


Der Kosinussatz liefert 


a=yb?+c?—2bccosa. 


Nach dem Sinussatz gilt 





b. 
sin ß, =-sin« 
a 
und 


; Ce. 
sinyı =-sina, 
a 


womit man ß»=ß-BPßı und y»=y-Yı 

erhält. Daraus folgt schließlich mit 

d:= 360° —(a+ß+Y): 
sin ya 


y=za——, z=u 
sind” 


x=yVc?+y?—2cycosß. 
Zur Kontrolle kann man x auch aus 
dem Dreieck ACP bestimmen: 


x=yb?+z?-2bzcosy. 


Ein weiteres Verfahren zur Bestim- 
mung der Entfernung eines (unzu- 


sin 3 
sind ’ 
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gänglichen) Punktes P von drei gege- 
benen Punkten A, B, C ist das Rück- 
wärtseinschneiden (Abb. 11). Man mißt 
a, b, «, ß, y und berechnet daraus 9, y, 
1. 





Abb. 11: Rückwärtseinschneiden 


Nach dem Sinussatz gilt 


siny 


sinß’ 


s sing N 


=— un 
a sina b 





also 


sin 19 bsin« 

sin 1 asinß 
Ferner ist P+%=360°—-(a+ß+y), 
woraus man und Y berechnen kann. 
Nun gilt 














sing 
S=4-— ’ 

sin. 
_  sin(180°—-a—_) 
2 sin « 
_ ‚sin(180° — B- ” 
u sin ß 


Im Zusammenhang mit der Berech- 
nung ebener Dreiecke spricht man von 
der ebenen Trigonometrie zur Unter- 


trigonometrische Funktionen 


scheidung von der ?sphärischen Tri- 
gonometrie. 

trigonometrische Funktionen (Winkel- 
funktionen, Kreisfunktionen, goniome- 
trische Funktionen): Bezeichnung für 
die Funktionen (? Trigonometrie) 


sin (Sinusfunktion), 

cos (Kosinusfunktion), 
tan (Tangensfunktion), 
cot (Kotangensfunktion). 


Ihre Umkehrfunktionen sind die tAr- 
kusfunktionen. Dabei werden die 
Winkel im t Bogenmaß gemessen. 

Die Funktionen sin und cos sind pe- 
riodisch mit der Periode 2r. Wegen 
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cosx=sin(x+3) entsteht der Graph 
der Kosinusfunktion aus dem der 
Sinusfunktion durch Verschieben „nach 
links“ um 5 (Abb. 1). 

Die Funktionen tan und cot sind pe- 
riodisch mit der Periode rn. Wegen 
cotx=tan($—x) geht der Graph der 
Kotangensfunktion aus dem der Tan- 
gensfunktion durch eine Verschiebung 
um 3 nach links und anschließender 
Spiegelung an der y-Achse hervor 
(Abb. 2). 

Während sin und cos die Definitions- 
menge R besitzen, haben die Funktio- 
nen tan und cot Definitionslücken an 
den Nullstellen von sin bzw. von 


cos. 





Abb. 1: Sinus- und Kosinusfunktion 


y=tanx 


Asymptote 


Abb. 2: Tangens- und Kotangensfunktion 
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y=sinx+sin 2x 







Abb. 3: Überlagerung von sinx und sin 2x 


Sinuskurven treten bei Schwingungs- 
vorgängen auf. Bei einer Sinuskurve 
mit der Gleichung 


y=Asin(wt+_) 


heißt A die Amplitude und p die Pha- 
senverschiebung; die Periode (Schwin- 


2n . 
gungsdauer) ist —. Die Überlagerung 
10) 


(Addition) zweier Sinuskurven ergibt 
eine periodische Kurve, wenn die Perio- 
den in einem rationalzahligen Verhält- 
nis stehen. Abbildung 3 zeigt dies 
für die Funktion y=sinx+sin 2x. 
Umgekehrt kann man eine periodi- 
sche Funktion f als Überlagerung 
(evtl. unendlich vieler) Sinuskurven 
darstellen (? Fourier-Reihe). 

Die Funktionen sin und cos sind Lö- 
sungen der tlinearen Differential- 
gleichung y’+y=0; sie bilden ein 
Fundamentalsystem. 

Mit Hilfe der komplexen 1Exponen- 
tialfunktion kann man die trigonome- 
trischen Funktionen auch folgenderma- 
Ben definieren: 


er _e-ix 

SINX:=————, 
2i 

er +e-i* 
u a s 

ze i(e!*—e-'*) 

i(ei!+e='*) 
colxXx:= —— — 

e7—e 
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trigonometrische Funktionen 


y=sin u, 
/ 


Ar, 


Form erkennt man die 


In dieser 
Verwandtschaft der trigonometrischen 


Funktionen („Kreisfunktionen“) mit 
den ?Hyperbelfunktionen. Es gelten 
die Beziehungen 


sinx=-isinhix, 
cosx=cosh ix, 
tanx= —itanh ix, 
cotx=icoth ix. 


Diese Verwandtschaft zeigt sich auch 
bei den tTaylor-Reihen der trigono- 
metrischen Funktionen und der Hy- 
perbelfunktionen. 

Deutet man in der obigen Definition 
der trigonometrischen Funktionen mit 
Hilfe der komplexen e-Funktion die 
Variable x als eine komplexe Variable, 
dann ergeben sich die komplexen 
trigonometrischen Funktionen. 

Die Beziehung 


e*=cosx+tisinx (xeR) 


erlaubt eine einfache Herleitung der 
Additionstheoreme der ?Trigonome- 
trie (vgl. auch ?Moivresche Formel): 
Es gilt für x, yeR 

cos(x+y)+isin(x+y) 

—_ eat») = eiX ei) 

=(cosx+isinx)(cos y+isiny) 

=(COSxcosy—sinxsiny) 

+i(sinx cos y+cosxsin y), 


durch Vergleich von Real- und Ima- 
ginärteil ergibt sich also 


trigonometrische Gleichungen 


COS(X+y)=COSXx cos y—SinXsin y, 
sin(x+y)=sinxcosy+cosxsin y. 


trigonometrische Gleichungen (gonio- 
metrische Gleichungen): Bezeichnungen 
für tGleichungen, in denen die Va- 
riable als Argument von ?trigonome- 
trischen Funktionen auftritt. Die ein- 
fachsten trigonometrischen Gleichun- 
gen 


snx=a, cosx=a, tanı=a 


haben wegen der Periodizität der trigo- 
nometrischen Funktionen keine oder 
unendlich viele Lösungen, welche man 
mit Hilfe der fArkusfunktionen aus- 
drücken kann. Die Gleichung 


sinx=4x? 
hat genau zwei Lösungen x,=0 und 


X,*x1,9, wie man anhand der Gra- 
phen in Abbildung 1 erkennt. 





Abb. 1: Graphische Lösung der Gleichung 
sinx=4x? 


Einen genaueren Wert der Lösung x; 
ermittelt man mit Hilfe eines ? Nähe- 
rungsverfahrens für das Lösen von 
Gleichungen (x, = 1,9337...). 

Die Gleichung 


2sin2x—3tanx=0 


läßt sich mit Hilfe der Beziehung 

sin2x=2sinxcosx (Additionstheore- 

me der T Trigonometrie) umformen zu 
sinx(4cos?x—3)=0. 


Ihre Lösungen sind also alle Lösun- 
gen von sinx=0 und von cos’x=2. 
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Tschebyscheffsche Polynome (nach 
P.L. Tschebyscheff, 1821-1894): Be- 
zeichnung für die Polynome 


T,(x):=cos(n arccos x) 


fürn=Q012 3.“ 

Man nennt die Funktionen x T,(x) 
auch Tschebyscheffsche Funktionen er- 
ster Art; die Funktionen x>U,(x) mit 


U,(x):=sin(narccosx) 


heißen Tschebyscheffsche Funktionen 
zweiter Art; die Terme U,(x) sind im 
Gegensatz zu den Termen T,(x) keine 
Polynome; es gilt nämlich 











5] , 
_ _ 1ık n—2k/1 __,2\k 
109-3 (= Bi), 
7] 5 
=y Bar 41 
are 2 es) 
De U Ep u u 
Ferner ist 
(Iran! 
L&)=V1-x Tun 
A ä —_y2\n-4 
a, x, 
_ ın-1 n 
u,=! 1p-"n2"’n! 
(2n)! 
d’-1 
mi (1-x2)"-%. 
Es ist 
Ra)=1, 
T@&)=x, 
T(x)=2x?-1, 


T;(x)=4x?—3x, 
Ta)=8x?—-8x?+1 
und 


UX)=0, 


U(x)=y1-x?, 
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U,x)=V1-x2.2x, 
Ux)=V1-x?.(4x?-1), 
U,ux)=V1-x?-(8x°-4x). 

Es gelten die Rekursionsformeln 
T,+1%&)-2xT,(&)+ 7-1 &)=0, 
U,+1(X)-2xU,(X)+ U,_1(X)=0. 


Die Funktionen y=T,(x) und y=U,(x) 
sind linear unabhängige Lösungen der 
Differentialgleichung 


(1-x?)y’-xy+n?y=0. 


Tschebyscheffsche Ungleichung (nach 
P.L. Tschebyscheff, 1821-1894): Be- 
zeichnung für die Ungleichung 


vX 


PIX-EX)2c0)s—;-. (1) 





C 


Dabei ist X eine ?TZufallsgröße mit 
dem ?tErwartungswert E(X) und der 
t Varianz V(X), und ferner c eine posi- 
tive reelle Zahl. Da die Wahrschein- 
lichkeit des Ereignisses „X —E(X)| 
>c“ nicht größer als 1 ist, kann 
diese Ungleichung nur für c2o(X) 
(:=YVIX)) nützlich sein (?Standard- 
abweichung). 
Herleitung der Ungleichung von Tsche- 
byscheff: 

V(X)= % (x-E(X))’P(X=x) 
xeX(R) 

% (&-E(X)’P(X=x) 


xeX(R) 
|x-E(X)| 2c 


= 2% 
xeX(R) 
|x-E(X)|2c 


=c’P(X-E(X|2c). 





IV 


ce’ P(X=x) 


Anwendung: Bei 10°-maligem Würfeln 
5 


erwartet man = (* 16667) Sechsen. 
Es soll die Wahrscheinlichkeit dafür 
abgeschätzt werden, daß die Zahl der 


21* 


Tupel 


geworfenen Sechsen um höchstens 500 
davon abweicht. Es ist in diesem Fall 





1 5 500000 
V(X)=100000:.---= i 
66 36 
mit c=500 erhält man aus (1) 
10° 500000 1 
P(\x-— >50) =. 
6 36-500? 18 





Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
also höchstens 44(%94 %,). 
Aus der Ungleichung von Tscheby- 
scheff folgt das Bernoullische ? Gesetz 
der großen Zahlen, wenn man sie auf 
eine Bernoulli-Kette anwendet: Bei ei- 
ner Bernoulli-Kette der Länge n gebe 
die Zufallsgröße X die Anzahl der 
Treffer an. Ist p die Trefferwahrschein- 
lichkeit, so ist E(X)=np und V(X) 
=np(1—p) (t Binomialverteilung), also 
gilt nach (1) 
PIx-npl2o<"" ”. 


x 
Mit h:=— (relative Häufigkeit als Zu- 
n 


fallsgröße) und u folgt 
n 


np(l—-p) p(l-p) 
Pih-ple3s 33 er 





Tupel: Kunstwort, das man zur Ver- 
allgemeinerung der Begriffe Paar, Tri- 
pel usw. benutzt: 


ist ein Paar; 
ist ein Tripel; 
ist ein Quadrupel; 
ist ein Quintupel; 


(aı,az) 
(d1,42,43) 
(a1,42,43, 44) 
(a1,42,43,44,45) 


ist ein 14-Tupel; 
ist ein n-Tupel. 


(a1,42,...,414) 
(a1,4>, ABER: 5, 


Man schreibt auch n-tupel statt n-Tu- 
pel. Die Elemente a,,a>,...,a, des n- 
Tupels (a,,a>,...,a,) nennt man seine 
Koordinaten (manchmal auch Kom- 
ponenten). Bei einem n-Tupel kommt 


Turing-Maschine 


es auf die Reihenfolge der Elemente 
an. Die Tripel 


(2,3,5) und (3,2,5) 
sind verschieden. Zwei n-Tupel sind 
also genau dann gleich, wenn die ent- 
sprechenden Koordinaten gleich sind. 
Bei einem n-Tupel dürfen Elemente 
mehrfach vorkommen, z.B. ist (2,2, 7) 
ein Tripel (ein Tripel natürlicher Zah- 
len). Die Koordinaten eines n-Tupels 
können sehr verschiedenen Mengen 
entstammen; beispielsweise besteht 
das Tripel (N, +,-) aus einer Menge 
und zwei Rechenzeichen. Das Qua- 
drupel (2, x, RR, f: x>YVx) besteht aus 
einer Zahl, einer Variablen, einer 
Menge und einer Funktion. Die Men- 
ge aller n-Tupel (a,,a>,...,a,) mit 

a,EA1,4zE&Asa,...,A„EA, 
ist das tkartesische Produkt 

AıX A2X...x A, 


der Mengen A,, As, ..., Ay: 

Turing-Maschine (nach A.M. Turing, 
1912-1954): Mathematisches Modell 
einer Rechenmaschine, durch das der 
Begriff Berechenbarkeit (einer Funk- 
tion) streng definiert werden kann; ei- 
ne „theoretische Maschine“, die end- 
lich viele Zustände Z,,Z>,...,Z„ ein- 
nehmen und mit einem Schreib-Lese- 
Kopf bestimmte Zeichen E,,E,,..., 
E„ (nz2) von einem Band ablesen 
oder auf das Band drucken kann. 
Dabei werden auch die Operationen 
R(= Rechtsverschiebungdes Bandes um 
eine Zeichenbreite), L (=Linksver- 
schiebung um eine Zeichenbreite), Eo 
(=Löschen des unter dem Schreib- 
Lese-Kopf befindlichen Zeichens) und 
*» (=Beenden der Rechenschritte 
bzw. Ausschalten der Maschine) als 
Drucken eines Pseudozeichens R, L, 
E. oder * aufgefaßt. Eine Turing-Ma- 
schine, die sich im Zustand Z; befin- 
det und dabei das Zeichen E; liest, 
geht in den Zustand Z, über und 
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druckt dabei das Zeichen E,. Wesent- 
lich ist hierbei, daß Z, und E, durch 
Z;, und E; zwangsläufig bestimmt sind, 
und daß das Verhalten einer Turing- 
Maschine vollständig durch eine end- 
liche Übergangstabelle (Maschinenta- 
fel) charakterisiert werden kann, in 
der alle denkbaren Übergänge ver- 
zeichnet sind. Eine mathematische 
Größe x kann bei Verabredung einer 
geeigneten Schreibweise als Kette von 
Zeichen auf dem Band niedergeschrie- 
ben werden. Legt man in einem be- 
stimmten Anfangszustand den Anfang 
dieser Zeichenkette unter den Schreib- 
Lese-Kopf, so beginnt die Turing- 
Maschine mit der schrittweisen Um- 
formung der Zeichenkette. Dieser Pro- 
zeß kann endlos sein, er kann jedoch 
auch nach endlich vielen Schritten ab- 
brechen. Im letzteren Fall ist die 
Zeichenkette, in der der Schreib-Lese- 
Kopf stehenbleibt, als das von der 
Turing-Maschine berechnete Resultat 
f(x) aufzufassen. — Eine Funktion 
f(x) heißt turingberechenbar, wenn 
man eine Turing-Maschine angeben 
kann, die aus dem Argument x in 
endlich vielen Schritten den Funk- 
tionswert f(x) berechnet. Die turing- 
berechenbaren Funktionen sind gera- 
de die trekursiven Funktionen. 


U 


Überlagerung: Bezeichnung für die 
Summe bzw. die Addition zweier Funk- 
tionen f und g: 


HIER): SRH ER). 


Der Wert von f+g an der Stelle x ist 
also die Summe der Werte von f und 
g an der Stelle x (Abb. 1). 
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Abb. 1: Überlagerung zweier Funktionen 


In Abbildung 2 ist die Überlagerung 
von 
1 


x+l 





1 
fxmza’-1 und g:x> 


im Intervall ]—1,3[ dargestellt. 





Abb. 2 


Eine wichtige Rolle spielt die Überla- 
gerung von Sinusfunktionen (?trigo- 
nometrische Funktionen) bei der Deu- 
tung periodischer Erscheinungen in 
der Physik (z.B. bei Schwebungen in 
der Akustik). 

Überschlagsrechnung. Zur Kontrolle 
eines Rechenergebnisses oder bei der 
Rechnung auf dem !Rechenstab emp- 
fiehlt sich eine Überschlagsrechnung. 
Dies ist eine Rechnung mit stark ge- 
rundeten Werten (TRunden), wobei 
man mit möglichst bequemen Werten 
rechnen möchte. Mit einer solchen 
Rechnung soll die Größenordnung 
(ungefähre Größe) eines Ergebnisses 
festgestellt werden. Beispielsweise er- 
mittelt man die Stellenzahl oder die 


Umgebung 


Stellung des Kommas bei einer Rech- 
nung auf dem Rechenstab mit einer 
Überschlagsrechnung. 

Beispiel 1: Für das Produkt 


37,34.128,9 (=4813,126) 
lautet eine Überschlagsrechnung 
40-100 = 4000. 
Beispiel 2: Für den Quotienten 
7395 
0,00231 
lautet eine Überschlagsrechnung 


8000 8000000 
00020 2 





(=3200865,801) 


=4000000. 


Beispiel 3: Für den Term 


0,719-29,513 + 5,298 
3,14.0,251 — 0,0621 





(= 36,524) 


lautet eine Überschlagsrechnung 


1-25+5_ 30 


= =40. 
3.025 0,75 





Umfang: Als Umfang einer ebenen Fi- 
gur, die durch eine Linie begrenzt ist, 
bezeichnet man die Länge ihrer Be- 
grenzungslinie. Der Umfang eines 
t Polygons ist die Summe seiner Sei- 
tenlängen. Der Umfang eines ?t Kreises 
vom Radius r ist rer. 

Umgebung. Ist x eine reelle Zahl, 
dann nennt man das ?toffene Intervall 


]x-8,x+e[ 


eine e-Umgebung von x; dabei ist & 
eine positive reelle Zahl (Abb. 1). 


js,ep 


x R 
UAX) 


Abb. 1: e-Umgebung in R 


Allgemeiner heißt eine Teilmenge U 
von R eine Umgebung von x, wenn U 


Umkehrfunktion 


eine e-Umgebung von x mit einer ge- 
eigneten Zahl & enthält (Abb. 2). 


Abb. 2: Umgebung in R 


Eine Umgebung von x bezeichnet 
man mit U(x), eine e-Umgebung mit 
U,(x). Eine e-Umgebung ist eine foffe- 
ne Teilmenge von R. Statt von der 
Umgebung einer Zahl spricht man 
auch von der Umgebung eines Punk- 
tes, da man Zahlen als Punkte auf der 
Zahlengeraden darstellen kann. 

Ist P=(x,y) ein Punkt der reellen 
Zahlenebene, so nennt man die offene 
Kreisscheibe 


{(&,mMeR?|(x-&?+y-m?<e?} 


eine &-Umgebung von P; dabei ist & 
eine positive reelle Zahl (Abb. 3). 





Abb. 3: &-Umgebung in R? 


Allgemein heißt eine Teilmenge U 
von R? eine Umgebung von P, wenn 
U eine e-Umgebung von P mit einer 
geeigneten Zahl e enthält. Eine Umge- 
bung von P bezeichnet man mit U(P), 
eine &-Umgebung von P mit U,(P). 
Analog definiert man Umgebungen 
und &-Umgebungen in R° (reeller 
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Zahlenraum). Eine e-Umgebung eines 
Punktes P aus R° ist also eine offene 
Kugel mit dem Mittelpunkt P und 
dem Radius e. 

Der Begriff der Umgebung läßt sich in 
jedem Tmetrischen Raum definieren. 
Er ist ferner ein grundlegender Begriff 
der ? Topologie. 


Umkehrfunktion (inverse Funktion): 
Die t Funktion 
f: A>B mit A,B<eR 


heißt bijektiv oder umkehrbar, wenn 

gilt: 

l) Für alle a,,az€eA mit a, +a; ist 
ftaı)# f(a2); 

2) für jedes beB gibt es ein aeA mit 
Sla)=b 

(t Abbildung). 

Ist f umkehrbar, dann ist durch 


f(b)=a :> f(a)=b 
eine Funktion 
f!: B>A 


definiert, welche als Umkehrfunktion 
oder inverse Funktion von f bezeichnet 
wird. Es gilt 


SfR)=x für alle xeA 
und 
SU "@)=x für alle xeB. 


Die Graphen von f und f! im karte- 


sischen Koordinatensystem sind sym- 
metrisch zur Winkelhalbierenden des 
l. und 3. Quadranten (y=x). Ist f um- 
kehrbar, so gewinnt man die Funk- 
tionsgleichung von f! durch (forma- 
les) Vertauschen der Variablen in 
y= f(x) und Auflösen nach y: 


x=fV)ey=f TR). 


Die Umkehrfunktionen der t Potenz- 
funktionen xx" (neN) sind die 
TWurzelfunktionen (und umgekehrt). 
Die Umkehrfunktionen der t Exponen- 
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tialfunktionen sind die ? Logarithmus- 
funktionen (und umgekehrt). Die Um- 
kehrfunktionen der ttrigonometrischen 
Funktionen sind die t Arkusfunktionen 
(und umgekehrt). 
Ist f: [a,b]>[ce,d] umkehrbar und 
stetig auf [a,b] (1Stetigkeit), dann ist 
die Umkehrfunktion f "': [c,d]>[a,b] 
ebenfalls stetig auf [c,d]. Eine streng 
t!monotone Funktion ist stets umkehr- 
bar. Ist die Funktion f auf dem Inter- 
vall / tdifferenzierbar und gilt f'(x)+0 
für alle xe/, dann ist f auf I umkehr- 
bar. In diesem Fall ist f' auch diffe- 
renzierbar, und es gilt 

1 
SO 
Umkehrung eines Satzes: Vertauscht 
man in einem ?Satz Voraussetzung 
und Behauptung, so erhält man die 
Umkehrung des Satzes (Kehrsatz). Die 
Umkehrung eines Satzes kann eben- 
falls eine wahre Aussage, also ein Satz 
sein, dies muß aber nicht so sein. Die 
Umkehrung des Satzes von tPy- 
thagoras ist wahr: Gilt für die Seiten 
eines Dreiecks a?+b?=c?, dann ist 
das Dreieck rechtwinklig. Die Umkeh- 
rung des Satzes „Wenn n eine Qua- 
dratzahl ist, dann ist ihre letzte Ziffer 
0, 1, 4, 5, 6 oder 9“ ist nicht wahr, 
denn 14 ist keine Quadratzahl. 
Ist von einem wahren Satz auch die 
Umkehrung wahr, so benutzt man die 
Redewendung „genau dann, wenn“ 
oder „dann und nur dann“. Beispiels- 
weise gilt (vgl. Satz des tThales): Ein 
Dreieck ist genau dann rechtwinklig, 
wenn eine seiner Seiten ein Durchmes- 
ser seines Umkreises ist. Ein „Dann- 
und-nur-dann-Satz“ beinhaltet also ei- 
nen Satz zusammen mit seinem 
Kehrsatz. 
Als Kontraposition bezeichnet man 
den Übergang von einem Satz der 
Form „wenn A gilt, so gilt B“ zu ei- 


KR) 


unabhängig 


nem Satz der Form „wenn die Nega- 
tion (Verneinung) von B gilt, dann gilt 
die Negation von A“. Die Kontraposi- 
tion eines mathematischen Satzes ist 
eine wahre Aussage. Beispielsweise ist 
die Kontraposition des Satzes „Wenn 
n eine Quadratzahl ist, dann ist ihre 
letzte Ziffer 0, 1, 4, 5, 6 oder 9” wahr; 
die lautet: „Wenn die letzte Ziffer ei- 
ner Zahl n von 0, 1, 4, 5, 6, 9 verschie- 
den ist, dann ist n keine Quadratzahl“. 
Umkreis: Ein Kreis, der durch alle 
Ecken eines ?TPolygons geht, heißt 
Umkreis des Polygons. Einen Umkreis 
besitzen z.B. Dreiecke, Rechtecke und 
regelmäßige n-Ecke. Ein Polygon be- 
sitzt genau dann einen Umkreis, wenn 
sich die ! Mittelsenkrechten der Seiten 
in einem Punkt schneiden. Ein Vier- 
eck, welches einen Umkreis besitzt, 
ist ein TSehnenviereck. 

Entsprechend dem Umkreis eines 
Polygons ist die Umkugel eines ? Poly- 
eders definiert. Sie geht durch alle 
Ecken des Polyeders. Jedes Polyeder 
mit genau vier Ecken besitzt eine Um- 
kugel. Ferner besitzt jedes regelmäßige 
Polyeder eine Umkugel. 

Umlaufsinn: Durchläuft man ein 
tPolygon oder eine geschlossene 
tKurve in der Ebene so, daß das In- 
nere stets links des Weges liegt, dann 
sagt man, das Polygon bzw. die Kurve 
habe einen positiven Umlaufsinn. Auch 
der eingeschlossenen Fläche ist dann 
der positive Umlaufsinn zugeordnet. 
Bei entgegengesetzter Durchlaufung 
des Polygons bzw. der Kurve spricht 
man vom negativen Umlaufsinn; in 
diesem Fall liegt also die eingeschlos- 
sene Fläche stets rechts des Weges 
(? Orientierung). 

unabhängig: Diese Bezeichnung tritt 
in verschiedenen Zusammenhängen 
auf, vgl. Tlinear unabhängig. ? Unab- 
hängigkeit von Ereignissen, ?Unab- 
hängigkeit von Zufallsgrößen. Man 


Unabhängigkeit von Ereignissen 


sagt in der Regel, die Elemente a,, 
Aa,...,ad„ einer Menge {a,,a>,...,q,} 
seien (im jeweils angesprochenen Sinn) 
unabhängig, meint dabei aber stets ei- 
ne Eigenschaft dieser Menge, nicht eine 
Eigenschaft der einzelnen Elemente. 
Unabhängigkeit von Ereignissen: Die 
tEreignisse A,B (=Q) heißen unab- 
hängig oder stochastisch unabhängig, 
wenn 


P(AnB)=P(A)P(B) 


gilt. Die Ereignisse A,B sind also ge- 
nau dann unabhängig, wenn für die 
Tbedingten Wahrscheinlichkeiten gilt: 


P(AlB)=P(A) und P(B|A)=P(B) 
(tMultiplikationssatz). Die Ereignisse 
A, B, C (ZQ) heißen unabhängig, 
wenn sie zu je zweien unabhängig sind 
und wenn ferner gilt: 

P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C). 

Man definiert nun rekursiv: Die 
Ereignisse A,],Aa,...,A„n (=Q) heißen 
unabhängig, wenn sie zu je n-—| 
unabhängig sind und außerdem gilt: 

P(Aı NAsn...NA,) 

= P(Aı)P(A;)...P(A,). 


Genau dann sind also die Ereignisse 
A,1,Aa,...,A„ unabhängig, wenn für 
jede Teilmenge 


Nr VEILA HN) 


(2<sk<n) gilt: 
P(A„NAuN:. NA) 
= P(A„) P(An,)-.-P(An.)- 


Eine beliebige Menge von Ereignissen 
heißt unabhängig, wenn je endlich 
viele dieser Ereignisse unabhängig 
sind. 


Beispiel 1: In einer Urne liegen 2100 
numerierte Kugeln (Abb. 1), also gilt 
2=1{1,2,3,....,2100}. 


14 17 


16 22 





Abb. I 


a) Man zieht eine Kugel und notiert, 
ob ihre Nummer 
— durch 3 teilbar ist (Ereignis A3); 
— durch 5 teilbar ist (Ereignis As); 
— durch 3 und durch 5 teilbar ist 
(Ereignis AaNA;). 
Es ist A3={3,6,9,...,2100}, also 
P(A3)=%. Entsprechend ist P(A;)=# 
und P(A3NAs)=735. Also gilt hier 


P(AznAs)=P(A;)P(As), 


die Ereignisse Az und A; sind daher 
unabhängig. 
b) Man zieht eine Kugel und notiert, 
ob ihre Nummer 
— durch 6 teilbar ist (Ereignis A,); 
— durch 10 teilbar ist (Ereignis 
Ayo); 
— durch 6 und durch 10 teilbar ist 
(Ereignis AgNn Aıo). 
Es ist P(A6)=% und P(A,0)=7b, und 
ferner P(AgNn Aı0)= 3, also 
P(AgNA10)# P(As)P(A 10); 
daher sind die Ereignisse A, und Ayo 
abhängig voneinander. 
c) Die Ereignisse A,,,Aa,, ..-, Aa, für 
Teiler d,,d»,...,d,„ von 2100 sind ge- 
nau dann unabhängig, wenn die Zah- 


len d,,d,,...,d, paarweise teilerfremd 
sind. 
Abhängigkeit und Unabhängigkeit 


von Ereignissen treten in der Statistik 
in Gestalt von abhängigen und unab- 
hängigen Merkmalen auf. Entsprechen- 
de Untersuchungen erfolgen z.B. mit 
Hilfe einer ?Vierfeldertafel (vgl. auch 
t Vierfeldertest). 
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Beispiel 2: Eine statistische Erhebung 
über Farbenblindheit (genauer: Rot- 
Grün-Blindheit) ergab die Zahlen in 
folgender Tafel; dabei bedeuten 9, 
und A die Mengen der untersuchten 
Frauen, Männer und Farbenblinden: 


«I Jrmm 
4839 4860 


4953 5140 
9792 10000 





Tafel 1 


Interpretiert man die gefundenen rela- 
tiven Häufigkeiten als Wahrscheinlich- 
keiten, so ist 


P(A) P(3)= 16000 10000 = 
P(An d)= 34%0 = 0,0364. 
Man wird also P(And)#+P(A)P(d) 
annehmen, also die Merkmale A und 
d als abhängig ansehen. (3 bis 4% der 
Männer sind farbenblind, aber nur et- 
wa 0,4% der Frauen.) 
In entsprechender Weise kann man 
auch Merkmale mit mehr als zwei 
Ausprägungen untersuchen. 
Beispiel 3: Zur Untersuchung, ob die 
vier Hauptblutgruppen 0, A, B, AB 
vom Geschlecht abhängen, wurde das 
statistische Material in Tafel 2 erstellt: 


Ts 5 Timm 
De: 1981 2107 4088 
a 2008 1898 3906 
BEHEIIEIEL 
4860 5140 10000 


Tafel 2 


0,0107, 













Unabhängigkeit von Zufallsgrößen 


Mit 0, A, B, AB wird einfachheitshal- 
ber auch die Menge der Untersuchten 
mit diesen Blutgruppen beschrieben. 
Es ist 


P(ON®) =0,1981 und 
P(0)P(?) =0,1987, 
and) =0,2008 und 
P(A)P(?) =0,1898, 
P(Bn®) =0,0518 und 
P(B)P(?) =0,0525, 
P(ABn®) =0,0353 und 
P(AB)P(?) =0,0450. 


Man kann hieraus schließen, daß die 
Blutgruppen unabhängig vom Ge- 
schlecht sind. (Bei den Blutgruppen 
gibt es ethnische Abhängigkeiten.) 
Aus der paarweisen Unabhängigkeit 
von Ereignissen A, B, C folgt noch 
nicht die Unabhängigkeit von A, B, C 
wie folgendes Beispiel zeigt: 

Beispiel 4: Beim zweimaligen Werfen 
einer Münze (Q={(w,w), (w,z), (z,w), 
(z,z)}) sind die Ereignisse 

tw, w),(w, 2), tw w),(z,Ww)}, 

{(w, w), (2, 2)} 
zwar paarweise 
aber unabhängig. 
Oft weiß man bereits aus der Be- 
schreibung des Zufallsversuchs, ob zwei 
Ereignisse A, B unabhängig sind z.B. 
wenn offensichtlich kein „Zusammen- 
hang“ zwischen den Ereignissen be- 
steht. Dann kann man aus P(AnB) 
=P(A)P(B) die Wahrscheinlichkeit 
von P(AMB) berechnen. Statistiker 
fordern manchmal die Unabhängig- 
keit zweier Ereignisse (oder Merkma- 
le), um diese Formel anwenden zu 
können. Dabei kann natürlich ein sy- 
stematischer Fehler unterlaufen, der 
die Glaubwürdigkeit der Berechnun- 
gen beeinträchtigt. 

Unabhängigkeit von Zufallsgrößen. 
Die tTZufallsgrößen X: Q>R und 
Y: Q>R mit jeweils endlich vielen Wer- 
ten heißen unabhängig (voneinander) 


unabhängig, nicht 


Unabhängigkeit von Zufallsgrößen 


oder stochastisch unabhängig, wenn für 
alle x,yeR gilt: 


P(X=x1iY=y)=P(X=x)P(Y=y), 


“ 


wenn also die Ereignisse „X =x“ und 
„Y=y“ unabhängig sind (ft Unabhän- 
gigkeit von Ereignissen). Die Zahlen 


Pj:=P(X=x;iY=y)) 


bilden die gemeinsame Wahrscheinlich- 
keitsverteilung von X und Y; dabei 
sind Xı,%2,..,%m und Yı, Was aa da 
die Werte, welche X und Y annehmen 
können. Die gemeinsame Wahrschein- 
lichkeitsverteilung stellt man in einer 
Kontingenztafel dar (Abb. 1). Als Rand- 
verteilung ergeben sich die Wahrschein- 
lichkeitsverteilungen von X und Y: 


n 
= 2 Pij» 
j=1 


P(Y=y)=)\ Pi; 


i=1 


P(X=x;) 


Sind nun X und Y unabhängig, dann 
kann man die gemeinsame Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung von X und Y 
sofort mit Hilfe der Verteilungen von 
X und Y angeben: ] 


P5=P(X=x)P(Y=y)). 


Sind X, Y unabhängig, so gilt 


P(X=x,AY=y,) | P&X=x,AY=y,) 
P(X=x,1Y=y,) | PX=x,1Y=y,) 





Abb. 1: Kontingenztafel 
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E(XY)=E(X)E(Y) 


(? Erwartungswert) und 
V(X+Y)=V(X)+V(Y) 
(t Varianz). 
Die Zufallsgrößen X,, X, ..., X, (X: 
QR) heißen unabhängig, wenn für 
alle x,,X2,....,x„ die Ereignisse „X, 
=xX", „Aa=X3", ..,,Xn=X%, unab- 
hängig sind. Es gilt dann 
P(Xı 


=Xı AXy3=X31..AX,=X,) 


- TI pi = 
i=1 


Sind die Zufallsgrößen X,,X>,..., X, 
unabhängig, dann gilt für den Erwar- 
tungswert 
E(X} X2.. An) 
=E(X,)E(X 2)... 


und für die Varianz 


FE.) 
=V(X)+ V(X,)+... + VX,). 


E(X,) 


Anwendung: Bei einer Bernoulli-Kette 
der Länge n sei 


l, falls i-ter Versuch 
ein „Treffer“, 

0, falls i-ter Versuch 
ein „Fehlschlag“. 


BLEmEULEN 
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Die Zufallsgrößen X,, X,, ...., X, sind 
unabhängig. Ist p die Trefferwahr- 
scheinlichkeit, so ist V(X,)=p(1-—-p) 
für i=1,2,...,n. Also ergibt sich für 
X=X,+X3+...+X, (Anzahl der 
Treffer) 


V(X)=np(l=p). 


Können die Zufallsgrößen X,, X, ..., 
X,„ auch unendlich viele Werte anneh- 
men, so definiert man ihre Unabhän- 
gigkeit durch die Unabhängigkeit der 
Ereignisse 


XıSX,, X,<X,, a 


für alle (x1,%>, ..., )EIR". 
uneigentlich: Bezeichnung, die in ver- 
schiedenen mathematischen Zusam- 
menhängen auftritt. Eine Kongruenz- 
abbildung (Tgeometrische Abbildun- 
gen) heißt eine eigentliche Bewegung, 
wenn sie den Umlaufsinn einer Figur 
nicht ändert, andernfalls heißt sie eine 
uneigentliche Bewegung; eine uneigent- 
liche Bewegung ist z.B. eine Achsen- 
spiegelung. In der Tprojektiven Geo- 
metrie erweitert man die Ebene durch 
uneigentliche Punkte, welche eine un- 
eigentliche Gerade bilden. Ein Tun- 
eigentliches Integral stellt eine gewisse 
Verallgemeinerung des „üblichen“ In- 
tegrals dar. 

uneigentliches Integral: Das ?Inte- 

b 


gral (Riemannsches Integral) [f)dx 


ist zunächst nur für den Fall definiert, 

daß das Integrationsintervall [a,b] 

endlich ist; ferner wird beim Rie- 

mannschen Integral vorausgesetzt, daß 

f auf [a,b] beschränkt ist. Man kann 

nun den Integralbegriff so erweitern, 
b 


daß dem Ausdruck | f(x)dx auch für 


a 
unendliche Integrationsintervalle oder 
unbeschränkte Funktionen eine Be- 
deutung zukommt. 


uneigentliches Integral 


Unendliche Integrationsintervalle: 
Wenn der Grenzwert 


b 

lim [ f(x)dx 

b>o a 
existiert, dann heißt f auf dem unend- 
lichen Intervall [a, o[ uneigentlich in- 
tegrierbar und der obige Grenzwert 
wird als uneigentliches Integral von f 
über [a, ©o[ bezeichnet; man definiert 
dann 


& : 
[ S(o)dx:= lim | f(x)dx. 
a b>oa 


Das uneigentliche Integral von f über 
]— %,b] wird analog definiert: 


b b 
[| fid)dx:= lim [fx)dx. 


a>—@0ga 


Das uneigentliche Integral 
| fiddx 


existiert, wenn für ein aeR die un- 
eigentlichen Integrale 


f f(x)dx und Tflddx 
Een Man de dann 
j fir)dx:= j fx)dx 

+f So)dx. 


Unbeschränkter Integrand: Ist f an der 
Stelle b nicht beschränkt, so kann 
trotzdem der Teinseitige Grenzwert 


t 
lim [| f(x)d«x 
tob a 
existieren. In diesem Fall heißt f auf 
[a,b] uneigentlich integrierbar und 
obiger Grenzwert uneigentliches Inte- 
gral. Man definiert 


b 


| fo) dx:= lim regen. 


a t>b" a 


uneigentliches Integral 


Entsprechend definiert man das un- 
eigentliche Integral, falls f an der un- 
teren Grenze a nicht beschränkt ist. 
Ist f an einer Stelle x, im Innern von 
[a,b] nicht beschränkt, so existiert 
das uneigentliche Integral über [a,b], 
wenn die uneigentlichen Integrale 
über [a,xo] und [xo, b] existieren und 
man definiert 


b xo b 

lf)dx= | fm)dx+ | fl)dx. 
Existiert ein uneigentliches Integral, so 
sagt man auch, es ist konvergent. 
Beispiel 1: Es sei reR. Genau dann 
existiert das uneigentliche Integral 


© dx 


r 





’ 


1 x 


wenn r>| ist; sein Wert beträgt dann 





. Es ist nämlich für r#1 


2q 1 
(G-— 1-51, 


1 * r— 





und lim b!”" existiert nur für 1-r<0O, 
b>+o 


also für r>1. Im Fallr=1 gilt 


b 

d 
f ha 
=: 


das uneigentliche Integral existiert al- 

so nicht, weil die tLogarithmus- 

funktion unbeschränkt wächst. 

Beispiel 2: Es sei reR. Genau dann 

existiert das uneigentliche Integral 
1dx 


f ae 


r? 
o* 


wenn r<l1 ist; sein Wert beträgt dann 





Ir Für r#1 und 0<t<]1 gilt näm- 
—r . 


lich 
dx 


r 





— 1 (1 =) 
Ir j 


no 


x 
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und lim rt!" existiert nur für I-r>0, 
t>0*+ 


also für r<1. Im Fall r=1 ist 
td 
f he 
u: 


das uneigentliche Integral existiert al- 
so nicht, weil —Int unbeschränkt 
wächst, wenn t gegen 0 strebt. 

Die Ergebnisse in den Beispielen | 
und 2 sind in Abbildung 1 zusammen- 
fassend dargestellt. 






Id 
x re 
f „r existiert 
0 
N r<Il 





HIHI 








— existiert 
—r>1 








(0) 1 x 
Abb. I 
Beispiel 3: 

ı dx .„.: dx 

f = lim | 

oyl-x? -ı-oyl-x? 


= lim (arcsin t—arcsin 0) 
t>1° 


=arcsinl=2. 


Mit Hilfe dieses uneigentlichen Inte- 
grals kann man die Kreiszahl n 
definieren, denn dieses Integral ist die 
t Bogenlänge eines Viertelkreises vom 
Radius 1. 





Beispiel 4: 
© dx ° dx 
| 
d i+x? . j i+x? 
b 
+ lim | z 
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= lim (arctan O—arctan a) 


a>— © 


+ lim (arctan b—-arctan 0) 


b+o 


= lim arctanb— lim arctana 


bo a>—-w 


=3+3=n (Abb.2). 


7 


Abb. 2: n als uneigentliches Integral 





Beispiel 5: In der Stochastik (? Nor- 
malverteilung) tritt das uneigentliche 
Integral 


[ et*dx=Y2r 


auf. 
Beispiel 6: In der Optik benötigt man 
das uneigentliche Integral 


unendlich: Eine Menge heißt unend- 
lich, wenn sie zu einer echten Teil- 
menge gleichmächtig ist. Beispielswei- 
se ist die Menge N der natürlichen 
Zahlen unendlich, denn sie ist gleich- 
mächtig zur Menge aller geraden na- 
türlichen Zahlen; dies erkennt man 
mit Hilfe der bijektiven Abbildung 
n->2n von N auf die Menge der gera- 
den natürlichen Zahlen. Die Menge 
{1,2,3} ist nicht unendlich, denn sie 
ist nicht gleichmächtig (anzahlgleich) 
zu einer ihrer echten Teilmengen. 

Es gibt keine Zahl namens „unend- 
lich“, etwa mit dem Symbol » be- 
zeichnet, auch wenn man manchmal 
$= w schreibt. Das Rechnen mit einer 
solchen „Zahl“ würde zu vielen Unge- 
reimtheiten führen. 


unendliches Produkt 


Das Symbol © verwendet man in 
der Analysis bei Grenzübergängen 
(t Grenzwert). Im Zusammenhang mit 
T Folgen spricht man auch von unend- 
lichen Folgen, unendlichen tReihen 
und funendlichen Produkten. 
unendliches Produkt: Ist <a,> eine 
tFolge von Zahlen, dann heißt die 
Folge <p,> mit 


Pn =4dı da... 


die Produktfolge von <a,> und wird 
mit | |<a,> bezeichnet (] | griechischer 
Großbuchstabe Pi). Sowohl diese Fol- 
ge als auch ihr eventuell vorhandener 
Grenzwert werden mit 


oO 
la 
i=1 


bezeichnet und unendliches Produkt 
genannt. Im folgenden wird nur der 
Fall betrachtet, daß keiner der Fakto- 
ren den Wert O hat. Man nennt das 
unendliche Produkt konvergent zum 
Grenzwert a, wenn a#0 und 


n 
lim [] a=a 


n>@® i=-1 


gilt. Existiert dieser Grenzwert nicht 
oder hat er den Wert 0, dann heißt 
das unendliche ErBe diver Bent, Die 


1 

unendlichen Produkte 11 a; und R — 

i=1 i= ı di 

sind entweder beide konvergent oder 

beide divergent. Notwendige Bedin- 

gung für die Konvergenz von |] a; ist 
i=1 


ni a=1. Sind alle Faktoren positiv, 


so it Na genau dann konvergent, 
i=1 x 
wenn die tReihe ) Ina; konvergiert 
i=1 
(T Logarithmus). Es ist dann 


= Ina; 
[a=e2 


i= 


fer 


Ungleichungen 


Schreibt man die Faktoren in der 
Form a,=1+r;, und sind die Zahlen r; 
dabei alle nicht-negativ oder alle 
nicht- DaBlaN, dann gilt: Genau dann 

Ol (l1+r;) konvergent, wenn die 


[6,0] 


Reihe ), r; konvergent ist. 
i=1 
Beispiele: 1) Das unendliche Produkt 


(2) 


i=2 I 


ist konvergent zum Wert 3, denn 


3)l-3)-0-7) 











1-3 2-4 (n—1)(n+1) 
2 a nn 
I n+l 
En 
und ya. . 
n- oo n 2 


2) Das unendliche Produkt 
2 1 
il) 
i=2 ı 


ist divergent, denn 


A 2 n—1 1 
23" nn 
| 
und lim -=0. 
no N 


3) Das unendliche Produkt 
3 1 
I] ( +) 
ie1 ı 


ist divergent, denn das Produkt der 
ersten n Faktoren hat den Wert n+1, 
und es gilt lim (n+1)= © 


n 00 





i-1 | 
(14x? )= 


8 


4) für |x|<1. 


i 
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=xI (x) 
x 
1+— 

i 
(TGammafunktion). 
6) Für «>1 ist 


wobei sich das unendliche Produkt 
über alle t Primzahlen erstreckt. 


e) x? 
? ( -5) = 
I n” x 
(t Wallissche Forme!). 


[6,0] 


sinnx 





x  sinx 
8) cos _. = ——. 
n=1 2 x 


Ungleichungen. Schreibt man zwi- 
schen zwei t Terme eines der Zeichen 


< (ist kleiner als), 
< (ist kleiner als oder gleich), 
> (ist größer als), 
> (ist größer als oder gleich), 


so entsteht eine Ungleichung. Kom- 
men in den Termen keine Variablen 
vor, so ist die Ungleichung eine Aus- 
sage. Enthält mindestens einer der 
Terme Variable, so ist die Unglei- 
chung eine fAussageform. Die Menge 
G, deren Elemente man für die Va- 
riablen einsetzen darf, ist die Grund- 
menge oder Definitionsmenge der Un- 
gleichung. Sie ist die Schnittmenge der 
Definitionsmengen der auftretenden 
Terme. Diejenigen Elemente aus G, 
bei deren Einsetzung für die Variablen 
die Ungleichung zu einer wahren Aus- 
sage wird, heißen Lösungen, ihre Ge- 
samtheit die Lösungsmenge (meist mit 
L symbolisiert) der Ungleichung. Ist 
die Lösungsmenge gleich G, so han- 
delt es sich um eine identische Unglei- 
chung auf G. Beispielsweise ist 


(x+y?22xy 
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eine identische Ungleichung auf R°. 
Ist die Lösungsmenge eine echte Teil- 
menge von G, dann handelt es sich 
um eine Bestimmungsungleichung. Sol- 
che können oft mit Hilfe von tÄqui- 


valenzumformungen gelöst werden, 
zB.; 

Umformung der Terme (t Termum- 
formung); 


Addition eines Terms auf beiden Sei- 
ten; 

Multiplikation mit einem Term auf 
beiden Seiten, sofern dieser Term auf 
G nur positive Werte annehmen kann; 
Multiplikation mit —1 und gleichzei- 
tige Vertauschung der Zeichen < und 
> bzw. < und >. 

Im folgenden werden zunächst Bei- 
spiele für Ungleichungen mit einer Va- 
rablen betrachtet; ist keine Grund- 
menge angegeben, so soll diese R sein. 


Beispiel 1: Lineare Ungleichung 


2x+1<3x—-7 |-3x+7 
—-x+3<0 -(-1) 
x-8>0 |+8 
x>8 


Beispiel 2: Betragsungleichung 


|x+2|25 
x+2<s-5 oder x+225 
x<s—7 x23 


Beispiel 3: Quadratische Ungleichung 


x?-7x+10<s0 
(x -2)(x-5)=0 
x-2<s0 und x-520 


(keine Lösung) oder 
x-220 und x-5<s0 


x22 und x<5 
25x35 


Beispiel 4: Bruchungleichung 


3 2 
— << —— 


(G=R\{-1,0}). 
x x+l 


Ungleichungen 


Für G,={xeR|x<-1} ist die ge- 
gebene Ungleichung äquivalent mit 
x<—3. Man erhält also 


L,=!xeR|x<-3}NG, 
={xeR|x<-3}. 


Für G,={xeR|-I<x<0} ist die 
gegebene Ungleichung äquivalent mit 
x> —3. Man erhält 


L,;={xeR|x> -3}NG; 
={xeR|-1<x<0}. 


Für G,={xeR|x>0} ist die gege- 
bene Ungleichung äquivalent mit 
x>—3. Man erhält 


L3;=!xeR|x<-3}NG3(=Pß). 


Die Lösungsmenge der Ungleichung 
ist also 


L=L,UL;uUL3 
={xeR|x<-3 oder +1<x<0}. 


Beispiel 5: Wurzelungleichung 
Vx+12x-1 (G={xeR|x2-1}). 


Für x-120, also x21 ist die gegebe- 
ne Ungleichung äquivalent mit der 
quadratischen Ungleichung x+12 
(x—1)? mit der Lösungsmenge [0, 3]; 
man erhält 


L,={xeR |x21}n[0,3]=[1, 3]. 


Für x—-1<0 ist die Ungleichung in G 
stets erfüllt, weil Y1-+x nicht negativ 
ist. Man erhält 


L,={xeR|x<1}nG=[-1,1]. 


Die Lösungsmenge der gegebenen 
Ungleichung ist also L=L,uUL,= 
[- 1,3]. In Abbildung I sind die Gra- 
phen der Funktionen x>yx+1 und 
x>x-—1 skizziert. An diesen Graphen 
kann man die Lösungsmenge der Un- 
gleichung sofort ablesen, wenn man 
den Schnittpunkt (3; 2) bestimmt hat. 


Unterraum 





Abb. 1: Graphische Bestimmung der 
Lösungsmenge von yx+12x-1 


Ungleichungen mit zwei reellen Va- 
riablen besitzen Lösungsmengen, wel- 
che sich als Flächenstücke der xy- 
Ebene deuten lassen. Systeme solcher 
Ungleichungen bestimmen ebenfalls 
Flächenstücke der xy-Ebene, wie die 
folgenden Beispiele zeigen: 

Beispiel 6: Die Ungleichung 

x-2y-2<0 
bestimmt eine Halbebene (Abb. 2). 





Abb. 2: Graphische Lösung der 
Ungleichung x—2y—-2<0 


Beispiel 7: Das System 
x—-2y—2<(, 
2x+ y-4>0, 
x+2y—-8<0 
besitzt als Lösungsmenge eine Drei- 
ecksfläche (Abb. 3). 
Beispiel 8: Das System 
(x-2?+y-2)’54, 
y-22x-2/ 
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beschreibt ein Flächenstück, welches 
von einer Parabel aus einer Kreis- 
scheibe ausgeschnitten wird (Abb. 4). 





Abb. 3: Graphische Lösung eines 
Ungleichungssystems 





(x-2)?+(y-2)?=4 


—1 






Abb. 4 


Unterraum: Eine Teilmenge U eines 
t Vektorraums V heißt Unterraum von 
V, falls U bezüglich der in V definier- 
ten Addition und Vervielfachung 
selbst ein Vektorraum ist. Jeder Vek- 
torraum hat sogenannte triviale Un- 
terräume, nämlich V selbst und den 
Vektorraum {0}, der nur den Null- 
vektor enthält. Ist U ein Unterraum 
von Vund U=#V, so heißt U ein echter 
Unterraum von V. Für Ü,, Dr, ..., „eV 
ist das tErzeugnis (V,, 05, ...,0,> ein 
Unterraum von V. Sind beispielsweise 
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ü,U zwei tlinear unabhängige Vekto- 
ren im Raum (R°), so beschreibt der 
Unterraum <ü,v) eine tEbene durch 
den Koordinatenursprung mit den 
Spannvektoren u und v. 

Die Lösungsmenge eines homogenen 
tlinearen Gleichungssystems aus n 
Gleichungen mit m Variablen und 
Koeffizienten aus R ist ein Unterraum 
von R”. 

Wenn man von einer Teilmenge U ei- 
nes Vektorraums V nachprüfen möch- 
te, ob sie ein Unterraum von V ist, so 
muß man nicht alle Vektorraumaxio- 
me nachrechnen. Vielmehr gilt das fol- 
gende Unterraumkriterium: Genau 
dann ist eine Teilmenge U von V ein 
Unterraum von V, wenn gilt: 


(Ul) U#+Bß: 
(U2) U, +U,eU für alle ü,,u,eU; 
(U3) AueU für alle AeR und veU. 


Unterstruktur: Ist (M,x) eine talge- 
braische Struktur; ist ferner U eine 
nichtleere Teilmenge von M und 
schließlich auch (U, x) eine algebrai- 
sche Struktur (mit derselben Verknüp- 
fung wie in M), dann heißt (U, x) eine 
Unterstruktur oder Teilstruktur von 
(M, x»). Ist beispielsweise (M,x) eine 
tGruppe, und ist (U, x) ebenfalls eine 
Gruppe, dann ist (U,x) eine Unter- 
gruppe von (M,x). Ebenso definiert 
man eine Unterstruktur (U, x, o) einer 
algebraischen Struktur (M,x,o) mit 
zwei Verknüpfungen. Ist beispielsweise 
(M,x*,o) ein TRing oder ein ?Körper 
und (U, x,o) ebenfalls ein Ring oder 
ein Körper, dann spricht man von ei- 
nem Unterring (oder Teilring) bzw. 
von einem Unterkörper (bzw. Teilkör- 
per). (Vgl. auch ?Unterraum eines 
Vektorraums.) 

Zur Nachprüfung, ob die Teilmenge 
U von M eine Unterstruktur von 
(M,*) bzw. von (M, x,o) bildet, muß 
in jedem Fall die Abgeschlossenheit 


Urnenmodell 


von U gegenüber der Verknüpfung x 
bzw. den beiden Verknüpfungen » und 
o geprüft werden. Es muß also gezeigt 
werden, daß mit je zwei Elementen 
U,UzEeU auch u, *u, bzw. u, *«u, und 
u] ou, zu U gehören. Ferner muß ge- 
prüft werden, ob die Existenz des 
tneutralen Elementes und der tin- 
versen Elemente in U gewährleistet ist, 
falls dies in M der Fall ist. Dagegen 
muß nicht geprüft werden, ob die Un- 
terstruktur tassoziativ, Tkommuta- 
tiv oder tdistributiv ist, weil sich diese 
Eigenschaften einer gegebenen alge- 
braischen Struktur stets auf ihre Un- 
terstrukturen übertragen. 

Urbild. Ist f: A>B eine tAbbildung 
und gilt f(a)=b (a€A, beB), so heißt 


b das Bild von a, 
a ein Urbild von b 


unter der Abbildung f. Die Urbildmen- 
ge von b besteht aus allen aeA mit 
fta)=b; man bezeichnet sie mit 
f*'(b) und nennt sie auch kurz das 
Urbild von b. Ist T eine Teilmenge 
von B, so bilden alle Elemente von A, 
deren Bild in T liegt, das Urbild bzw. 
die Urbildmenge von T (Bezeichnung 
f'(T)). Die Ausgangsmenge (Defini- 
tionsmenge) A von f nennt man auch 
den Urbildbereich der Abbildung. 
Urnenmodell. Als eine Urne mit n 
Kugeln bezeichnet man einen TLa- 
place-Versuch mit n Ausfällen. 

Eine Urne mit n Kugeln (mit den 
Nummern 1,2,3,...,n) kann für n=2 
zur Simulation des Münzwurfs, für 
n=6 zur Simulation des Würfels, für 
n=37 zur Simulation des Roulette- 
Spiels verwendet werden. Eine Aus- 
wahl aus einer n-Menge mit Wie- 
derholungen (tKombinatorik) kann 
durch das Ziehen aus einer Urne mit 
Zurücklegen dargestellt werden; ent- 
sprechend kann eine Auswahl aus ei- 
ner n-Menge ohne Wiederholungen 


Variable 


durch das Ziehen aus einer Urne ohne 
Zurücklegen dargestellt werden. In der 
Urne liegen dabei n verschiedene Ku- 
geln, welche die Elemente der n-Men- 
ge darstellen. 


V 


Variable (Platzhalter, Leerstelle): Be- 
zeichnung für ein Symbol in einem 
tTerm, für welches Elemente einer 
zuvor festgelegten Grundmenge ein- 
gesetzt werden dürfen. Meistens be- 
nutzt man für Variable Buchstaben 
(a,x, P, Y, &, ...). Gleiche Variable dür- 
fen nur durch gleiche Elemente der 
Grundmenge ersetzt werden. Zu ver- 
schiedenen Variablen können ver- 
schiedene Grundmengen gehören; bei- 
spielsweise gehört in dem Term x 
(Wurzel) zur Variablen n die Grund- 
menge N (Menge der ?natürlichen 
Zahlen), zur Variablen x die Menge 
Rö (Menge der nichtnegativen Tre- 
ellen Zahlen). 

Die Variablen in einer ? Gleichung, 
bezüglich welcher die Gleichung ge- 
löst werden soll, heißen die Glei- 
chungsvariablen, die Unbestimmten 
oder die Unbekannten. Sind die Ko- 
effizienten einer Gleichung selbst 
Variable, so heißen sie Formvariable. 
Bei Funktionsgleichungen (1 Funktion) 
y=f(x) unterscheidet man unabhängige 
Variable (x) und abhängige Variable (y). 
Eine Variable in einer ?Aussageform, 
welche nicht im Wirkungsbereich ei- 
nes Quantors steht (Tformale Logik), 
heißt eine freie Variable. Dagegen 
heißt eine Variable, auf welche sich 
ein Quantor bezieht, eine gebundene 
Variable. SO kommen in der Aussage- 
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form V(x+y=2). („Es gibt ein y mit 


x+ y=2") die freien Variablen x,z 
und die gebundene Variable y vor. 
Varianz (Dispersion, Streuung). Die 
Varianz ist ein Maß für die Abwei- 
chung einer ?Zufallsgröße von ihrem 
t Erwartungswert bzw. der Werte einer 
Meßreihe von ihrem arithmetischen 
Mittel (1? Mittelwert). Sie ist also ein 
Streuungsmaß (tstatistische Streuungs- 
maße). Ist 


2={0,,@, ..., On} 


die Menge der möglichen Ausfälle ei- 
nes tZufallsversuchs und X eine Zu- 
fallsgröße auf diesem Zufallsversuch, 
dann ist die Varianz von X durch 


VN):= Z (X @)-w? Po) 


definiert; dabei ist u=E(X) der Er- 
wartungswert von X. Setzt man 


PX =x):=P(iw;e2|X(w)=x}) 


(t Wahrscheinlichkeitsverteilung), so 
kann man die Varianz auch folgender- 
maßen ausdrücken: 


VX)= % &-W’P(X=x); 
xeX(R) 
dabei ist X(Q2) die (endliche) Werte- 
menge der Funktion X. Die Größe 


o(X):=yYViX) 


heißt ?TStandardabweichung von X; 
sie hat die gleiche (physikalische) Di- 
mension wie die Werte von X. 

In dem Ausdruck für die Varianz wer- 
den große Abweichungen vom Erwar- 
tungswert bzw. vom Mittelwert stär- 
ker berücksichtigt als kleine Abwei- 
chungen, da die Abweichungen |x— u] 
quadriert werden. 

Die Funktion 


x 3 (x; x)? Pi 


i=1 
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hat an der Stelle 
x*= 23 XıPi 
i=1 


i= 


ein Minimum, falls ), p;=1 ist. Dies 
i=1 
ist ein weiterer Grund dafür, die Va- 
rianz bzw. die Standardabweichung 
als Abweichungsmaß bezüglich des 
Erwartungswertes bzw. des arithmeti- 
schen Mittels zu wählen. 
Bei einem Zufallsversuch mit unend- 
lich vielen Ausfällen kann man die 
Varianz einer Zufallsgröße X, deren 
Erwartungswert u=E(X) existiert, 
durch 


2,0] 


V(X):= | (x-W’fR)dx 


definieren, wobei f(x) die t Dichte der 
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X 
ist. 

Die Varianz von X läßt sich auch mit 
Hilfe des Erwartungswerts ausdrük- 
ken: 


V(X)=E((X - E(X))?) 
=E(X?)-E(X)*. 
Sind X,,X,,..., X, paarweise unab- 


hängig (? Unabhängigkeit von Zufalls- 
größen), dann gilt 


V 2 x.) = & V(X.). 


Die Bedeutung der Varianz erkennt 
man vor allem bei der tTscheby- 
scheffschen Ungleichung und beim Ar- 
beiten mit der ? Normalverteilung. 





Ist x1,X2, ...,x„ eine Meßreihe, so de- 
finiert man 
1 n 
3 (x;—%)? 


n—|1 i=-1 


als die Stichprobenvarianz der Meßrei- 
he, wobei X das arithmetische Mittel 
der Meßwerte ist. Damit erhält man 
eine terwartungstreue Schätzgröße 


Variationsrechnung 


für die Varianz der zugrundeliegenden 
Zufallsgröße. 

Variationsrechnung. Eine Abbildung, 
welche eine Menge % von Funktionen 
in die Menge R der reellen Zahlen 
abbildet, heißt ein (reelles) Funktional 
auf %. Die Grundaufgabe der Varia- 
tionsrechnung besteht darin, unter ge- 
wissen Voraussetzungen über % dieje- 
nigen Funktionen aus % zu bestim- 
men, für welche das Funktional einen 
extremen Wert annimmt. 

Beispiel (Problem der Brachistochrone 
von Johann Bernoulli, 1667-1748): 
Zwischen zwei verschieden hoch gele- 
genen Punkten A,B ist eine Verbin- 
dungskurve so zu bestimmen, daß die 
Fallzeit eines Masseteilchens unter 
dem Einfluß der Schwerkraft und oh- 
ne Berücksichtigung der Reibung auf 
dieser Kurve minimal ist. 





y 


Abb. 1: Verbindungskurve zwischen zwei 
Punkten A und B 


Startet das Teilchen in Punkt A 
(Abb. 1), dann ist nach dem Energieer- 
haltungssatz 


mM 2 
may ® 


(m Masse, g Erdbeschleunigung, v Ge- 


schwindigkeit). Dies liefert v=— 
dt 
=y2gy, also 
dx 
V II V28gy 


Vektor 


und somit 


1 >: 1+(y')? 
= — dx. 
Zn ze 


Gesucht ist eine Funktion y(x) mit 
y(0)=0, y(b)=h (vgl. Abb. 1), für wel- 
che t minimal ist. 

Im allgemeinen sucht man eine Funk- 
tion y(x) mit y(xo)=yo und y(x,)=Yı, 
für welche das Funktional 





Ky):= | f(x, y, y)dx 
extremal ist, wobei f stetige ? partielle 
Ableitungen zweiter Ordnung besitzen 
soll. Eine notwendige (aber nicht hin- 
reichende) Bedingung für ein solches 
Extremum ist 

of d (2)- 0 

oy dx y/ 
oder ausgeschrieben 


of 9f af 








0° 
02 y 
Beim Problem der Brachistochrone ist 
f nur von y und y’ abhängig, so daß 





.y'=0, 


Ö 
=0 gilt. Obige Bedingung führt 
x 


hier zu 


Kleid 


also f—-y’ = const. bzw. 
Y 


1+(y')? (y)? 


»  yYya+o) 


=const. 





oder 
y(1+(y')?)=const. 


Die Lösungskurven dieser Differen- 
tialgleichung sind 1 Zykloiden. 
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Vektor: Bezeichnung für ein Element 
eines TVektorraums. Der Begriff des 
Vektors und das Rechnen mit Vekto- 
ren geht auf Fragestellungen der Phy- 
sik und der Geometrie zurück (t Vek- 
torrechnung in der Geometrie). 

Kräfte, Geschwindigkeiten und zahl- 
reiche weitere physikalische Größen 
sind außer durch einen Betrag auch 
durch eine Richtung gekennzeichnet. 
Man beschreibt sie geometrisch durch 
einen Pfeil in einem Bezugssystem 
(tKoordinatensystem), dessen Länge 
den Betrag und dessen Richtung die 
Richtung der betreffenden physikali- 
schen Größe angibt. Greifen zwei 
Kräfte FA und 5 am gleichen Punkt 
eines Körpers an, so ist die resultie- 
rende Gesamtkraft (Resultierende) 


gleich der Summe fi +f2, welche man 
mit Hilfe des Kräfteparallelogramms 
(Abb. 1) konstruiert. 





Ö2 B' 
D 
GG ze Be AEER 


vektor 





Abb. 2: Verschiebung 


Eine Verschiebung (? geometrische Ab- 
bildungen) wird durch ihren Betrag 
und ihre Richtung eindeutig festgelegt, 
sie kann also auch durch einen ge- 
richteten Pfeil beschrieben werden 
(Abb. 2). 

Die tVerkettung einer Verschiebung 
mit dem Verschiebungsvektor d und 
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einer Verschiebung mit dem Verschie- 
bungsvektor b ergibt eine Verschie- 
bung mit dem Verschiebungsvektor 
ä+b, welcher gemäß Abbildung 3 
konstruiert wird. 


A' , 
a b 
A 
- A" 


ä+b 


Abb. 3: Verkettung von zwei 
Verschiebungen 


Man kann nun einen Vektor im An- 
schauungsraum (Ebene oder Raum) 
als eine Pfeilklasse definieren: Die 
Menge aller Pfeile mit derselben Län- 
ge und derselben Richtung bildet ei- 
nen Vektor. Ein einzelner Pfeil aus ei- 
ner Pfeilklasse heißt Vertreter oder 
Repräsentant des Vektors. Sowohl 
Vektoren als auch ihre Vertreter wer- 
den mit lateinischen Kleinbuchstaben 
und einem darüberliegenden Pfeil 
oder, falls ein Vertreter den Anfangs- 
punkt A und den Endpunkt B hat, mit 
AB bezeichnet. Den Betrag eines Vek- 
tors bezeichnet man mit || oder |AB|, 
oft auch mit ||@]| und ||AB|| (Norm). 
Ein Vektor vom Betrag einer Längen- 
einheit (im vorgegebenen Bezugssy- 
stem) heißt Einheitsvektor. 





(arD+ 


Abb. 4: Assoziativitätsgesetz der Vektor- 
addition 


Die Addition von Vektoren (Vektorad- 
dition) wird durch Aneinandersetzen 
der Pfeile definiert (Abb. 3). Die Vek- 
toraddition ist Tassoziativ (Abb. 4) 


Vektor 


und tkommutativ (Abb. 5). Mit 0 be- 
zeichnet man den Nullvektor, d.h. den 
Vektor vom Betrag 0. Mit —a be- 
zeichnet man den Gegenvektor von d; 
es gilt also d+(-a)=0. Die Menge 
der Vektoren der Ebene oder des 


Raumes bildet also bezüglich der 
Vektoraddition eine kommutative 
t Gruppe. 





Abb. 5: Kommutativgesetz der Vektor- 
addition 


Ist @ ein Vektor und k eine reelle 
Zahl, dann versteht man unter dem k- 
fachen von dä, geschrieben kd, den 
Vektor mit dem k-fachen Betrag wie @ 
und derselben Richtung bzw. der ent- 
gegengesetzten Richtung, falls k>0 
bzw. k<O gilt. Zusätzlich vereinbart 
man 0d=kö=0 für alle Vektoren @ 
und alle reellen Zahlen k. Man spricht 
hier von der Vervielfachung oder skala- 
ren Multiplikation von Vektoren. 

Ist ein kartesisches ?tKoordinaten- 
system in der Ebene oder im Raum 
gegeben, dann kann man einen Vektor 
durch ein Zahlenpaar bzw. ein Zahl- 
entripel darstellen. Üblicherweise gibt 
man Vektoren dann in Spaltenform 


an: 
dı 


>  [4ı ar 
= bzw. a=|a; 


Az 


Die Zahlen a,,a, bzw. a,,a;, a3 hei- 
Ben die Koordinaten des Vektors, die 
Vektoren 


0) 


bzw. 


Vektoranalysis 
dı 0 0 
0 ‚142], 0 
0 0 Az 


heißen die Komponenten des Vektors 
(Abb. 6) 





Abb. 6: Komponenten eines Vektors 


Für A=(a,,a,) und B=(b,,b,) bzw. 
A=(a,,a,,a;) und B=(b,,b,,b;) gilt 


—  /b,-a, 
B-(,_.) 
bzw. 
bı-aı 
AB= b,—a; ]. 
b3—a3 


Zu jedem Vektor @ gibt es einen Ver- 
treter, dessen Anfangspunkt der Koor- 
dinatenursprung O ist, also 


Pı 
ä=0P=|p|; 
P3 


diesen Vektor nennt man den Ortsvek- 
tor des Punktes P=(p,, P>, P3). 

Den Betrag eines Vektors berechnet 
man aus seinen Koordinaten mit Hilfe 
des Satzes von 1 Pythagoras: 


lal=ya?t+a3 


bzw. 
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lal=yat+a3+a}. 


Addieren und Vervielfachen von Vek- 
toren, welche als Zahlenspalten ge- 
schrieben sind, geschieht koordinaten- 
weise. Beispielsweise ist 


dı b, kaı+b, 
k Ad] + b> = ka;+b; 
Az bz ka3+bz3 


Vektoranalysis. Die Funktion &: 
GR?’ sei in einem tGebiet G des R° 
definiert. Wenn im folgenden tpar- 
tielle Ableitungen von & auftreten, 
dann ist neben deren Existenz oft 
auch deren Stetigkeit vorauszusetzen, 
worauf jedoch nicht immer wieder 
hingewiesen wird. Die Gleichung 


P(&,y,2)=c (ce) 


beschreibt eine tFläche im R°? und 
heißt eine Niveaufläche der Funktion 
&. Die t Tangentialebene an diese Flä- 
che im Punkt (xo, Yo,2o) hat die Glei- 
chung 


[620 [620 
a X+, yo) 
ö 
+ e-z0)=0 


wobei die partiellen Ableitungen an 
der Stelle (xo,yo,20) zu bilden sind. 
Der Normalenvektor 

gradd:= [2 2 “) 

0x 08y dz 

heißt Gradient von & an der Stelle 
(Xo,Yo,Zo). (Vektoren werden aus 
Platzgründen hier stets als Zeilen ge- 
schrieben.) Ist durch den Einheits- 
vektor r:=(&,ß,y) eine Richtung im 
Raum gegeben, dann ist das ?Skalar- 
produkt 


ö Ö Ö 
r.gradd=u Pin 2 ? 
0x Oy 02 
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die Richtungsableitung von & in Rich- 
tung r an der Stelle (xo, yo,2o), denn 
dies ist dasselbe wie 


d 
ds Plxo+as, yot+Bs, zo+YS). 


Den größten Wert nimmt r-gradd an, 
wenn r und grad& die gleiche Rich- 
tung haben; der Gradient zeigt also in 
die Richtung, in der die Funktion & 
die größte Richtungsableitung auf- 
weist. 

Der Gradient grad & definiert ein Vek- 
torfeld (das Gradientenvektorfeld) im 
Gebiet G; ein Vektorfeld in G ist im 
allgemeinen dadurch gegeben, daß je- 
dem Punkt in G ein Vektor zugeord- 
net ist. Ein Beispiel ist das Vektorfeld 
der Strömungsgeschwindigkeit einer 
inkompressiblen Flüssigkeit, weitere 
Beispiele sind elektrische und magne- 
tische Kraftfelder. Ist 


d=(u, v,w), 


wobei u,v,w auf G definierte stetige 
Funktionen sind, ist ferner $S eine ge- 
schlossene Fläche in G und n der ins 
Äußere von G weisende Normalen- 
vektor auf der Fläche $S, dann heißt 
das T Oberflächenintegral 


(f@-mas 


der Fluß von vV durch S. Das tKur- 
venintegral 


[a-ds:= |udx+vdy+wdz 
R R 


längs einer geschlossenen Kurve X 
heißt die Zirkulation von d längs X. 
Die Funktion 


nennt man die Divergenz des (als diffe- 
renzierbar vorausgesetzten) Vektorfel- 
des a. Das Vektorfeld 





Vektoranalysis 
‘Z Be Ov Qu Ow Ov -") 
rotd:= -., --,—— 
0y Oz üz 0x 9x O0y 


heißt die Rotation des (differenzier- 
baren) Vektorfeldes d. Mit Hilfe des 
symbolischen Vektors 


009% 
V:= (— nn.» =) 
0x 0y Oz 
(„Nabla“) kann man den Gradient ei- 
ner Funktion p und die Divergenz so- 


wie die Rotation eines Vektorfeldes a 
folgendermaßen schreiben: 


gradp=Vp, 
diva=V-a, 
rota=Vxa, 


wobei - das tSkalarprodukt und x 
das t Vektorprodukt bedeuten. 
Satz von Gauß (nach C.F. Gauß, 1777 
bis 1855): Sei G ein Gebiet, das von 
einer geschlossenen Fläche $ berandet 
wird, und sei a ein Vektorfeld, das in 
GuS stetig differenzierbar ist. Dann 
gilt 

NNa-m)ds=|[[divadV. 

5 G 


Der Fluß von d durch $ läßt sich also 
als das (räumliche) ?Gebietsintegral 
über die Divergenz von d ausdrücken, 
gebildet über das von S eingeschlos- 
sene Gebiet G. 

Satz von Stokes (nach G.G. Stokes, 
1819-1903): Sei X eine geschlossene 
Kurve (Raumkurve), welche die Flä- 
che $S berandet, und sei die Normale n 
(Normaleneinheitsvektor) stetig auf $. 
Sei ferner d ein stetig differenzierbares 
Vektorfeld in einem Gebiet G aus R’° 
mit SURZG. Dann gilt 


[d-ds= [\n-rota)dS. 
KR Ss 


Die Zirkulation längs 8 läßt sich also 
als das Oberflächenintegral von n-rota 
über eine von 8 berandete Fläche aus- 
drücken. 


Vektorprodukt 


Sätze von Green (nach G. Green, 
1793-1841): Setzt man im Satz von 
Gauß (s.o.) a=pgrady ein, wo p und 
v zweimal differenzierbare Funktio- 
nen sind, dann erhält man mit der 
Abkürzung 


0) 
LE REN 
on 


die Formel 


No Y as- IS (grad p-gradyy 


+odivgrady)dV. 


Eine entsprechende Formel ergibt sich 
bei Vertauschung von p und ı%; durch 
Subtraktion beider Formeln erhält 


man 
Oy Op 
Ne Yan)es 
= |(|(pdivgrady 


—vdivgradp)dV. 


Im folgenden sei G stets ein einfach 


zusammenhängendes Gebiet. Ist rot@ 
=0 in G, dann heißt das Vektorfeld @ 


rotationsfrei in G. Dies ist genau dann 
der Fall, wenn @ ein Gradienten- 
vektorfeld ist, wenn also eine ska- 
lare Funktion p in G existiert mit 
d=gradp. Man nennt in diesem Fall 
das Potential des Vektorfeldes a. Ist @ 
rotationsfrei, so gilt nach dem Satz 
von Stokes [d-ds=0, die Zirkulation 


R 

von a über jede geschlossene Kurve in 
G hat also den Wert 0. Ist diva=0 in 
G, dann heißt das Vektorfeld @ quel- 
lenfrei in G. Dies ist genau dann der 
Fall, wenn in G ein Vektorfeld b exi-, 
stiert mit d=rotb; man nennt dann b 
das Vektorpotential des Feldes a. 

Der Differentialoperator 


A:=divgrad 


(anzuwenden auf eine skalare Funk- 
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tion) heißt Laplace-Operator (nach 
P.S. de Laplace, 1749-1827). Es gilt 


09 °P 0°o 
Ox2  dy2 9z2’ 


wobei p zweimal differenzierbar sein 
muß. Die partielle Differentialglei- 
chung Ap=0 heißt Laplacesche Diffe- 
rentialgleichung. Eine Lösung dieser 
Differentialgleichung ist z.B. die Funk- 
tion p mit 


Ay= 


m 
(Potential des Gravitationsfeldes eines 
Massepunktes). 

Vektorprodukt: Das Vektorprodukt ux v 
zweier Vektoren U,v aus dem „geome- 
trischen“ Vektorraum V (isomorph zu 
R°’) ist wieder ein Vektor aus V mit 
folgenden Eigenschaften: 

(1) Sind u,7 tlinear abhängig, so ist 
uUxv=o0. 

(2) Sind üW,vV tlinear unabhängig, so 
ist UxD torthogonal zu Ü und zu Ü, 
die Vektoren 4,0 und UxV bilden ein 
Rechtssystem, und für den Betrag von 
UxT gilt 


p(x, y,2)= 


u x dl = |ull |ollsin a. 


Dabei ist « der von u und D einge- 
schlossene Winkel mit 0°<a<s 180° 
(Abb. 1). 





Abb. 1: Vektorprodukt 


Man sagt von drei tlinear unabhängi- 
gen Vektoren u, U, w des geometri- 
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schen Vektorraumes V, daß sie ein 
Rechtssystem bilden, wenn man die 
Finger der rechten Hand so halten 
kann, daß der Daumen in Richtung 
von u, der Zeigefinger in Richtung 
von V und der Mittelfinger in Rich- 
tung von w zeigt (Abb. 2). 


= 
Sı 





Abb. 2: Rechtssystem 


Der Vektor Üx ist orthogonal zu der 
von Ü und v erzeugten ?Ebene, falls 
ü,V linear unabhängig sind. Der Be- 
trag von uxT ist gleich dem Flächen- 
inhalt des von U von 7 aufgespannten 
Parallelogramms ABCD (Abb. 1). 

Das Vektorprodukt wird auch als äu- 
ßeres Produkt, Kreuzprodukt oder vek- 
torielles Produkt bezeichnet. 

Für alle u, 0,weV, ueR gilt 

(3) uxd= -(vxu); 

(4) uUxd)=uunxV=ux un, 

(5) Ux@+Ww)=uUxv+tuxw; 

(6) (U+V)xWw=UxwW+tUxw. 


Abb. 3: Vektorprodukt der orthogonalen 
Einheitsvektoren 


Für die t Orthonormalbasis 


B=(e,&,;) 


Vektorprodukt 
von V in Abbildung 3 gilt 
€ x e, =e, » 
e, x 23 = e, s 
€, x e, =2). 


Gilt nach Festlegung eines kartesi- 
schen ?tKoordinatensystems im An- 
schauungsraum für die Vektoren 
V,weV 


nd en 2 2 2 
v=|%, ]|=0X,eı +%2&2 +0z3E3, 


%3 
Pı 

w=|ß,|=Pßıeı +ß2e2 + ß3e5, 
P3 


so hat das Vektorprodukt von v und 
w die Koordinatendarstellung 


& Pr %ß3 —a3ß2 
(7) [a2]|x| Pr ]J=[aßı -auß5]. 
%3 B3 Kıß2 a2 Pı 


Allgemein nennt man die durch (7) 
erklärte Verknüpfung Vektorprodukt in 
RR’. Für dieses Vektorprodukt in R° 
gelten ebenfalls die Regeln (1) bis (6). 
Dabei bezieht sich die Orthogonalität 
in (2) auf das Standardskalarprodukt 
(tSkalarprodukt) in R’°. 

Formal läßt sich das Vektorprodukt 
Uxw als 3reihige 1Determinante 
schreiben und ausrechnen: Es ist 


= 
2 03 


RS 


%ı ßı e, 
& 1x B2 | |eı 2 0&3|, 


./ \e/ Ih BR % 


wenn man diese „Determinante“ nach 
der ersten Zeile entwickelt. 


8 


Beispiel: Bestimmung des Flächenin- 
halts F des Dreiecks mit den Eck- 
punkten A(3;1;0), B(0;1; — 1), C(1;0;1). 
Es ist 


F=}]ACx AB]|. 


Vektorraum 
Wegen 
—2 — 3 
AC=|-1|, AB= ) 
l —| 
und 
eı e, e3 
ACxAB=| -2 -1 
-3 0-1 
| 
=d,-5&,-3&,=| -5 
folgt -_ 





F=4y1?+(-5)?+(-3)2 
=4/ 3522,96. 


Für Abstandsberechnungen (? Abstand) 
kann das Vektorprodukt auch ver- 
wendet werden. 
Vektorraum (genauer IR-Vektorraum, 
Vektorraum über dem Körper R, auch 
linearer Raum): Bezeichnung für eine 
Menge V, wenn folgende Vektorraum- 
axiome erfüllt sind (1 Vektor): 
(1) In V ist eine Addition definiert, so 
daß (V, +) eine kommutative ? Gruppe 
ist: 
(V1) (u+V)+tw=u+(v+w) 
für alle u,v,weV,; 
(V2) es gibt ein oeV (Nullvektor) mit 
o+v=v für alle veV; 
(V3) für jedes veV gibt es ein weV 
mit vo+w=o, 
für dieses w schreibt man (—); 
(V4) utv=v+u für alle u,veV. 
(2) Für jedes «eR und jedes veV ist 
ein Element «veV definiert (Vervielfa- 
chung, S-Multiplikation), so daß für al- 
le «,ßeRR und alle v,weV gilt: 
(V5) «P)v=a(ßv); 
(V6) (a+P)v=auv+Pßv; 
(VT) aw+w)=au+taw; 
(V8) lv=rv. 
Gelten die Axiome (V5) bis (V8) für 
die Elemente eines beliebigen Körpers 
K anstelle von R, so spricht man von 
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einem K-Vektorraum (Vektorraum über 
dem Körper K). Die Elemente eines 
Vektorraumes V heißen Vektoren von 
V; die Körperelemente nennt man zur 
Unterscheidung hiervon Skalare; statt 
Vervielfachung benutzte man früher 
auch die Bezeichnung Skalarmultipli- 
kation. Aus dem Vektorraumaxiomen 
(V1) bis (V8) lassen sich die folgenden 
Rechenregeln ableiten: 

(3) Ov=o und @o=o. 

(4) (-)v-(avV)=a(-v). 

(5) Aus «v=o folgt «=0 oder v=o. 
Zur besseren Unterscheidung zwi- 
schen Skalaren und Vektoren kenn- 
zeichnet man Vektoren oft durch ei- 
nen Pfeil: 4,b,<. .... 

Die tlineare Algebra ist das mathe- 
matische Teilgebiet, in dem die Struk- 
tur von Vektorräumen untersucht 
wird. Beispiele für Vektorräume: 
Beispiel 1: Vektorraum der Verschie- 
bungen (?geometrische Abbildungen) 
in der Ebene oder im Raum („geome- 
trischer Vektorraum“). 

Beispiel 2: R"=RxRx...xR (n-fa- 
ches kartesisches Produkt). Bezüglich 
der Addition 


%ı ßı Ktßı 
“ fi Pr Me nt Pı 
N 
und der Vervielfachung 
%ı udı 
M ” =” | (veR) 
&)  \ua, 


ist R” ein n-dimensionaler (t Dimen- 
sion) Vektorraum. Die Vektoren sind 
n-Tupel reeller Zahlen. Nach Festle- 
gung eines Koordinatensystems im 
Anschauungsraum sind für die analy- 
tische Geometrie die Vektorräume R? 
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(Geometrie der Ebene) und R° (Geo- 
metrie des Raumes) von Bedeutung. 
Ersetzt man R durch einen beliebigen 
Körper K, so erhält man bezüglich 
der entsprechenden Verknüpfungen 
den K-Vektorraum K". 

Beispiel 3: Die (n,m)-Matrizen reeller 
Zahlen (Matrix) bilden bezüglich der 
Addition und der Vervielfachung ei- 
nen Vektorraum, der die Dimension 
n«m besitzt. 

Beispiel 4: Ist (H) ein homogenes tli- 
neares Gleichungssystem aus n Glei- 
chungen mit m Unbekannten ((n, m)- 
System über R), so besteht die Lösungs- 
menge L,„ aus m-Tupeln reeller Zah- 
len. Bezüglich der Addition und Ver- 
vielfachung wie in R” ist dies ein 
Vektorraum (Lösungsraum von (H)). 
Beispiel 5: Mit R[x] bezeichnet man 
die Menge der Polynome in einer Va- 
riablen x mit reellen Koeffizienten. 
Definiert man für p,,pzeR[x] mit 


Pı=aot+a1X+...+a1X"+...+4,X". 
pr=bo+bıx+...+b,x" 
eine Addition durch 


Ppı+Pp2:=(ao+bo)+laı +bı)x+ Sale 
+(am +b)x" 
+ am X" ti4...+a,x" 


und erklärt für beliebige ueR 


upı:=uaot+tHaıX+t... 
+UuanX"+..+ua,X", 


so ist bezüglich dieser Addition und 
Vervielfachung R[x] ein Vektorraum. 
Im Gegensatz zu den Vektorräumen 
IR” ist R[x] unendlich-dimensional. 

Beispiel 6: Sind V und W Vektorräu- 
me und ist Hom(V,W) die Menge 
aller tlinearen Abbildungen von V 
in W, so ist Hom(V,W) ein Vektor- 
raum, wenn man für beliebige 
A,BeHom(V,W) und ueR Addition 
und Vervielfachung definiert durch 


Vektorraum 
(A+B)v:= Au+Bv 
(uA)v:= u(Av) 


Ist die Dimension von V gleich n und 
von W gleich m, so ist die von 
Hom(H, W) gleich n-m. 

Beispiel 7: Der Funktionenraum RR 
besteht aus allen Funktioen f: RR, 
wobei Addition und Vervielfachung 
wie in Beispiel 6 definiert sind. RR ist 
unendlich-dimensional. 

Beispiel 8: Die Menge aller tFolgen 
reeller Zahlen bilden ebenfalls einen 
Vektorraum. Dabei addiert und ver- 
vielfacht man wie in R": 


Kan? +<bn2:=<an+ bu), 
Han): = Han). 

Auch dies ist ein Beispiel für einen 
unendlich-dimensionalen Vektorraum. 
Ist U eine Teilmenge eines Vektor- 
raums V und selbst ein Vektorraum, 
dann ist U ein t Unterraum von V. 
Ein Vektorraum V heißt normierter 
Raum, wenn in V eine !Norm defi- 
niert ist. Ist ein normierter Raum voll- 
ständig, d.h. ist jede ?TCauchy-Folge 
konvergent in diesem Raum, so 
spricht man von einem Banach-Raum 
(nach S. Banach, 1892-1945). (Vgl. 
tVollständigkeit der reellen Zah- 
len.) 
Ein Vektorraum V heißt Skalarpro- 
duktraum, wenn in ihm ein ?Skalarpro- 
dukt definiert ist. Ein Skalarprodukt- 
raum ist stets auch ein normierter 
Raum. Handelt es sich um einen C- 
Vektorraum (also um einen Vektor- 
raum über dem Körper € der Tkom- 
plexen Zahlen), so verlangt man statt 
(x|y)=(y|x) von dem Skalarprodukt 
die Eigenschaft (x|y)=(y|x) (konju- 
giert-komplexe Zahl). Man spricht 
dann allgemeiner von einem unitären 
Raum. Ein vollständiger unitärer 
Raum heißt Hilbert-Raum (nach D. 
Hilbert, 1862-1943). 


für alle veV, 


für alle veV. 


Vektorrechnung in der Geometrie 


Vektorrechnung in der Geometrie. In 
der tanalytischen Geometrie lassen 
sich viele Fragestellungen mit Hilfe 
von TVektoren behandeln. Beispiels- 
weise ist die Darstellung von 1Ge- 
raden und ?tEbenen mit Hilfe von 
Vektoren sehr nützlich. Es gibt auch 
zahlreiche geometrische Anwendungen 
des ?Skalarproduktes und des tVek- 
torproduktes. In den folgenden Bei- 
spielen zur Vektorrechnung benötigt 
man kein festes Bezugssystem (Koor- 
dinatensystem). 

Beispiel 1: Ein Viereck in der Ebene, 


dessen Diagonalen sich halbieren, ist 
ein Parallelogramm (Abb. 1). 





Abb. 1: Parallelogramm 


A, B, C, D seien die Eckpunkte des 
Vierecks, $ der Schnittpunkt der Dia- 
gonalen. 

Nach Voraussetzung gilt AS=SC und 
BS=SD. Hieraus folgt 


AD=AS+SD=SC+BS 
=BS+SC=BC. 





Abb. 2: Seitenmittenparallelogramm eines 
Vierecks 
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Beispiel 2: Die Mittelpunkte der Sei- 
ten eines Vierecks bilden ein Paralle- 
logramm (Abb. 2). 

Mit M,, M,, M;, M, seien die Seiten- 
mitten des Vierecks ABCD bezeichnet. 
Genau dann bilden M,, M,;, M;, My 
die Eckpunkte eines Parallelogramms, 
wenn 


M,M;=M,4M3 


gilt. Für M,M,;, und M,M; erhält 
man nun 





MıM,=34D+3DC 
=1(AD+DC)= +4C. 
Also ist MÄM,;,M;M, ein Parallelo- 


gramm. 
Beispiel 3 (Satz von Varignon, nach P. 
Varignon, 1654-1722): Gegeben sei 
ein Viereck im Raum, dessen Eck- 
punkte nicht notwendigerweise in ei- 
ner Ebene liegen müssen. Die Verbin- 
dungsstrecken gegenüberliegender Sei- 
tenmittelpunkte schneiden sich in ei- 
nem Punkt $. Haben die Eckpunkte 
A, B, C, D die Ortsvektoren d4, b, C, d, 
dann hat $ den Ortsvektor 


S=llda+b+c+d) 





Abb. 3: Satz von Varignon 


Denkt man sich die Eckpunkte alle 
mit der gleichen Masse belegt, dann 
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ist S der Schwerpunkt dieses Systems 
aus 4 Punkten (Abb. 3). 
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich 
durch folgende Rechnung: Es ist 

F=ü44d-4) 

+34(b+9)- 

und andrerseits 

3=a+3(b-a) 

+3 4(@+d)-3(d+b)) 

verallgemeinerte Funktion (Distribu- 
tion): In verschiedenen Gebieten der 
Mathematik (z.B. bei Differentialglei- 
chungen und Randwertproblemen), in 
der Physik (z.B. in der Quantentheorie 
und der Elektrodynamik) und in der 
Technik erweist sich eine bestimmte 
Verallgemeinerung des gewöhnlichen 
Funktionsbegriffs als sehr brauchbar. 
Viele Schwierigkeiten, die mit dem 
Differenzierbarkeitsbegriff der TAna- 
lysis (tDifferentialrechnung) zusam- 
menhängen, können weitgehend ausge- 
schaltet werden, wenn man Funktio- 
nen durch Distributionen ersetzt. Im 
Raum der stetigen Funktionen ist z.B. 
die Differentiation nicht unbeschränkt 
ausführbar, während man dort jede 
Funktion integrieren kann. Weiterhin 
ist z.B. die Grenzfunktion einer kon- 
vergenten Folge fı,f>,... differenzier- 
barer Funktionen nicht notwendig 
differenzierbar; selbst wenn dies der 
Fall ist, brauchen Differentiation und 
Limesbildung nicht vertauschbar zu 
sein. Um solche und ähnliche Schwie- 
rigkeiten zu beseitigen, erweitert man 
den Raum der stetigen Funktionen 
passend und verallgemeinert Differen- 
tiations- und Konvergenzbegriff. Diese 
Erweiterung, die auf die verallgemei- 
nerten Funktionen führt, läßt sich auf 
verschiedene Arten realisieren. Man 
kann von einem verallgemeinerten 
Grenzwertbegriff ausgehen, verallge- 
meinerte Funktionen werden dann 


verallgemeinerte Funktion 


aufgefaßt als Grenzwerte bestimmter 
Folgen stetiger Funktionen (Folgen- 
modell von J. Mikusinski, * 1913, und 
R. Sikorski, * 1920) ebensogut kann 
man aber auch einen verallgemeinerten 
Ableitungsbegriff zugrundelegen und 
die Theorie der verallgemeinerten 
Funktionen, die dann als (verallgemei- 
nerte) Ableitungen stetiger Funktio- 
nen definiert werden, darauf aufbauen. 
Distributionen können auch als linea- 
re Funktionale über einem Raum ge- 
wisser Funktionen aufgefaßt werden 
(Funktionalmodell, Schwartzsches Mo- 
dell; nach L. Schwartz, * 1915). Eine 
weitere Darstellung von Distributio- 
nen ermöglicht die tNichtstan- 
dardanalysis. — Im folgenden werden 
Distributionen einer reellen Veränderli- 
chen mit Hilfe des Folgenmodells be- 
trachtet; für komplexe, ebenso für 
mehrere reelle Variable gelten entspre- 
chende Überlegungen. 

Folgenmodell: Zunächst definiert man 
eine Folge <f,(x)> stetiger (in einem 
Intervall /I<CR definierter) Funktionen 
als Fundamentalfolge, wenn es eine 
Folge (E,(n)> stetiger Funktionen und 
eine natürliche Zahl k20 gibt, so daß 
CE(x)» auf jedem Intervall J<I 
gleichmäßig gegen eine Funktion F(x) 
konvergiert und außerdem 


d* F(x) 


k 





J&x)= HN (x)= 


dx 


gilt. Zwei Fundamentalfolgen < f„(x)> 

und <(g„(x)> heißen äquivalent, wenn 

es Folgen (<F,(x)> und (G,„(x)> und ein 
kz0 n so daß gilt: 

1. HP(x)= f(x) und GP(x)= gn(X); 

2. E,(x) Ind G,„(x) konvergieren auf je- 
dem Intervall J<=I gleichmäßig ge- 
gen die gleiche Funktion F(x). 

Die Äquivalenzklassen [X f„(x)] der 

äquivalenten Fundamentalfolgen wer- 

den verallgemeinerte Funktionen oder 

Distributionen genannt. Da die kon- 


verallgemeinerte Funktion 


stante Folge < f(x)» eine Fundamen- 
talfolge ist, gehört zu jeder stetigen 
Funktion f(x) eine verallgemeinerte 
Funktion, die man mit der stetigen 
Funktion identifizieren kann. Die ste- 
tigen Funktionen sind also in der 
Menge der Distributionen enthal- 
ten. 

Ein wichtiges Beispiel einer Distribu- 
tion, die nicht stetig ist, ist die Dirac- 
Distribution (Dirac-Funktion, Delta- 
funktion, nach P.A.M. Dirac, 1902 bis 


1984) ö(x), die im Punkt x=0 „kon- 
zentriert“ ist und definiert wird durch 
öx)=0 für x+0 
und 
[ Sydx=1. 


© 


Im Folgenmodell läßt sie sich z.B. 
durch die Fundamentalfolgen 


- exp(—n?x?) 
Te 


oder <f;>, wobei die Funktionen ff; 
die in der Abbildung 1 dargestellten 
Funktionen sind, beschreiben. 

Ein weiteres Beispiel ist die Heaviside- 
Funktion (nach O. Heaviside, 1850 bis 


1925) 
Hio)= 0 für x<0, 
zZ l für x>0, 


die durch die in Abbildung 2 darge- 
stellten Funktionsfolge <h;> beschrie- 
ben werden kann. Als (verallgemeiner- 
te) Ableitung der Heaviside-Funktion 
ergibt sich dann die Dirac-Distribu- 
tion. Beide Distributionen treten bei 
der Fourier-Transformation auf (TLa- 
place-Transformation). Die Dirac- 
Distribution besitzt die wichtige Eigen- 
schaft, daß 


- | 56 )ö(x-a)d 
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gilt. Mit ihr läßt sich in der Physik 
z.B. die (orts- und zeitabhängige) 
Dichte von Punktquellen (z.B. Punkt- 
ladungen bei elektrischen bzw. elek- 
tromagnetischen Feldern, Massen- 
punkte bei Gravitationsfeldern) ange- 
ben. Sie tritt auch bei solchen Aus- 
gleichsvorgängen (Einschwingvorgän- 
gen) auf, bei denen die auf ein System 
einwirkende Störgröße den Charakter 
einer „Sprungfunktion“ besitzt. Derar- 
tige Fälle treten z.B. bei der Behand- 
lung von Einschaltvorgängen elektri- 
scher Netzwerke auf, die gleichstrom- 
gespeist werden oder an welche 
Gleichspannungen gelegt werden. 

Man spricht dann in der Elektrotech- 
nik auch von einem Nadelimpuls. 





0-4 l x 


1 4 


Abb. 1: Pundamentallalge für die 
Deltafunktion 





—1 


0 4 1 x 


4 
Abb. 2: Fundamentalfolge für die 
Heaviside-Funktion 
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Die Summe f(x)+g(x) zweier Distri- 
butionen f(x)=[<f(x))] und g(x) 
=[<g,(x)2] wird durch die Distribu- 
tion [<fn(x)+g.(x)>] gegeben. Ferner 
ist Af(x)= [<A (X)>] für AER. 

Verband: Bezeichnung für eine Talge- 
braische Struktur (V,M,L1) mit zwei 
Verknüpfungen, wenn für alle x, y‚,zeV 
folgende Beziehungen gelten: 


(1) xm(yrmz) =(xMy)nz, 
2) xu(yuz)=(xuiy)uz, 
(3) xMy=yMmx, 

(4) xUy=yLux, 

5) xMmauy)=x, 


(6) xulxmy)=x. 


Beide Verknüpfungen sind also asso- 
ziativ (Regeln (1), (2), kommutativ 
(Regeln (3), (4)) und es gelten die Ab- 
sorptionsgesetze (Regeln (5) und (6)). 
Beispiel 1: Die Menge N der ?natürli- 
chen Zahlen bildet einen Verband be- 
züglich der Verknüpfungen „ggT“ und 
„kgV“ (tgrößter gemeinsamer Teiler, 
tkleinstes gemeinsames Vielfaches), al- 
so 


xmy:=ggT(x, y), 
xuy:=kgV(x,y). 


Beispiel 2: Die Menge R der Treellen 
Zahlen bildet einen Verband bezüglich 
der Verknüpfungen „min“ und „max“ 
(Minimum und Maximum), also 


xMmy:=min(x, y), 
xUı1y:=max(x,y). 


Beispiel 3: Es sei M die tPotenz- 
menge einer T Menge A, also die Men- 
ge aller Teilmengen von A. Die Men- 
ge M bildet einen Verband bezüglich 


“ 


der Verknüpfungen „N“ und „u 


“ 


(Schnittmenge, Vereinigungsmenge), 
also 

XnmY:=XnY, 

XuY=XufY 


Verband 


Beispiel 4: Die Menge der Untergrup- 
pen einer TGruppe bildet einen Ver- 
band bei folgenden Verknüpfungen: 


U,NÜU;:=U,nÜU,, 
U, UU;:=<U, UU;), 


wo (H) die kleinste Untergruppe be- 
deutet, welche die Menge H enthält. 
Ein Verband (V,r1, 1) heißt distributiv, 
wenn für alle x, y,zeV folgende Bezie- 
hungen gelten: 


() xm(yuz)=(xMy)u(xrz), 
(d) xulymz)=(xUuy)M(xuuz). 


Die Verbände in den Beispielen 1 bis 
4 sind alle distributiv. 
Gibt es ein Element 0eV mit 


(9) Omx=0 und OLıx=x 


für alle xeV, so heißt O kleinstes Ele- 
ment oder Nullelement von V. Gibt es 
ein Element leV mit 


(10) Iimx=x und luxel 


für alle xeV, so heißt 1 größtes Ele- 
ment oder Einselement von V. 

In den Beispielen 3 und 4 existieren 
Nullelement und Einselement, in Bei- 
spiel 1 existiert nur das Nullelement, 
in Beispiel 2 existiert weder das Null- 
noch das Einselement. 

Ein Verband mit Null- und Einsele- 
ment heißt komplementär, wenn gilt: 


(11) für jedes xeV gibt es ein yeV 
mitxmy=0 und xuy=l. 


In diesem Fall heißt y das zu x kom- 
plementäre Element. Der Verband in 
Beispiel 3 ist komplementär; das zu 
einem Element X komplementäre Ele- 
ment ist die Ergänzungsmenge von X 
bezüglich A. 

Ein Verband, der die Eigenschaften (1) 
bis (11) besitzt, ist eine ?Boolesche 
Algebra. 

In jedem Verband gilt 


(12) xmx=x füralle xe’V; 


Verhältnisgleichung 
denn nach (5) und (6) gilt 


XLNIXeXNeXxLUKY))>x. 
Ferner gilt in jedem Verband: 
(13) any=yux)>x=y; 
denn für xny=yuıx gilt 
x=XLU1ÄxMy)=xXUl&uUy) 
=(xLUX)LIy=xXLU1y 


und analog ergibt sich y=xL1y, insge- 
samt also x=y. 

In ähnlicher Weise kann man zeigen, 
daß in einem Verband die Beziehung 
(14) xMy=x) > (xUy=)) 

gilt. 

Die Eigenschaften (1) bis (6) (die Ver- 
bandsaxiome) sind symmetrisch bezüg- 
lich M und u: Tauscht man überall 
das eine gegen das andere Zeichen 
aus, so entstehen die gleichen 6 Re- 
geln. Ersetzt man in einer verbands- 
theoretischen Aussage das Zeichen m 
durch das Zeichen ı, und das Zei- 
chen ıı durch das Zeichen 1, so ent- 
steht die duale Aussage. Die Axiome 
(1), (2) bzw. (3), (4) bzw. (5), (6) sind 
also dual zueinander, ferner sind auch 
(7) und (8) dual zueinander. Hat man 
aus (1) bis (6) einen verbandstheoreti- 
schen Satz hergeleitet, so gilt auch der 
dazu duale Satz. Dies ist das Duali- 
tätsprinzivp der Verbandstheorie. Das 
Dualitätsprinzip liefert, daß auch die 
zu (12) bis (14) dualen Aussagen gel- 
ten, also 

(15) xux=x füralle xeV; 

(16) kuy=ymnx)>x=y; 

(17) (kuy=x) > lany=y). 

Die Aussage (16) unterscheidet sich 
nicht von (13), sie ist zu sich selbst 
dual. In einem Verband wird durch 


(18) xzyxny=x 
oder wegen (14) und (17) gleichwertig 
damit 
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(19) xzy > xuy=y 


eine t Ordnungsrelation definiert: 

(1) Es gilt xx für alle xeV, denn 
xmx=x für alle xeV. 

(ii) Aus xzxyAy<sx folgt x=y, denn 
aus xmy=xupy folgt x=y (vgl. 
(13) oder (16)). 

(iii) Aus xzyAy<z folgt xsz, denn 
aus xmy=xaymz=y folgt 
xrıymz=x, also auch xrız=x. 


Verhältnisgleichung (TProportion, „Be- 
stimmungsproportion“): Bezeichnung 
für eine TGleichung der Form 

AX) Ci). 


B(x) Dix)’ 

sie ist äquivalent mit der Produktglei- 
chung A(x) D(x)=B(x) C(x). 
Verhältniswahl (Proportionalwahl, Pro- 
porz, Listenwahl): Wahlsystem für 
Vertretungskörperschaften (z.B. Parla- 
mente, Gemeindevertretungen), bei 
dem die Vergabe der Mandate auf die 
verschiedenen Wählergruppen (Partei- 
en) nach dem Verhältnis der abgegebe- 
nen Stimmen zueinander erfolgt. Jede 
Stimme hat im Gegensatz zur Mehr- 
heitswahl nicht nur den gleichen Zähl-, 
sondern auch den gleichen Erfolgs- 
wert. Die Wahlen zum Deutschen 
Bundestag werden nach einem System 
der „personalisierten Verhältniswahl” 
in Einzelwahlkreisen (Erststimme) und 
über Landeslisten (Zweitstimme) durch- 
geführt. 

Beim d’Hondtschen Höchstzahlverfah- 
ren (nach V. d’Hondt, 1841-1901) wer- 
den die für die einzelnen Wahlvor- 
schläge (Parteien, Listen) abgegebenen 
gültigen Stimmen (sofern sie den Min- 
destanteil von 5% überschritten ha- 
ben) nacheinander durch 1, 2, 3 usw. 
geteilt, bis aus den gewonnenen Tei- 
lungszahlen so viele Höchstzahlen 
ausgesondert werden können, wie Sit- 
ze zu vergeben sind. Jeder Wahlvor- 
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schlag erhält so viele Sitze, wie 
Höchstzahlen auf ihn entfallen. 
Beispiel 1: Im Wahlkreis sind 10 Ab- 
geordnete zu wählen. Bei der Wahl 
werden für die Partei A 4160, die Par- 
tei B 3380 und die Partei C 2460 
Stimmen abgegeben (Tab. 1) 


4160(1) |3380 (2) |2460 (3) 
2080 (4) | 1690(5) | 1230 (7) 
1126(8) | 820 
845 (10)| 615 


1386 (6) 
1040 (9) 
832 676 492 


Tabelle 1: Beispiel zum d’Hondtschen 
Höchstzahlverfahren 


Demgemäß erhalten die Parteien A 
und B je 4, die Partei C erhält 2 Sitze. 
Dieser Verteilungsmodus begünstigt in 
gewissem Umfange die größeren Par- 
teien. Er hat den Vorzug einer ver- 
hältnismäßig einfachen Berechnung 
des Wahlergebnisses und einer soforti- 
gen Verteilung aller zu vergebenden 
Sitze, weil es praktisch keine Teilungs- 
reste gibt. Das Höchstzahlverfahren 
wird heute in der Bundesrepublik 
Deutschland sowohl bei den Bundes- 
tagswahlen als auch bei den meisten 
Landtags- und Kommunalwahlen an- 
gewandt. Ferner dient es der Vertei- 
lung der Ausschußsitze auf die in ei- 
ner Vertretungskörperschaft vertrete- 
nen Fraktionen und Gruppen; an die 
Stelle der Wählerstimmen treten hier 
die Zahlen der Abgeordneten. 

In Österreich gilt das d’Hondtsche 
Höchstzahlverfahren bei der National- 
ratswahl im zweiten Ermittlungsver- 
fahren bei der Vergabe der Rest- 
stimmenmandate. 

Beim Hagenbach-Bischoff- Verfahren 
(nach E. Hagenbach-Bischoff, 1833 bis 
1910) wird zunächst die Gesamtzahl 


22 DRM 





Verhältniswahl 


der gültigen Stimmen durch die um 
eins vermehrte Zahl der zu Wählen- 
den geteilt und der sich ergebende 
Quotient auf die nächsthöhere ganze 
Zahl aufgerundet. Jede Partei erhält 
sodann vorerst so viele Mandate zuge- 
teilt, wie dieser aufgerundete Quotient 
in ihrer Parteistimmenzahl enthalten 
ist (Erstverteilung). Können auf diese 
Weise nicht alle Mandate vergeben 
werden, so wird die Stimmenzahl je- 
der Partei durch die um eins vermehr- 
te Zahl der ihr bereits zugewiesenen 
Mandate dividiert und das erste noch 
zu vergebende Mandat derjenigen 
Partei zugewiesen, die hierbei den 
größten Quotienten aufweist; dies 
wird so lange wiederholt, bis alle 
Mandate vergeben sind (Restmandats- 
verteilung). Sofern sich bei der Rest- 
mandatsverteilung zwei oder mehr 
gleiche Quotienten ergeben, erhält die- 
jenige Partei den Vorzug, die bei der 
Erstverteilung den größten Rest auf- 
wies; sind auch diese Restzahlen 
gleich groß, so fällt das noch zu verge- 
bende Mandat derjenigen Partei zu, 
deren in Frage stehender Bewerber die 
größere Stimmenzahl aufweist. 


BECTEICTTIETTG 


Stimmen 












Division 
durch 910 
Erstver- 
teilung 
(Sitze) 
Division 
durch 
(Mandate 
+1) 
Rest- 
mandate 














Tabelle 2: Beispiel zum Hagenbach- 
Bischoff-Verfahren 


Verkettung 


Beispiel 2: Bei der Stimmenverteilung 
aus Beispiel 1 erhält man bei 10 Man- 
daten den Quotienten 10000/11. Auf- 
runden auf die nächsthöhere ganze 
Zahl ergibt 910. Das weitere Vorgehen 
entnimmt man Tabelle 2. 

Das Hagenbach-Bischoff-Verfahren be- 
günstigt ähnlich wie das d’Hondtsche 
Verfahren die größeren Parteien. Es 
findet sich in den Wahlgesetzen vieler 
Staaten (z.B. in der Schweiz und in 
Österreich). 


Partei A Partei B Partei C 


4160 3380 2460 
nn en? 


x10= 


41600 33800 24.600 


mm 
:10000 = 


4,16 
4 Sitze 


3,38 
3 Sitze 


2,46 
2 Sitze+ 
1 Restsitz 


Tabelle 3: Beispiel zum Niemeyer-Hare- 
Verfahren 


Beim Niemeyer-Verfahren (nach H. 
Niemeyer) wird die Stimmenzahl 
der einzelnen Parteien (sofern sie den 
Mindestanteil von 5% überschritten 
haben) mit der Zahl der zu vergeben- 
den Parlamentssitze multipliziert und 
das Produkt durch die Gesamtzahl 
der auf alle Parteien entfallenden 
Stimmen geteilt. Die Sitze der einzel- 
nen Parteien ergeben sich im wesentli- 
chen durch die vor dem Dezimalkom- 
ma des jeweiligen Ergebnisses stehen- 
den Zahlen, vermehrt um die in der 
Reihenfolge der höchsten Zahlen hin- 
ter dem Komma ermittelten Restsitze. 
Dieses auch nach Th. Hare benannte 
Verfahren (Hare-Verfahren, Niemeyer- 
Hare-Verfahren), begünstigt kleinere 
Parteien. Abweichend hiervon erhält 
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beim eigentlichen Niemeyer-Verfahren 
die stärkste Partei in manchen Fällen 
zusätzlich einen Sitz zugeteilt. Das 
Niemeyer-Hare-Verfahren löste in der 
Bundesrepublik Deutschland bei eini- 
gen Landtags- und Kommunalwahlen 
das d’Hondtsche Verfahren ab. 
Beispiel 3: Im Wahlkreis sind 10 Ab- 
geordnete zu wählen. Auf die Parteien 
A, Bund C entfallen insgesamt 10000 
Stimmen; sie verteilen sich wie in Bei- 
spiel 1. Die Sitzverteilung nach dem 
Niemeyer-Hare-Verfahren entnimmt 
man Tabelle 3. 
Verkettung: Die Hintereinanderschal- 
tung (Hintereinanderausführung) zwei- 
er TAbbildungen (tFunktionen) be- 
zeichnet man als ihre Verkettung. 
Sind 

f:A>B und g:B>C 
Abbildung, so ist die Verkettung 
(Komposition) gef (lies „g verkettet 
mit f“ oder „g nach f“ oder „f einge- 
setzt in g“) folgendermaßen definiert 
(Abb. 1): 

gef: A>C 


KEIAI:=EFR)). 





gef 
Abb. 1: Verkettung gof 


Man kann zu zwei Abbildungen f,g 
nur dann die Verkettung gof bilden, 
wenn die Bildmenge von f in der De- 
finitionsmenge von g enthalten ist. 
Das Verketten von Abbildungen ist 
assoziativ, d.h. für Abbildungen 
ee g:B>C,h: C>D gilt 


o(goef)=(heg)of. 
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Beispiel 1: Die Verkettung spielt bei 
Tgeometrischen Abbildungen eine 
große Rolle. Beispielsweise läßt sich 
eine Kongruenzabbildung stets als 
Verkettung von höchstens drei Ach- 
senspiegelungen darstellen. 

Beispiel 2: Die Verkettung ?linearer 
Abbildungen entspricht der Multipli- 
kation der zugehörigen 1 Matrizen. 
Beispiel 3: Die Funktionen 





Sf: x und g:x>y2+x* 


x’+1 
sind auf R definiert. Es ist 


2y2+x* 


ar 
us ver vr 

f 24 2x } 
oJ! x =———|, 
8 xe+] 


Beispiel 3 zeigt, daß das Verketten 
von Abbildungen im allgemeinen 
nicht kommutativ ist, nur in besonde- 
ren Fällen ist gof=fog. 
Ist die Abbildung f: A>B umkehrbar, 
existiert also die Umkehrabbildung 
(t Umkehrfunktion) f"!: B>A, so ist 
f'of=id, und fof”'=id;. 
Dabei bedeutet id, die Tidentische 
Abbildung auf M. 
Ist M eine Menge, so wird mit B,, die 
Menge aller bijektiven Abbildungen 
von M auf sich bezeichnet (? Permuta- 
tionen von M). Diese bilden eine 
!Gruppe (Bu,°) bezüglich der Ver- 
kettung. 
In der Geometrie und in der Algebra 
verwendet man häufig eine andere 
Reihenfolge beim Aufschreiben einer 
Verkettung; man versteht dort unter 
feg die Abbildung „erst f, dann g“. 
Dies ist besonders zweckmäßig, wenn 
das Abbildungssymbol als Exponent 
oder hinter das abzubildende Element 
geschrieben wird: 


el),  x(fog)=(xf)g. 
(Vgl. auch ? Notation.) 
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Verknüpfung 


Verknüpfung: Für eine nichtleere 
Menge M heißt eine Abbildung 


f:MxM-M 


eine innere Verknüpfung oder (algebrai- 
sche) Operation oder Komposition in 
M; meistens spricht man nur von ei- 
ner Verknüpfung in M. Durch die Ver- 
knüpfung f wird also jedem Paar (a, b) 
mit a,beM das eindeutig bestimmte 
Bild f(a,b) zugeordnet. Statt f(a, b) 
schreibt man in vielen Fällen afb, wo- 
bei an der Stelle des Symbols f mei- 
stens ein Verknüpfungszeichen (?ma- 
thematische Zeichen, ? Rechenzeichen) 
steht. Verknüpfungen in der Menge N 
der Tnatürlichen Zahlen sind z.B. durch 


f(a,b)=a+b, 

ta, b)=a’, 

fa, b)=kg\V (a, b) 
definiert. Dagegen sind durch folgende 
Rechenvorschriften keine Verknüpfun- 
gen in N definiert, weil das Ergebnis 


nicht in allen Fällen wieder zu N ge- 
hört: 


f(a, b)= d— b, 
Sta, b)=yb, 
fta,b)=a:b. 
Neben inneren Verknüpfungen be- 


trachtet man äußere Verknüpfungen 
von zwei verschiedenen Arten: Sind R 
und M nichtleere Mengen, dann heißt 
eine Abbildung 


g:Rx<M-M 
eine äußere Verknüpfung 1. Art von 
RxM in M, eine Abbildung 
h’MxM->R 


eine äußere Verknüpfung 2. Art von 
MxM in R. In einem TVektorraum V 
über dem Körper R der reellen Zah- 
len ist z.B. die Vektoraddition eine in- 
nere Verknüpfung, die Vervielfachung 


Viereck 


(„skalare Multiplikation“) eine äußere 
Verknüpfung 1. Art von RxV in V, 
die Bildung des tSkalarprodukts eine 
äußere Verknüpfung 2. Art von VxV 
inR. 

Eine nichtleere Menge M zusammen 
mit einer oder mehreren Verknüpfun- 
gen nennt man ein Verknüpfungsgebil- 
de oder eine talgebraische Struktur. 
Viereck: Es seien A, B, C, D vier ver- 
schiedene Punkte einer Ebene, von de- 
nen keine drei auf einer Geraden lie- 
gen, ferner sollen die Strecken AB, 
BC, CD, DA außer den Endpunkten 
keine gemeinsamen Punkte haben. 
Dann besteht das Viereck ABCD aus 
den Ecken A,B, C,D und den Seiten 
AB, BC, CD, DA. Die Strecken AC 
und BD sind die Diagonalen des Vier- 
ecks (Abb. 1). In einem tTkonvexen 
Viereck verlaufen die Diagonalen ganz 
im Innern des Vierecks. 





Abb. 1: Viereck 


Die Winkelsumme im Viereck beträgt 
360°, in den Bezeichnungen der Abbil- 
dung 1 ist also «+ß+Yy+ö= 360°. 
Besitzt ein Viereck einen ?t Umkreis, 
dann ist es ein tSehnenviereck; besitzt 
es einen ?TInkreis, dann ist es ein 
1 Tangentenviereck. 

Man teilt die Vierecke nach ihren 
Symmetrieeigenschaften ein (1Sym- 
metrie): Ein Viereck, welches achsen- 
symmetrisch zu einer Diagonalen ist, 
ist ein gleichschenkliges Drachenvier- 
eck. 

Ein Viereck, welches achsensymme- 
trisch zu einer Mittenlinie (Verbin- 
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dungsgerade zweier Seitenmittelpunk- 
te) ist, ist ein gleichschenkliges Tra- 
pez. 

Ein Viereck, welches punktsymme- 
trisch ist, ist ein Parallelogramm. 

Ein Viereck, welches zu beiden Diago- 
nalen achsensymmetrisch ist, ist auch 
punktsymmetrisch; ein solches Vier- 
eck heißt Raute oder Rhombus. 

Ein Viereck, welches achsensymme- 
trisch zu beiden Mittenlinien ist, ist 
auch punktsymmetrisch; ein solches 
Viereck ist ein Rechteck. 

Ein Viereck, welches sowohl eine 
Raute als auch ein Rechteck ist, ist 
ein Quadrat. 

In Abbildung 2 ist die Hierarchie der 
Vierecke dargestellt. 


/N allgemeines 
Viereck 


/IN 
// 


gleich 
schenk- 
liges 


Trapez 
Drachen- x pi \ £ 
viereck 


Reckteck 


7 


Quadrat 


Abb. 2: Hierarchie der Vierecke 


Parallelogramm _gleichschenkliges 
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Man interessiert sich auch für Vier- 
ecke, die bei einer Schrägspiegelung 
auf sich abgebildet werden; solche 
Vierecke heißen schrägsymmetrisch. 
Ein Viereck, welches schrägsymme- 
trisch zu einer Diagonalen ist, ist ein 
Drachenviereck, ein zu einer Mittenli- 
nie schrägsymmetrisches Viereck ist 
ein Trapez (Abb. 3). 


// | 


Abb. 3: Drachenviereck und Trapez 


Konstruktion und Berechnung von 
Vierecken kann man auf die Kon- 
struktion und Berechnung von ?Drei- 
ecken zurückführen, da ein Viereck 
durch eine Diagonale stets in zwei 
Dreiecke zerlegt werden kann. 





Abb. 4: Diagonaldreieck 


Ein vollständiges Viereck besteht aus 
den vier Ecken eines Vierecks und al- 
len sechs Verbindungsgeraden von je 
zwei Ecken. Die Geraden durch ge- 


Viereck 


genüberliegende Seiten und durch die 
Diagonalen schneiden sich in drei 
Punkten E, F,G, falls sie nicht parallel 
sind. Diese Punkte heißen die Diago- 
nalpunkte; sie bilden das Diagonal- 
dreieck (Abb. 4). 

Die vier Geraden durch den Diago- 
nalpunkt G schneiden die Gerade 
durch AB in vier Punkten A, B, H,F, 
welche ein harmonisches Punktequa- 
drupel bilden (Tharmonische Teilung). 
Entsprechendes gilt für die Diagonal- 
punkte E und F (Abb. 5). 





Abb. 5: Harmonisches Punktequadrupel 
(A, B, H, F) 


Eine Figur in der Ebene, die aus vier 
Geraden und den insgesamt sechs 
Schnittpunkten der Geraden besteht, 
ist ein vollständiges Vierseit. (Dabei 
sollen keine zwei der Geraden parallel 
sein, und durch einen Schnittpunkt 
dürfen nur zwei der Geraden gehen.) 
Verbindet man je zwei Gegenecken 
durch eine Gerade, so bilden diese 
Geraden das Diagonalendreiseit. Auf 
jeder Geraden des Diagonalendreiseits 
liegen zwei Schnittpunkte von Seiten 
(Geraden) des Vierseits und zwei 
Schnittpunkte mit den beiden anderen 
Seiten des Diagonalendreiseits. Diese 
vier Punkte bilden jeweils ein harmo- 
nisches Punktequadrupel (Abb. 6). 


Vierfeldertafel 


Abb. 6: Vollständiges Vierseit 


Vierfeldertafel. Um die Abhängigkeit 
zweier Merkmale zu untersuchen, 
stellt man eine Tafel der folgenden 
Gestalt auf (t Vierfeldertest): 


CHILE 
EINE 


Dabei steht A für die Menge der Ele- 
mente in der Stichprobe mit der 
Merkmalsausprägung a; A bezeichnet 
die Menge der Elemente der Stichpro- 
be, welche die Merkmalsausprägung a 
nicht besitzen. Entsprechend sind B 
und B zu deuten. Statt absoluter Häu- 
figkeiten benutzt man dabei auch oft 
relative Häufigkeiten oder tWahr- 
scheinlichkeiten (vgl. die folgende Ta- 
fel). Hierbei sind A, B ?Ereignisse in 


einem Zufallsversuch und A, B die 
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Gegenereignisse. Im Falle der t Unab- 
hängigkeit der Ereignisse A und B 
gilt P(AnB)=P(A)-P(B, P(AnB) 
=P(A)-P(B) usw., so daß sich die 
Zahlen in der Vierfeldertafel aus den 
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse 
A und B ergeben. 


a 1» I Tom 
mm mn a m 


Möchte man zwei Merkmale mit 
mehr als zwei Ausprägungen mit- 
einander vergleichen, so benutzt man 
statt 2x 2-Tafeln geeignete mx n-Ta- 
feln; diese nennt man auch Kontin- 
genztafeln. 

Vierfeldertest (exakter Test von Fi- 
sher, nach R.A. Fisher, 1890-1962): 
Beim Vierfeldertest untersucht man 
mit Hilfe einer ? Vierfeldertafel, ob die 
Ereignisse oder Merkmale A und B 
Tunabhängig sind. Ein Versuch habe 
die Zahlen a,b, c,d in Tabelle 1 erge- 
ben, wobei die Randsummen a+b=r 
und c+d=s zuvor festgelegt worden 
sind. 











Tabelle 1 


Die Randsummen a+c=u und b+d 
=v ergeben sich durch den Versuch, 
die Zahl n=a+b+c+d ist die Zahl 
der Beobachtungen. Wird für die An- 
zahl a im Feld (A,B) ein relativ gro- 
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Ber bzw. ein relativ kleiner Wert be- 
obachtet, so vermutet man, daß zwi- 
schen A und B ein Zusammenhang 
besteht. Zur Stützung dieser Vermu- 
tung untersucht man die gegenteilige 
Hypothese 


Ho: A und B sind voneinander 
unabhängig. 


Vermutet man einen positiven Einfluß 
von B auf A, dann testet man 


Ho: P(A|B)=P(A|B) 
gegen 
H: P(A|B)>P(A|B); 


vermutet man einen negativen Einfluß 
von B auf A, so testet man H, gegen 


H: P(A|B)<P(A|B). 


Dazu berechnet man im ersten Fall 
die Wahrscheinlichkeit, daß der an 
der Stelle (A, B) erzielte Wert oder ein 
noch besserer Wert unter der Hypo- 
these H, zustande kommen kann. 
Dieser Wert ist eine Zufallsgröße X. 
Es gilt unter Ho 


Px20=.) Ä ni 
1) 


(Thypergeometrische Verteilung). 
Schreibt man nun eine (kleine) Wahr- 
scheinlichkeit « vor und lehnt Hy, ab, 
falls sich P(X 2a)<a ergibt, dann te- 
stet man H, auf dem Niveau a. Ent- 
sprechend verläuft der Test im zweiten 
Fall, wo man die Wahrscheinlichkeit 


Ü 


u 


berechnen muß. (Man beachte hier 
und in obiger Formel für P(X 2a), 
daß ein Binomialkoeffizient (7) für 
m<k den Wert 0 hat.) k 


Vierfeldertest 


Falls in einer Vierfeldertafel die Rand- 
summen hinreichend groß sind, kann 
man auf Näherungen zurückgreifen, 
zum Beispiel auf folgende Näherung 
durch die t Normalverteilung: 


In-an+tru 








P(X>a)xz® 
rsuv 
n—| 
und 
In+tan-—ru 
PXsaz0[? —— 
rsuv 
n—|1 


Falls n und die Randsummen hinrei- 
chend groß sind, etwa n240 und 


min(ru, rv, su, sv)Z5n, 


dann kann man die gröberen Nähe- 
rungen 


P(X 2a) d(-1) 
und 

P(X sa)z6ött) 
mit 


an—ru 
= 





rSsuv 





n 


benutzen. Diese Näherungen folgen 
aus Grenzwertbetrachtungen für die 
standardisierte Thypergeometrische Ver- 
teilung. 





Tabelle 2: B: Behandlung mit dem 
neuen Medikament; G: Gesundungsprozeß 
gefördert 


vollständige Induktion 


Beispiel: Die Wirksamkeit eines neuen 
Arzneimittels wird getestet. Von 218 
erkrankten Personen erhalten 118 das 
neue Medikament, die übrigen 100 
Personen erhalten Placebos, womit ei- 
ne psychisch bedingte Verfälschung 
des Testergebnisses ausgeschlossen 
werden soll. Es ergeben sich die Zah- 
len in Tabelle 2. 

Für die Anzahl X in Feld (B, G) gilt 


P(X 283) 
83-218 - 118-137 


118-100-137-81 
218 
=®(-2,49)=1- (2,49) 
= 1 0,9936 = 0,0064. 


Der Wert von ©(2,49) ist der Tafel für 
die TNormalverteilung entnommen. 
Man kann also die Hypothese Ho 
(diese besagt, das Medikament sei oh- 
ne positive Wirkung) auf einem «-Ni- 
veau mit «<0,7% ablehnen. 
vollständige Induktion: Beweisverfah- 
ren für Aussagen über natürliche Zah- 
len. Im folgenden werden einige Bei- 
spiele für solche Aussagen angegeben, 
die Beweise hierzu folgen weiter un- 
ten. 

Beispiel 1: Eine Schnecke kriecht tags- 
über 1 Meter an einer Mauer nach 
oben, rutscht nachts aber um die 
Hälfte der erreichten Höhe wieder 
nach unten. Bezeichnet man mit h, die 
am n-ten Abend erreichte Höhe (in 
Metern), so ist 





m 
m 





An+ 1 =3h,+ l, 
Man zeige, daß 


Mei für alle neN. (*) 


Beispiel 2: Die Zahlenfolge a,,a>, 
Aa, ... sei durch 


a,:=YV5, An+1:=V5t+qa, 
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definiert. Man zeige, daß 


a„<3 füralle neN. (*) 


Beispiel 3: Ist a eine reelle Zahl mit 


a>-—-1l und a=(, 


dann gilt für alleneN mit n22 
(I+a">1I-+na. (*) 


Dies ist die TBernoullische Unglei- 
chung. 

Die Aussagen in (*) kürzen wir mit 
A(n) ab. Will man diese Aussagen für 
alle natürlichen Zahlen beweisen, so 
geht man folgendermaßen vor: Man 
beweist, daß A(1) wahr ist (Induktions- 
anfang), und daß aus der Wahrheit 
von A(n) stets die Wahrheit von A(n+1) 
folgt (Induktionsschritt). Dann ist näm- 
lich A(n) für alle neN wahr: 


A(l) wahr > ze wahr 
A(3) wahr 
=> Sa wahr 

> A(5) wahr =... 


Das Schema eines Beweises durch 


vollständige Induktion sieht also fol- 
gendermaßen aus: 


Satz: A(n) gilt für alle neN. 
Beweis durch vollständige Induktion: 


Induktionsanfang: A(l) ist wahr 
Ind.voraussetzung: A(n) ist wahr 
Induktionsschritt: ) 

Ind.behauptung: A(n+1) ist wahr 


Statt „Beweis durch vollständige In- 
duktion“ sagt man auch kurz Schluß 
von n auf n+1. Das Prinzip der voll- 
ständigen Induktion, wie dieses Beweis- 
verfahren auch heißt, ist eine wesentli- 
che Eigenschaft der natürlichen Zah- 
len (tAxiome der Arithmetik). Man 
kann dieses Prinzip selbst nicht bewei- 
sen, man kann jedoch gleichwertige 
Axiome dafür angeben (z.B. daß jede 
nichtleere Teilmenge von N ein klein- 
stes Element besitzt). 
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Im folgenden werden die Behauptun- 
gen aus den obigen Beispielen mittels 
vollständiger Induktion bewiesen. 

Zu Beispiel 1: Es ist 


1 


für n=1 stimmt also die Behauptung. 
Es sei 
M=2--T für ein neN; 
dann ist 
1 =}.|(2 1 
hu4ı=3m+1=3: n1)t 
= - +1=2 
= yn u In’ 
also 
1 
An =2- mrn=T 


Aus der Wahrheit der Aussage für n 
folgt also die Wahrheit für n+1. 
Zu Beispiel 2: 


a,<3 ist offensichtlich wahr. 
Ist a„<3 für ein neN, dann ist 
a,41=V5+0,<V5+3=YV8<3. 


Damit ist (*) bewiesen. 
Zu Beispiel 3: Für n=2 ist die Be- 
hauptung richtig, denn 





(1+a)?=1+2a+a?>1+2a. 
Es sei 
(l+a”">1I+na fürein n22. 
Dann ist wegen I+a>0 
(1+a)"*!>(1+na)(1+a) 
=1+na+ta+na? 
>1I+(n+1)a. 


In Beispiel 3 war der Induktionsan- 
fang nicht 1, sondern 2. Als Induk- 
tionsanfang kann eine beliebige natür- 
liche Zahl vorkommen: 


Vollständigkeit der reellen Zahlen 


Beispiel 4: Für alle neN mit n25 gilt 
2n+1<n?<?", 


Beweis: Für n=5 ist die Aussage 
wahr, denn 


He2:3541<P?aB<)’>2 
Es sei 

2n+1<n?<?" 
für ein n25. Dann ist 


(n+1)?=n?+2n+1 
>2n+t1+2n+1 


>2n+1+2=2(n+1)+1 
und 


(n+1)?=n?+2n+1<2"+2n+1 
ey 
insgesamt also 
Un+l)+1<(n+1)?<2art!, 


Vollständigkeit der reellen Zahlen: 
Die Treellen Zahlen unterscheiden 
sich von den trationalen Zahlen be- 
züglich ihrer Anordnungseigenschaf- 
ten. Zunächst bilden sowohl die reel- 
len Zahlen als auch die rationalen 
Zahlen einen angeordneten t Körper, 
denn es gilt: 

1) (®,+,.) und (R, +,:) sind Kör- 
per; 

2) „<“ ist eine lineare tOrd- 
nungsrelation in ® und in R, und 
es gilt sowohl in @ als auch inR: 


x<y>x+tz<y+tz füralle z, 


x<y>xz<yz für alle z>0. 


Ferner sind beide Körper archimedisch 
angeordnet: Zu je zwei positiven Zah- 
len a,b (aus ® bzw. aus R) gibt es ein 
nelN mit 


n-a>b; 


dabei steht n-a für at+a+...+a (mit n 
Summanden). Der Unterschied zwi- 
schen ® und R besteht nun darin, 
daß RR folgende Eigenschaft hat: 


Volumen 


Zu jeder nichtleeren, nach oben be- 
schränkten Teilmenge T von R gibt es 
ein seIR mit 

(1) tSs für alle tET,; 

(ii) ist t<s’ für alle teT, dann ist sss’. 
Die Menge T besitzt also in R eine 
kleinste obere Schranke, ein sog. TSu- 
premum. 

Diese Supremumseigenschaft gilt in & 
nicht; beispielsweise gibt es kein seQ, 
welches für die Menge 


T={xeQ|x?<2} 


die Eigenschaften (i) und (ii) besitzt. 
(Man beachte, daß v2 keine rationale 
Zahl ist.) 

Einen angeordneten Körper, der die 
Supremumseigenschaft besitzt, be- 
zeichnet man als vollständigen ange- 
ordneten Körper. In diesem Sinne ist 
also der Körper der reellen Zahlen 
vollständig, der Körper der rationalen 
nicht. 

Aus der Supremumseigenschaft kann 
man viele Eigenschaften des Körpers 
der reellen Zahlen herleiten; aus eini- 
gen dieser Eigenschaften kann man 
umgekehrt, wenn man sie als „Axiom“ 
voraussetzt, die Supremumseigenschaft 
gewinnen. Dies bedeutet, daß es meh- 
rere zueinander gleichwertige Formu- 
lierungen der Vollständigkeit von R 
gibt. Die Vollständigkeit von R kann 
durch eine der folgenden (äquivalen- 
ten) Eigenschaften von R_ definiert 
werden: 

I. Jede nichtleere, nach oben be- 
schränkte Teilmenge von R besitzt ein 
Supremum in R (Supremumsaxiom). 

II. Jede nichtleere, nach unten be- 
schränkte Teilmenge von R besitzt ein 
tInfıimum in R (Infimumsaxiom). 

III. Jede unendliche beschränkte Teil- 
menge von R besitzt mindestens einen 
Häufungspunkt in RR (Bolzano-Weier- 
straß-Axiom; vgl. Satz von ?Bolzano- 
Weierstraß). 
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IV. Jede tCauchy-Folge besitzt in R 
einen Grenzwert (Cauchy-Axiom). 

V. Jede Tmonotone, beschränkte Fol- 
ge konvergiert in IR (Monotonieaxiom). 
VI. Jede TIntervallschachtelung in R 
besitzt einen Kern in R (Intervall- 
schachtelungsaxiom). 

VII. Zu jedem Dedekindschen Schnitt 
in der Menge der Treellen Zahlen ge- 
hört eine Zahl aus R als Schnittzahl 
(Dedekind- Axiom). 

VIII. Es gibt keine Zerlegung von R 
in zwei Toffene Mengen (Zusammen- 
hangsaxiom). 

IX. Zu jeder offenen Überdeckung 
einer Tkompakten Teilmenge von 
R existiert eine endliche Teilüber- 
deckung (Heine-Borel-Axiom; vgl. Satz 
von 1 Heine-Borel). 

X. Eine stetige Funktion auf einem 
Intervall nimmt jeden Zwischenwert 
an (Zwischenwertaxiom; vgl. ?Zwi- 
schenwertsatz). 

XI. Zu jeder auf einem abgeschlosse- 
nen Intervall [a,b] stetigen Funktion 
f gibt es ein neN mit f(x)<n für alle 
xela, b] (Beschränktheitsaxiom). 

XII. Zu jeder auf einem abgeschlosse- 
nen Intervall [a,b] stetigen Funktion 
f xistiert ein ce[a,b] mit f(x)< f(c) 
für alle xe[a, b] (Maximumsaxiom). 
Jede der Eigenschaften I bis XII 
zeichnet also den Körper der reellen 
Zahlen gegenüber dem der rationalen 
Zahlen aus. Die Vollständigkeit der 
reellen Zahlen kann man in einer der 
Formen I bis XII ausdrücken; am 
häufigsten benutzt man das Supre- 
mumsaxiom, das Cauchy-Axiom und 
das Intervallschachtelungsaxiom. Hat 
man sich für ein Axiom entschieden, 
so werden die anderen Axiome zu 
Sätzen, welche man mit Hilfe des ge- 
wählten Axioms beweist. 

Volumen (Rauminhalt): Das Volumen 
eines geometrischen 1 Körpers ist ein 
Maß für den vom Körper ausgefüllten 
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Raumteil. Das Volumen eines Würfels 
mit der Kantenlänge 1 Längeneinheit 
(z.B. Im) wird als 1 Volumeneinheit 
(z.B. I m?) definiert (tMaßeinheiten). 
Das Volumen eines beliebigen Kör- 
pers wird dann in reellzahligen Vielfa- 
chen der Volumeneinheit gemessen. 
Dies ist häufig nur mit Hilfe der Me- 


Volumen 


thoden der TIntegralrechnung (1Ge- 
bietsintegral) möglich, z.B. mit Hilfe 
des tCavalierischen Prinzips. Zur Be- 
rechnung des Volumens von ?TRota- 
tionskörpern kann man die erste 
TGuldinsche Regel benutzen. Die 
wichtigsten Volumenformeln sind in 
der folgenden Tafel zusammengestellt. 


Volumenformeln 


QOuader 
Seitenlängen a,b, c 
V=a-.b.c 


Prisma/Zylinder 
Inhalt der Grundfläche G, Höhe h 
V=G-h 


Kegel/Pyramide 
Inhalt der Grundfläche G, Höhe h 
V=4%-G-h 





Prisma 


u 


Pyramide 


Volumenformeln 


Kegelstumpf/ Pyramidenstumpf 

Inhalt der Grundfläche G, 

Inhalt der Deckfläche G, 

Höhe h 

V=4-h-(G, + V G, G; +G;) 
(Näherungsformel: V z}-h-(G, +G:)) 


Regelmäßige Polyeder der Kanten- 
länge a (vgl. Seite 486): 


v2 
Verto.g 

2 
V=a? 


Tetraeder: 


Würfel: 


Kugel 
Radius r 
V=$ır? 


Torus 
Radien R und r (R>r) 
V=2n’r!R 


Faßregeln 

a) Ellipsenförmige Krümmung 
V=4.n.h-(2R?+r?) 

b) Parabelförmige Krümmung 
V=%-n-h-($R?+$Rr+3r?) 
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= 


Pyramidenstumpf 


Oktaeder: 
15+7y5 
Dodekaeder: a 
5(3 
Ikosaeder: V= 8 .a? 


Ü 


Torus 
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Vorzeichen: Bezeichnung für die Zei- 
chen + (plus) und — (minus), mit de- 
nen man die positiven Zahlen von den 
negativen Zahlen unterscheidet. Es 
gelten folgende Vorzeichenregeln: Das 
Produkt (der Quotient) zweier Zahlen 
mit gleichem Vorzeichen ist positiv, 
das Produkt (der Quotient) zweier 
Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen 
ist negativ. 

Die Zahl O besitzt kein Vorzeichen. 
Die Funktion sgn mit 


-1l für x<0O 
sen (x):=! 0 
+1 für x>0 


für x=0 


heißt Vorzeichenfunktion oder Signum- 
funktion. 

Bei positiven Zahlen läßt man das 
Pluszeichen häufig weg. Das Minus- 
zeichen wird außer als Vorzeichen 
auch zur Bezeichnung der Gegenzahl 
benutzt: Ist a eine beliebige Zahl, 
dann ist die Gegenzahl —a durch die 
Gleichung a+(-a)=0 definiert. In 
dem Term 


3-[-(-3)) 
bedeutet das erste Minuszeichen ein 
t Rechenzeichen, das zweite den Über- 


gang zur Gegenzahl und das dritte ein 
Vorzeichen. 


W 


Wahrscheinlichkeit. Der Begriff der 
Wahrscheinlichkeit ist untrennbar mit 
dem des tZufallsversuchs verbunden 
und wie dieser ein Grundbegriff der 
t Wahrscheinlichkeitsrechnung. Eine 
implizite Definition dieses Begriffs er- 
folgt durch die tAxiome der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. 


Wahrscheinlichkeit 


Man kann einen eingeschränkten 
Wahrscheinlichkeitsbegriff einführen, 
wenn man sich auf tLaplace-Versuche 
beschränkt, d.h. auf Zufallsversuche 
mit endlich vielen gleichwahrscheinli- 
chen Ausfällen. Liegt ein Laplace-Ver- 
such mit n Ausfällen vor, so ist die 
Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls & 
bzw. eines TEreignisses A folgender- 
maßen definiert: 


1 

P(w):=- für alle weQ, 
n 
A 5 

P(A:=n, für alle AEQ 


(„Zahl der günstigen zu Zahl der mög- 
lichen Ausfälle“); dabei ist @ die Men- 
ge der möglichen Ausfälle. Die Be- 
schränkung auf endliche Mengen von 
möglichen Ausfällen und gleichwahr- 
scheinliche Ausfälle macht diesen 
klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff 
nur sehr bedingt brauchbar. 

Man kann eine statistische Definition 
anstreben, indem man relative Häufig- 
keiten in langen Zufallsversuchsreihen 
benutzt: Man denke sich eine Zufalls- 
versuchsreihe beliebig lange fortge- 
setzt; mit h,(®) bezeichne man die re- 
lative Häufigkeit des Ausfalls » nach 
n Versuchen. Dann setzt man 

P(w):= lim h,(®). 

Dies ist zwar im Hinblick auf das 
1Gesetz der großen Zahlen eine ver- 
nünftig aussehende Definition; sie 
kann aber nicht hingenommen wer- 
den, da Zufallsversuchsreihen notwen- 
digerweise immer endlich sind und da 
auch davon abgesehen die Existenz 
des obigen Grenzwertes nicht sicher- 
gestellt werden kann. Man kann aus 
diesem Definitionsversuch jedoch fol- 
gende Erläuterung des Wahrschein- 
lichkeitsbegriffs entnehmen: „Die Wahr- 
scheinlichkeit eines Ausfalls ist der 


Wahrscheinlichkeitsrechnung 


beste Schätzwert, den man für die 
relative Häufigkeit in einer langen Zu- 
fallsversuchsreihe angeben kann.“ Nä- 
herungswerte für die Wahrscheinlich- 
keit kann man also durch die Berech- 
nung von relativen Häufigkeiten er- 
halten. 

Zur Bezeichnung von Wahrscheinlich- 
keiten benutzt man den Buchstaben W 
oder (wie oben) den Buchstaben P 
(engl.: probability; frz.: probabilite). 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: Teilge- 
biet der Mathematik, das sich mit der 
Berechnung von tWahrscheinlich- 
keiten für tEreignisse in ?Zufallsver- 
suchen beschäftigt. Das wichtigste An- 
wendungsgebiet der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung ist die beurteilende 
1 Statistik. 

Ihre Wurzeln hat die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung in Problemen, die sich 
im Zusammenhang mit Glücksspielen 
ergaben. Das Buch „Liber de ludo 
aleae“ des italienischen Mathemati- 
kers Geronimo Cardano (1501-1576) 
behandelt bereits einfache Würfelspiel- 
probleme, jedoch bezeichnet man das 
Jahr 1654 als den eigentlichen Beginn 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. In 
diesem Jahr beklagte sich der franzö- 
sische Schriftsteller Chevalier de Mere 
(1607-1684) bei dem französischen 
Philosophen und Mathematiker Blaise 
Pascal (1623-1662) darüber, daß 
seine mathematischen Überlegungen 
nicht mit seinen Erfahrungen beim 
Würfelspiel übereinstimmten: Erfah- 
rungsgemäß ist es günstig darauf zu 
setzen, bei vier Würfen wenigstens ei- 
ne Sechs zu werfen. (Die Wahrschein- 
lichkeit hierfür ist 1-(2)*=0,517....) 
Dann muß es aber auch günstig sein, 
bei 24 Würfen mit zwei Würfeln auf 
eine Doppelsechs zu setzen; denn (so 
de Mere) das Verhältnis der Anzahl 
der Möglichkeiten zur Anzahl der 
Würfe ist jedesmal 3:2. Pascal löste 
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diesen scheinbaren Widerspruch, in- 
dem er in beiden Fällen die Wahr- 
scheinlichkeit berechnete und damit 
überhaupt erst den Begriff der Wahr- 
scheinlichkeit mathematisch zu fas- 
sen versuchte. (Die Wahrscheinlichkeit 
für eine Doppelsechs bei 24 Würfen 
mit zwei Würfeln beträgt 1-(32)** 
=0,491....) Pascal führte hierüber ei- 
nen äußerst fruchtbaren Briefwechsel 
mit dem französischen Mathematiker 
Pierre de Fermat (1601 bis 1665), so 
daß auch Fermat zu den Gründern 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zählt. 
Das Buch „De ratiociniis in ludo 
aleae“ des niederländischen Mathe- 
matikers und Physikers Christiaan 
Huygens (1629-1695) wurde durch 
den Schriftwechsel zwischen Pascal 
und Fermat angeregt. Dieses Buch 
blieb für einige Jahrzehnte das bedeu- 
tendste Werk zur Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Hier wurde erstmals ange- 
deutet, daß die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung nicht nur für Fragen des 
Glücksspiels von Interesse ist. Das 
Buch von Huygens erschien 1657. Erst 
1713 wurde (posthum) das „klassische“ 
Werk der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung des schweizerischen Mathemati- 
kers Jakob Bernoulli (1655-1705) ver- 
öffentlicht; es trug den Titel „Ars con- 
jectandi“ („Die Kunst des Vermu- 
tens“). Es enthält eine eingehende 
Darstellung der TKombinatorik und 
deren Anwendungen auf Glücksspiele 
und kaufmännische Probleme. Hier ist 
auch erstmals das ? Gesetz der großen 
Zahlen dargestellt, womit die Verbin- 
dung zwischen Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und Statistik geschaffen 
wird. Der französische Mathematiker 
Abraham de Moivre (1667-1754) 
benutzte als erster Begriffe und Me- 
thoden der tTAnalysis in der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Er entdeckte 
die auch nach dem deutschen Mathe- 
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matiker Carl Friedrich Gauß (1777 bis 
1855) benannte ?tNormalverteilung 
und den TGrenzwertsatz von Moivre- 
Laplace. 

Als Begründer der modernen Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung (Wahrschein- 
lichkeitstheorie) gilt der französische 
Mathematiker und Astronom Pierre 
Simon de Laplace (1749-1827). Er er- 
kannte die Problematik in der Defini- 
tion des Wahrscheinlichkeitsbegriffs 
und definierte den „klassischen“ 
Wahrscheinlichkeitsbegriff auf der 
Grundlage der „Gleichwahrscheinlich- 
keit“ (TLaplace-Versuch). In seinem 
Werk „Theorie analytique des proba- 
bilites“ stellte er die wichtigsten Sätze 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu- 
sammen, entwickelte die Methode der 
kleinsten Quadrate (1 Ausgleichsrech- 
nung) und wendete seine Ergebnisse 
auf Fragen der Astronomie und der 
Bevölkerungsstatistik an. Auch Gauß 
leistete wichtige Beiträge zur Entwick- 
lung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
(Methode der kleinsten Quadrate, 
Normalverteilung). Der französische 
Mathematiker und Physiker Simeon 
Denis Poisson (1781-1840) stieß auf 
die nach ihm benannte Verteilung 
(t Poisson-Verteilung), als er das Ber- 
noullische Gesetz der großen Zahlen 
und den Moivre-Laplaceschen Grenz- 
wertsatz auf den Fall beliebiger unab- 
hängiger Zufallsgrößen verallgemei- 
nerte; er benutzte erstmals den Aus- 
druck „Gesetz der großen Zahlen“. 
Der russische Mathematiker Pafnuti 
Lwowitsch Tschebyscheff (1821-1894) 
untersuchte die möglichen Abwei- 
chungen von den zu erwartenden 
Werten in langen Zufallsversuchsrei- 
hen (TTschebyscheffsche Ungleichung) 
und trug damit wesentlich zum Ver- 
ständnis des Gesetzes der großen Zah- 
len bei. Ein axiomatischer Aufbau der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung (tAxio- 


Wahrscheinlichkeitsverteilung 


me der Wahrscheinlichkeitsrechnung) 
wurde schließlich von dem sowjeti- 
schen Mathematiker Andrei Nikolaje- 
witsch Kolmogoroff (1903-1987) ange- 
geben. 

Wahrscheinlichkeitsverteilung. Ist ein 
tZufallsversuch mit einer endlichen 
Menge 2 von möglichen Ausfällen ge- 
geben, außerdem eine ?Zufallsgröße 
X:Q-R, so setzt man 


P(X =x):=P({we2|X(w)=x}). 


Die Funktion x>P(X=x), definiert 
auf der Wertemenge X(Q2) von X, 
heißt die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
von X. Man kann sie durch ein Stab- 
diagramm (Abb. I) oder durch ein 
tHistogramm darstellen. Die Funk- 
tion x> P(X<x), definiert durch 


P(X<x):=P({we2|X(w)<x}), 


heißt die summierte oder kumulative 
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X; 
man nennt sie auch die Wahrschein- 
lichkeitsfunktion von X. Diese ist auf 
R definiert. Die summierte Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung stellt man 
oft durch ein Polygonzugdiagramm 
(Abb. 2) dar, obwohl die Darstellung 
durch ein treppenförmiges Diagramm 
(Abb. 3) angemessener wäre, denn es 
handelt sich um ein ?Treppenfunk- 
tion. 

Nimmt P(X=x) an der Stelle x’ ein 
Maximum an, dann heißt x’ wahr- 
scheinlichster Wert von X. 

Beispiel: Beim zweimaligen Würfeln 
ist die Menge der möglichen Ausfälle 


Q={1,2,3,4,5,6}x{1,2,3, 4, 5, 6} 


(Tkartesisches Produkt). Für die Zu- 
fallsgröße 


X:(,j)ritj 
(Augensumme) auf 2 gilt 


X(2)={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12}. 


Wahrscheinlichkeitsverteilung 


Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von 
X ist dem Stabdiagramm in Abbil- 
dung I zu entnehmen; beispielsweise 
ist P(X=5)=3%. Der wahrscheinlich- 
ste Wert von X ist 7. 

Die zugehörige summierte Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung ist in Abbil- 
dung 2 (Polygonzugdiagramm) und 
Abbildung 3 (als Treppenfunktion) dar- 
gestellt. 


Sr 





23456789101112 
Abb. 1: Stabdiagramm 





123456789101112 x 


Abb. 2: Polygonzugdiagramm 


Wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilun- 
gen endlicher Zufallsgrößen sind die 
tBinomialverteilung und die Thyper- 
geometrische Verteilung. Die tgeome- 
trische Verteilung und die ? Poisson- 
Verteilung sind Beispiele für Wahr- 
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scheinlichkeitsverteilungen unendlicher 
Zufallsgrößen, wobei der Werte- 
bereich der Zufallsgröße jeweils die 
Menge N der natürlichen Zahlen 
(einschließlich der Null) ist. Wahr- 
scheinlichkeitsverteilungen, bei denen 
wie in diesen Beispielen eine endliche 
oder höchstens tabzählbare Werte- 
menge vorliegt, nennt man diskret. 
Auch die Zufallsgröße heißt dann 
diskret. 





123456 789101112 x 
Abb. 3: Treppenfunktion 


Bei unendlichen Zufallsgrößen, bei de- 
nen die Wertemenge die Menge R der 
reellen Zahlen oder ein Intervall von 
R ist, hat nur die summierte Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung einen Sinn. 
Statt P(X=x) kann man jetzt nur 
noch Wahrscheinlichkeiten der Form 
P(X <x) oder 
Pla<X<b):=P(X<b)—-P(X<a) 

angeben. Man nennt die Zufallsgröße 
und ihre Wahrscheinlichkeitsvertei- 


lung stetig, wenn es eine nichtnegative 
Funktion f auf R gibt, so daß 


P(X <x)= L fodt 
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(Tuneigentliches Integral) gilt. Man 
bezeichnet f als tDichte oder Dichte- 
funktion der Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung oder als Wahrscheinlichkeits- 
dichte. Durch f ist ein Histogramm 
definiert; die Wahrscheinlichkeiten 
P(a<X<b) sind also durch Flächen- 
inhalte darstellbar (Abb. 4). 





Pla<X<b) 


Abb. 4: Darstellung der Wahrscheinlichkeit 
Plas<X<b) 


Beispiele für stetige Verteilungen sind 
die t Normalverteilung, die tChi-Qua- 
drat-Verteilung, die ?Student-Vertei- 
lung und die t Cauchy-Verteilung. 

Für die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
der Summe zweier diskreter Zufalls- 
größen X, Y gilt 


P(X+Y=:2) 
=) PX=xıiY=y); 
x+y=z 


summiert wird dabei über alle Paare 
(x,yJ)EX(Q)x Y(Q) mit x+y=z. Das 
Ereignis X=xrY=y tritt ein, wenn 
X den Wert x und gleichzeitig Y den 
Wert y annimmt. Man sagt, die Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung von X+Y 
entsteht aus den Verteilungen von X 
und Y durch Faltung. Im Falle der 
tUnabhängigkeit der Zufallsgrößen 
X,Y gilt 


P(X=x1Y=y)=P(X=x)P(Y=y), 


so daß die Verteilung von X+Y in 
der Regel einfach zu berechnen ist. 


Wendepunkt 
Allgemein nennt man die Funktion 
(x‚y)>P(X=x1iY=y) 


die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung der diskreten Zufallsgrößen X 
und Y. 

Sind X,Y stetige Zufallsgrößen mit 
den Dichtefunktionen f und g, dann 
gilt 


P(X+Y<z)= f fO)g(z - dt. 


Dieses Integral bezeichnet man als 
Faltungsintegralder Funktionen fundg. 
Wallissche Formel (nach J. Wallis, 
1616-1703): Bezeichnung für die fol- 
gende Darstellung der Zahl 5 (Kreis) 
als Tunendliches Produkt: 
n © 4k? _4 16 36 
2 dr -1 315350 
Dies läßt sich umformen zu 
(K.1y722* 

lim = 

ko (2k)!Yk 
in dieser Form wird die Wallissche 
Formel z.B. beim Beweis der tStir- 
lingschen Formel benutzt. 
Wendepunkt: Bezeichnung für einen 
Punkt einer Kurve, in welchem die 
1Krümmung ihr Vorzeichen ändert 
(Wendepunkt einer Kurve). In einem 
Wendepunkt geht eine Linkskurve 
(Linksbogen) in eine Rechtskurve 


(Rechtsbogen) über oder umgekehrt 
(Abb. 1). 








Abb. 1: Wendepunkte einer geschlossenen 
Kurve 


Winkel 


Im folgenden werden nur Wende- 
punkte von Funktionsgraphen be- 
trachtet. Es sei f eine Funktion, die 
mindestens zweimal differenzierbar ist. 
Liegt an der Stelle x, ein Wendepunkt 
des Graphen von f vor, dann ist dort 
die Steigung extremal (minimal oder 
maximal), es liegt also ein tExtrem- 
wert der tAbleitungsfunktion vor 
(Abb. 2). 





Abb. 2: Wendepunkte eines 
Funktionsgraphen 


Man kann also die Kriterien für Ex- 
tremwerte, angewandt auf die Ablei- 
tungsfunktion, als Kriterien für Wen- 
depunkte benutzen: 

(1) Notwendige Bedingung für das 
Vorliegen eines Wendepunktes an der 
Stelle x, ist 


"Ro)=0. 


(2) Hinreichende Bedingung für das 
Vorliegen eines Wendepunktes an der 
Stelle x. ist 


f’&o)=0 und f”(xo)+0. 


In (2) muß man natürlich vorausset- 
zen, daß die 3. Ableitung (thöhere 
Ableitungen) von f existiert. Ist f min- 
destens n-mal differenzierbar, und ist 


fR)=f"(&o)=... =" xo)=0 
und 
FON) + 0, 


dann liegt an der Stelle x, genau dann 
ein Wendepunkt vor, wenn n ungera- 
de ist. 
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Ein Wendepunkt mit horizontaler 
Tangente (f’(xo)=0) ist ein tSattel- 
punkt. 

Es ist auch bei beliebig oft differen- 
zierbaren Funktionen nicht stets mit 
Hilfe der Ableitungen zu entscheiden, 
ob ein Wendepunkt vorliegt. Die 


Funktion 
1 
e x» für x<O 
f: x» 0 für x=0 
-ı. für x>0 


_—e 2 
hat an der Stelle O0 einen Wendepunkt, 
es ist aber f”(0)=0 für alle neN. 
Winkel: Die Bezeichnung „Winkel“ 
wird in der Mathematik in unter- 
schiedlichen Bedeutungen verwendet. 
Ein Winkel besteht aus zwei Halbge- 
raden (Strahlen) p und gq, die einen 
gemeinsamen Anfangspunkt $ besit- 
zen (Abb. 1). Die Halbgeraden p und 
q heißen die Schenkel des Winkels, der 
Punkt S$ der Scheitel des Winkels. Den 
Winkel bezeichnet man mit <X(p,g). 
Ist P ein Punkt aus p und © ein 
Punkt aus q, dann gibt man diesen 
Winkel auch in der Form x PSO an. 





Abb. 1: Winkel 


Durch einen Winkel wird die Ebene 
in zwei Winkelfelder zerlegt, das innere 
und das äußere Winkelfeld von x(p,g) 
(Abb. 2). 





äußeres Winkelfeld / = 


Abb. 2: Winkelfelder 
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Zwei Winkelfelder heißen gleich groß, 
wenn sie kongruent (deckungsgleich) 
sind (fgeometrische Abbildungen). 
Die Größe eines Winkelfeldes mißt 
man mit dem Winkelmesser (wie er 
z.B. auf einem tGeodreieck eingra- 
viert ist): Der Kreis wird in 360 glei- 
che Teile eingeteilt, und mit diesen 
Teilen wird das Winkelfeld gemäß 
Abbildung 3 ausgemessen. Ein solcher 
Teil eines Kreises heißt Grad; statt 
17 Grad schreibt man 17°. Ein Grad 
wird unterteilt in 60 Minuten; statt 
35 Minuten schreibt man 35’. Eine 
Minute wird eingeteilt in 60 Sekun- 
den; statt 18 Sekunden schreibt man 
18". 





Abb. 3: Winkelmessung 


Die Größe eines Winkelfeldes nennt 
man ebenfalls Winkel; unter einem 
Winkel versteht man also nicht nur 
eine geometrische Figur, sondern auch 
eine Größe. 

In Abbildung 4 sind verschiedene Ar- 
ten von Winkeln zusammengestellt. 
Die Summe von Winkeln definiert 
man durch Aneinandersetzen von 
Winkelfeldern (Abb. 5). Entsteht dabei 


Winkel 


rein rechnerisch ein Winkel über 360°, 
dann subtrahiert man 360°; in diesem 
Sinne ist 230° + 180° = 50°. 


p Nullwinkel 
q a=0° 


spitzer Winkel 


Ss 0°<a<90° 
p 


Pi 
q 
s q 
q 


BEE 


rechter Winkel 
«=90° 


stumpfer Winkel 


90° <a < 180° 


gestreckter Winkel 


= 180° 
p Ay q 
überstumpfer Winkel 
180° <a <360° 
S q 
p 
p Vollwinkel 
g4 &=360° 


Abb. 4: Winkelarten 





*(q, r) 


Abb. 5: Summe von Winkeln 


Eine Drehung um einen festen Punkt 
beschreibt man durch Angabe des 
Drehwinkels. Eine Linksdrehung hat 
einen positiven Drehwinkel, eine 
Rechtsdrehung einen negativen Dreh- 


Winkelhalbierende 


winkel (Abb. 6). Die Addition von 
Drehwinkeln ist durch die Verkettung 
(Hintereinanderausführung) der zuge- 
hörigen Drehungen definiert. Dreh- 
winkel, die sich nur um Vielfache von 
360° unterscheiden, gehören zur glei- 
chen Drehung (im geometrischen, 
nicht im physikalischen Sinn). 





Abb. 6: Drehwinkel 


Außer dem obigen Gradmaß (Voll- 
winkel = 360°), welches von den Babylo- 
niern eingeführt wurde, gibt es noch 
weitere Winkelmaße: 

Ein Gon (Einheitenzeichen: gon) ist 
der 400ste Teil des Vollwinkels, also 
100 gon=90°. Nach dem „Gesetz über 
Einheiten im Meßwesen“ von 1969 
durfte die Bezeichnung Neugrad für 
das Gon (Einheitenzeichen ®) im amt- 
lichen Verkehr bis zum 31. Dezember 
1974 verwendet werden. Die Bezeich- 
nung Neuminute für den hundertsten 
Teil des Gons und das Einheitenzei- 
chen ° sowie die Bezeichnung Neuse- 
kunde für den hundertsten Teil der 
Neuminute und das Einheitenzei- 
chen ° durften im amtlichen Verkehr 
bis zum 31. Dezember 1977 verwendet 
werden. 

Beim Strichmaß wird der Vollwinkel 
in 32 gleich große Teile eingeteilt, was 
mit fortgesetzter Halbierung sehr ein- 
fach durchzuführen ist. Ein solcher 
Winkel heißt dann 1 Strich, also ist 
1 Strich=11,25°. Die Windrose des 
Kompasses ist in Striche eingeteilt. 
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Im Zusammenhang mit den Ttrigono- 
metrischen Funktionen werden Winkel 
im TBogenmaß gemessen. Der TTa- 
schenrechner besitzt eine Taste zur 
Einstellung auf Gradmaß 
und auf Bogenmaß (RAD). 

Zwei sich schneidende Geraden bilden 
vier Winkelfelder. Zwei einander ge- 
genüberliegende Winkelfelder heißen 
Scheitelwinkel( felder), zwei benachbar- 
te Winkelfelder heißen Nebenwinkel 
(felder) (Abb. 7). Scheitelwinkel sind 
gleich groß, Nebenwinkel ergänzen sich 
zu 180°. 







Scheitelwinkel 


Nebenwinkel 


Abb. 7: Winkelfelder zweier sich schneiden- 
der Geraden 


An zwei Parallelen, die von einer drit- 
ten Geraden geschnitten werden, 
spricht man gemäß der Abbildung 8 
von Stufenwinkeln und Wechselwinkeln, 
welche alle die gleiche Größe haben. 







Wechselwinkel 


Stufenwinkel 


Abb. 8: Stufenwinkel und Wechselwinkel 


Winkelhalbierende: Zwei sich im 
Punkt S schneidende Geraden g und h 
erzeugen vier Winkelfelder mit dem 
Scheitelpunkt S (t Winkel). Die beiden 
Geraden durch S, welche diese Win- 
kelfelder halbieren, heißen Winkelhal- 
bierende der Geraden g und h. Die 
beiden Winkelhalbierenden sind recht- 
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winklig zueinander. Sie bestehen aus 
allen Punkten, welche zu g und h den 
gleichen Abstand haben (Abb. 1). 





Abb. 1: Winkelhalbierende 


Haben g,h die Parameterdarstellungen 
(t Gerade) 


g:X=s+4U (JER), 
h:X=s+uV (ueR), 


wobei 5 der tOrtsvektor von $ ist, 
dann haben die Winkelhalbierenden 
die Parameterdarstellungen (vgl. Abb. 2) 


— 
o 


, ü v 
wı:X=S+gQ (+ —) (eeR), 
ul lvl 


o 


u o 
wa R=+ | (TER). 


Diesen] 





go u wo, 


ll el 


Abb. 2: Parameterdarstellung der Winkel- 
halbierenden 


Wurzel 


Sind die Geraden g und h in ?Hesse- 
scher Normalform gegeben, also 


8: (X-5)-n,=0 mit |n,|=1, 
h:(X-5)-n,=0 mit ||n,|=1, 


dann haben die Winkelhalbierenden 
die Gleichungen 


w:(&-5).n+&-3)n,=0, 
W>: (&-I)-n, -XK-I.n,=0. 


(Vgl. auch Winkelhalbierende im t Drei- 
eck.) 

Wurzel: Sind w und a positive Treelle 
Zahlen und gilt w°=a, dann heißt w 
die Quadratwurzel oder einfach die 
Wurzel aus a; man schreibt dafür 
w=Y a. Es bedeutet also w=yYa dassel- 
be wie w°=a. Beispielsweise ist 


v9=3, denn 3?=9; 
V1,44=1,2, denn 1,22=1,44: 


V2*1,414, denn 1,414? 
= 1,999396 22. 


Das Wurzelzeichen V erinnert an 
den Buchstaben r für „radix“ (lat. 
Wurzel). Die Zahl unter dem Wurzel- 
zeichen heißt Radikand der Wurzel. 
Quadratwurzeln kann man am Graph 
der Funktion x+>x? ablesen (Abb. 1); 
dieser Graph ist eine sog. Normalpa- 
rabel (? Parabel). 





Abb. 1: Ast der Normalparabel 


Wurzelfunktion 


Mit Hilfe rechtwinkliger Dreiecke 
kann man Näherungswerte für Wur- 
zeln zeichnerisch ermitteln. Man be- 
nutzt dazu den Satz des ? Pythagoras, 
den ?Höhensatz oder den 1 Katheten- 
satz. Da fast jeder t Taschenrechner 
über eine Wurzeltaste verfügt, ist das 
Problem der Wurzelberechnung heute 
nur noch von geringer Bedeutung. In 
Verallgemeinerung der Quadratwurzel 
definiert man die n-te Wurzel aus ei- 
ner nichtnegativen reellen Zahl a als 
diejenige nichtnegative reelle Zahl w, 
deren n-te Potenz a ist: 


/a=w w"=a. 


Es ist also Ya=ya; ferner ist Ya=a. 
Für das Rechnen mit Wurzeln gelten 
die folgenden Regeln: 


(1) Ya-yb=Ya-b, 
(2) Yarı/b=Y/a:b, 
3) (Var'='yar, 
(4) YYa="Yya, 
(5) "Yart=n/ar. 


Diese Regeln beweist man mit den 
entsprechenden Potenzregeln (1 Po- 
tenz). 

Wurzeln sind für negative Radikanden 
nicht definiert. Dies ist für gerade 
Wurzelexponenten n klar, da w” für 
gerades n nicht negativ sein kann. 
Aber auch für ungerades n führen ne- 
gative Radikanden zu Widersprüchen, 
wenn man die Regel (5) beibehalten 
möchte. Dies zeigt folgendes Bei- 
spiel: 

Wegen (-2)’?=--8 könnte man zu- 
nächst 7 —8= — 2 schreiben. Dies wä- 
re nach Regel (5) aber gleichbedeu- 
tend mit Y/(-8)=-2, also wegen 
(-8)?=64 auch mit %64= —2. Wegen 
172 64=2 bedeutet dies aber 2=—2, 
was offensichtlich falsch ist. 
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Für viele Zwecke ist es nützlich, Wur- 
zeln mit Hilfe von gebrochenen Expo- 
nenten als ! Potenzen zu schreiben: 


1 — m Zu = 
an=4/a und an =3/ a" =(W/ a)". 
Dabei ist a eine beliebige positive 
Zahl, und m,n sind natürliche Zah- 


len. 1 
Man berechnet n-te Wurzeln ar und 


allgemeiner an auf dem Taschenrech- 
ner mit Hilfe der y*-Taste. Die Ta- 
stenfolge lautet je nach Typ des Rech- 
ners z.B. 


[a] [ENTER] [m] [ENTER] n] 
Ei 


oder 


dl mME AD E. 


Im Körper der Tkomplexen Zahlen 
läßt sich ebenfalls der Begriff der 
Wurzel einer Zahl definieren, jedoch 
ist dort das Symbol 172 a mehrdeutig: 
Die Gleichung 

=a (neN, ael) 


z" 


mit a=|a|e'” hat in € die n Lösungen 
8 Zeh, 
z,=Vlalen en 
(k=0,1,...,n-1), 


(tEinheitswurzeln), wobei YJjal die 
reelle Wurzel aus der reellen Zahl |a]| 
ist. 

Auch für eine reelle Zahl a (also «=0) 
gibt es n verschiedene komplexe n-te 
Wurzeln, von welchen im Fall a>0 
genau eine reell und positiv ist. 
Wurzelfunktion: Bezeichnung für die 
tUmkehrfunktion der 1 Potenzfunk- 
tion 

fıx>x" (D(f)=R;) 

mit neN, also die Funktion 


Sixt (D)=R$) 
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(Wurzel). Oft bezeichnet man auch 
eine ! Verkettung von Wurzelfunktio- 
nen mit Trationalen Funktionen als 
Wurzelfunktion. 


/ 


Zahlenarten: Der Begriff der Zahl ist 
im Laufe der Geschichte ständig er- 
weitert worden. Ursprünglich verstand 
man darunter nur die zum Zählen ge- 
eigneten Zahlen, also die Tnatürlichen 
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5,.... Diese dienen 
sowohl zur Angabe von Anzahlen (3 
Schafböcke, 17 Kamele) als auch zur 
Angabe von Platznummern (dritter 
Sieger, 412. Kompanie). Die natürli- 
chen Zahlen dienen also als Kardinal- 
zahlen und als Ordinalzahlen. Außer- 
dem benötigte man Zahlen, die zum 
Messen (Vergleichen) geeignet waren, 
also die tBruchzahlen. Etwa seit 2000 
v. Chr. rechneten die Ägypter und Su- 
merer mit Bruchzahlen; besonders 
wichtig waren dabei die Stammbrüche 
4,4,4 #,.... Um 500 v. Chr. wurden 
in Griechenland die ersten Versuche 
unternommen, auch tirrationale Zah- 
len wie yV2, WS als „Zahlen“ an- 
zuerkennen. Die ?Null und die negati- 
ven Zahlen wurden in der Folgezeit in 
Indien benutzt und später durch ara- 
bische Mathematiker auch in Europa 
eingeführt. Der französische Mathe- 
matiker Frangois Viete (Vieta, 1540 
bis 1603), der niederländische Mathe- 
matiker Simon Stevin (1548-1620) 
und der schweizerische Mathematiker 
Jost Bürgi (1552-1632) verwendeten 
erstmals Dezimalbrüche. Der Begriff 
der Treellen Zahl wurde aber erst im 
19. Jahrhundert mathematisch zufrie- 
denstellend geklärt. Mit komplexen 
Zahlen rechnet man seit etwa 1550. 


Zahlenarten 


Die erste strenge Einführung der kom- 
plexen Zahlen stammt von Carl Fried- 
rich Gauß (1777-1855). Eine Erweite- 
rung des Körpers der komplexen Zah- 
len gelang dem irischen Mathematiker 
William Rowan Hamilton (1805-1865) 
mit dem Körper der tQuaternionen. 
Für die verschiedenen Zahlenbereiche 
verwendet man heute auf Anregung 
von TBourbaki folgende Symbole: 

IN = Menge der natürlichen Zahlen 

Z=Menge der ganzen Zahlen 

IB= Menge der Bruchzahlen 

Q = Menge der rationalen Zahlen 

IR = Menge der reellen Zahlen 

CE =Menge der komplexen Zahlen 
Unter den reellen Zahlen unterschei- 
det man talgebraische Zahlen und 
Ttranszendente Zahlen. In Abbildung I 
ist eine Übersicht über die verschiede- 
nen reellen Zahlenarten angegeben. 


reelle 
Zahlen 


















al- tran- 
gebraische szendente 
Zahlen Zahlen 


rationale 
Zahlen 


Bruch- 
zahlen 


negative 
ganze 
Zahlen 


irrationale 
Zahlen 
ganze 
Zahlen 

natürliche 
Zahlen 












Abb. 1: Zahlenarten 


Zahlendarstellung 


Zahlendarstellung: In 1 Stellenwertsy- 
stemen schreibt man Zahlen durch ei- 
ne Folge von Ziffern, wobei der Wert 
der Ziffer von ihrer Stellung innerhalb 
der Folge abhängt (1 Zifferndarstel- 
lung). Wir benutzen heute die arabi- 
schen Ziffern 


0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. 


Zum Numerieren oder zur Angabe 
von Jahreszahlen benutzt man manch- 
mal noch die trömischen Zahlen. 
Schon in der ägyptischen Hierogly- 
phenschrift (entstanden um 2900 
v. Chr.) kannte man Zahlzeichen; die 
ägyptischen Zahlzeichen (Ziffern) ha- 
ben folgende Gestalt: 


Einer 
Zehner 
Hunderter 
Tausender 


Zehntausender 


— DS DD — 


Aus diesen Ziffern setzte man Zeichen 
für Zahlen zusammen, etwa 


EL IIIAAN N =467 
991 


Etwas später entstand bei den Sume- 
rern die babylonische Keilschrift; die 
babylonischen Ziffern berücksichtigen, 
daß die Sumerer im Sechzigersystem 
gerechnet haben: 


Y Einer 


g£ Zehner 


=1205 
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Y Sechziger 
< Sechshunderter 


Aus diesen Ziffern setzte man die Zah- 
len zusammen, z.B. 


- 
<Y x“ Yr 


Auch in der minoischen Schrift (Kreta 
um 1500 v.Chr.) kannte man Ziffern: 


| Einer 


—  Zehner 


OÖ Hunderter 


O- Tausender 
- Zehntausender 


Beispielsweise ist 


%%00= Bi ZN = 14268 


Im antiken Griechenland waren in 
verschiedenen Epochen unterschiedli- 
che Zahlendarstellungen in Gebrauch. 
Griechische Ziffern wurden zeitweise 
mit Hilfe der Anfangsbuchstaben der 
entsprechenden Zahlwörter gebildet: 


I Einer 

A  Zehner 

H Hunderter 

X  Tausender 

M Zehntausender 
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Ferner benutzte man 


I = 5 
F= 50 
F = 500 
R = 5000 
P = 50000 


usw. Beispielsweise ist 


HHAAAT =235 
XPHHRAAII = 1773 
MXXXFHII = 13602 


Zahlengerade. Die ?treellen Zahlen 
veranschaulicht man auf der Zahlen- 
geraden: Auf einer Geraden wählt 
man einen Punkt O (Nullpunkt, Ur- 
sprung) und einen Punkt E (Eins- 
punkt, Einheitspunkt). Dann stellt 
man die reelle Zahl a durch einen 
Punkt auf der Geraden dar, dessen 
Abstand von O gleich a-OE ist. Ist a 
positiv, so liegt der zugehörige Punkt 
von O aus auf der gleichen Seite wie 
E, andernfalls auf der anderen Seite 
(Abb. 1). 


Abb. 1: Zahlengerade 


Die Durchlaufungsrichtung der Zah- 
lengeraden deutet man durch eine 
Pfeilspitze (an der „positiven“ Seite) 
an. Es gilt dann 


a<b => Punkta vor Punkt b. 


BE 4:OE 
(-3)-OE 


Zahlentheorie 


In Abbildung 2 ist dargestellt, wie 
man den ganzen Zahlen Punkte auf 
der Zahlengeraden zuordnet. 

Zur Darstellung der nicht-negativen 
Zahlen genügt der Zahlenstrahl 
(Abb. 3). 


0 1 2 3 4 5 
Abb. 3: Zahlenstrahl 


Zahlentheorie: Teilgebiet der Mathe- 
matik, das sich mit den Teilbarkeits- 
eigenschaften der natürlichen Zahlen 
und der ganzen Zahlen beschäftigt 
(1? Teilbarkeitslehre). 

Die Ursprünge der Zahlentheorie 
kann man bis in das dritte Jahrtau- 
send v.Chr. zurückverfolgen. Aus In- 
dien und China sind zahlentheoreti- 
sche Fragestellungen aus der Zeit um 
1000 v.Chr. überliefert. Im Kulturbe- 
reich der Griechen wurden in der Zeit 
von 600 v.Chr. bis 150 n. Chr. zahlrei- 
che zahlentheoretische Probleme un- 
tersucht. In der von Pythagoras von 
Samos (gest. um 500 v.Chr.) gegrün- 
deten Schule („Pythagoreer“) wurden 
t Primzahlen betrachtet, Primfaktor- 
zerlegungen bestimmt und auch Al- 
gorithmen für die Bestimmung des 
t größten gemeinsamen Teilers und des 
tkleinsten gemeinsamen Vielfachen 
zweier Zahlen entwickelt. Das erste 
umfassende Mathematikbuch dieser 
Zeit wurde von Euklid von Alexan- 
dria (etwa 365-300 v. Chr.) geschrieben. 
Dieses Werk enthält u.a. einen Beweis 
für die Eindeutigkeit der Primfaktor- 
zerlegung natürlicher Zahlen und für 
die Existenz unendlich vieler Primzah- 
len, ferner das Bildungsgesetz für die 
geraden vollkommenen Zahlen. (Eine 
Zahl heißt vollkommen, wenn sie mit 
der Summe ihrer echten Teiler über- 
einstimmt; beispielsweise ist 28 voll- 
kommen, denn 1+2+4+7+14=28.) 


Zahlentheorie 


Um 230 v.Chr. entdeckte Eratosthe- 
nes von Alexandria die nach ihm be- 
nannte Siebmethode zur Bestimmung 
von Primzahlen (Sieb des Eratosthenes). 
Auf Diophant von Alexandria (um 
250 n.Chr.) geht die Beschäftigung mit 
Gleichungen mit ganzzahligen Lösun- 
gen (Tdiophantische Gleichungen) zu- 
rück. 

Bis ins Mittelalter blieben die Kennt- 
nisse der Griechen im arabischen Kul- 
turkreis bewahrt. Hier ist vor allem 
Abu Al Hasan Thabit Ibn Kurra (um 
830-901) zu nennen, der erstmals die 
Werke der bedeutenden griechischen 
Philosophen und Mathematiker ins 
Arabische übersetzte. 

Als Begründer der modernen Zahlen- 
theorie pflegt man den französischen 
Juristen und Mathematiker Pierre de 
Fermat (1601-1665) anzusehen. Von 
ihm stammt der Satz, daß ar-!-1 
durch p teilbar ist, falls p eine Prim- 
zahl und a zu p teilerfremd ist (t Fer- 
mat, Satz von). Ferner stammt von 
ihm die Vermutung, daß für n23 die 
diophantische Gleichung x"+y"=z" 
keine Lösungen in der Menge N der 
natürlichen Zahlen besitzt (T Fermat- 
sche Vermutung). 
Kettenbruchentwicklungen rationaler 
und irrationaler Zahlen wurden von 
Christian Huygens (1629-1695) und 
von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 
bis 1716) untersucht (? Kettenbruch). 
Hervorragende Beiträge zur Zahlen- 
theorie lieferte Leonhard Euler (1707- 
1783) (Verallgemeinerung des Fer- 
matschen Satzes, Kettenbruchentwick- 
lungen, vollkommene Zahlen). Er wi- 
derlegte die schon lange bestehende 
Vermutung, daß 2?"+1 stets eine 
Primzahl ist, indem er 641 als Teiler 
von 2°?+1 nachwies. 

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts lieferte 
Carl Friedrich Gauß (1777-1855) 
bahnbrechende Beiträge zur Zahlen- 
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theorie. In seinem Buch „Disquisitio- 
nes arithmeticae“ (1801) führte er den 
Kongruenzbegriff (Tkongruent) mit 
dem zugehörigen Rechenkalkül ein 
und befaßte sich mit der Theorie der 
quadratischen Reste. Gauß legte fer- 
ner die Grundlagen der sog. analyti- 
schen und der sog. algebraischen Zah- 
lentheorie. Von ihm stammt die Be- 
zeichnung der Zahlentheorie als der 
„Königin der Mathematik“. 

Die Zahlentheorie hat zu allen Zeiten 
eine große Faszination auch auf Laien 
ausgeübt, da viele ihrer Probleme ei- 
nerseits leicht verständlich und ande- 
rerseits bis heute ungelöst sind. Neben 
der Goldbachschen Vermutung, dem 
Problem der Primzahlzwillinge (? Prim- 
zahl) und der tFermatschen Ver- 
mutung seien noch folgende Vermu- 
tungen genannt: 

a) Setzt man in M,„=2?—1 für p eine 
Primzahl ein, so entsteht eine Mersen- 
nesche Zahl (nach dem französischen 
Mathematiker M. Mersenne, 1588 bis 
1648). Für p=2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 
61, 89, 107, 127 und etwa 20 weitere 
Werte ist M, als Primzahl erkannt; für 
p=11 ist M, zusammengesetzt: 
M,ı=2047=23.89. 

Die Vermutung, daß es unendlich 
viele Mersennesche Primzahlen gibt, 
konnte bis heute weder bewiesen noch 
widerlegt werden. 

b) Die Zahlen F,=2?"+1 heißen Fer- 
mat-Zahlen, weil Fermat untersucht 
hat, welche dieser Zahlen Primzahlen 
sind. Für n=1, 2, 3, 4 erhält man die 
Primzahlen 5, 17, 257, 65537. Für 
n=5 erhält man aber eine zusammen- 
gesetzte Zahl, wie Euler gezeigt hat 
(s.o.). Man vermutet, daß es außer F}, 
F,, F3 und F, keine weitere Fermat- 
sche Primzahl gibt, dies ist bis heute 
weder bewiesen noch widerlegt. 

c) Die bekannten vollkommenen Zah- 
len (s.o.) sind alle gerade. Es ist eine 
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bis heute offene Vermutung, daß alle 
vollkommenen Zahlen gerade sind. 
Die folgenden zwei Vermutungen be- 
standen recht lange, bevor sie durch 
ein Gegenbeispiel widerlegt wurden. 
d) Etwa 500 v.Chr. besaßen die Chi- 
nesen ein ihrer Ansicht nach unfehlba- 
res Primzahlkriterium: 


n ist Primzahl genau dann, wenn 
n ein Teiler von 2" —2 ist. 


Mit Hilfe des Fermatschen Satzes 
sieht man, daß n ein Teiler von 2"—2 
ist, falls n eine Primzahl ist. Die Um- 
kehrung ist aber nicht wahr. Zwar 
folgt aus „n teilt 2"—2“ für n<340 
stets, daß n eine Primzahl ist. Fermat 
konnte aber zeigen, daß für die zu- 
sammengesetzte Zahl 341(=11-31) 
gilt: 


341 teilt 2°*1—2. 


e) Euler vermutete im Jahr 1778, daß 
jede n-te Potenz nicht als Summe von 
weniger als n n-ten Potenzen darstell- 
bar ist. Ein Beweis dieser Vermutung 
wäre zugleich ein Beweis der Fermat- 
schen Vermutung. 

So gilt z.B. 


1°+6°+8°=9°, 
3?+4°+5°=6°, 


und weder 6° noch 9° können als 
Summe von nur zwei dritten Potenzen 
geschrieben werden. Im Jahre 1966 
wurde diese Eulersche Vermutung von 
amerikanischen Mathematikern wider- 
legt. Sie zeigten, daß 


27°+84°+110°+133° = 144°, 


Zeichentest. Mit dem Zeichentest te- 
stete' man die Hypothese Ho:p=0,5 
über eine unbekannte Wahrscheinlich- 
keit p (TTesten von Hypothesen). In 
der Regel wird der Einfluß einer Maß- 
nahme auf das Ergebnis eines Ver- 
suchs getestet, etwa der Einfluß des 


Zeichentest 


Düngens auf den Ertrag eines Feldes. 
Daher gehört der Zeichentest zur 
Klasse der Abhängigkeitstests. 
Beispiel: Es soll anhand der Werte in 
Tabelle I der Einfluß des Düngens un- 
tersucht werden. 


Nr. 
nicht gedüngt 
gedüngt 


91 
97 
80 
72 


98 
95 


83 
88 


++ +1 +1 ++1+ 


l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 





Tabelle 1 


Ähnlich wie beim t Vierfeldertest prüft 
man, mit welcher Wahrscheinlichkeit 
die gefundene Zahl der Pluszeichen 
zufällig sein kann, also nicht vom 
Düngen beeinflußt ist. Die Wahr- 
scheinlichkeit für mindestens k Plus- 
zeichen bei n Versuchen (Signifikanz- 
wahrscheinlichkeit) ist 


" /n\ /1\" 1 /n\ /1\" 

2.6 - E66) 
(Binomialverteilung), wenn man das 
Auftreten von Pluszeichen und Mi- 
nuszeichen für gleich wahrscheinlich 
hält. In obigem Fall (n=10, k=1) er- 
gibt sich die Wahrscheinlichkeit 
17,2%, der Erfolg des Düngens ist al- 
so aufgrund der vorliegenden Zahlen 
noch nicht mit großer Wahrschein- 
lichkeit belegt; dies wäre der Fall, 
wenn sich eine Wahrscheinlichkeit 


von höchstens 5% oder gar höchstens 
1% ergeben hätte. 


Zentraler Grenzwertsatz 


Etwas differenzierter arbeitet der 
Rangnummerntest: Die Differenzen aus 
Tabelle 1 werden nach Beträgen ge- 
ordnet, die „negativen“ Differenzen 
markiert und ihre Rangnummern ad- 
diert: 


12 13 17 23 


10 





Dann wird die Rangsumme der mar- 
kierten Zahlen gebildet: 


w=2+4+5=11. 


Nun nimmt man wieder an, das Dün- 
gen der Felder sei ohne Einfluß auf 
die Erträge, also ohne Einfluß auf 
die Rangsumme w. Zunächst sind 
2'°=1024 gleichwahrscheinliche Aus- 
fälle, dargestellt durch die Teilmengen 
von {1,2,..., 10}, möglich. Von diesen 
haben genau 54 eine Rangsumme von 
höchstens 11, wie man durch Auflisten 
dieser Fälle findet. Daher ist hier die 
Signifikanzwahrscheinlichkeit 


Piws1l)=74=53%. 


Nach diesem Test wäre man schon 
eher geneigt, aufgrund der vorliegen- 
den Zahlen dem Düngen eine positive 
Wirkung zuzuschreiben. 

Zentraler Grenzwertsatz. Es seien 
X], X2, X3,..., X„ unabhängige Zu- 
fallsgrößen (? Unabhängigkeit von Zu- 
fallsgrößen) und ferner sei 


X:=X,+X3+..+X,. 


Dann gilt (unter sehr schwachen Be- 
dingungen für die Zufallsgrößen X‘) 
die Näherungsformel 


Pix <ns0("—*) 
mit 
u:= ), E(X;) 
i=1 
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und 


=) o’(X)). 

i=1 
Dabei ist ® die Wahrscheinlichkeits- 
funktion der standardisierten 1 Nor- 
malverteilung. In der Regel ist die Nä- 
herung um so besser, je größer n ist. 
Der Zentrale Grenzwertsatz besagt al- 
so, daß die Summe von genügend vie- 
len unabhängigen Zufallsgrößen nähe- 
rungsweise normalverteilt ist. Dieser 
Satz erklärt das häufige Auftreten der 
Normalverteilung in der Natur; denn 
viele Größen (Körpergröße, Ge- 
wicht, .... werden durch die Über- 
lagerung vieler unabhängiger Einflüsse 
(Zufallsgrößen) bestimmt. Der Zentra- 
le Grenzwertsatz wurde erstmals 1901 
von A.M. Ljapunoff (1857-1918) be- 
wiesen. 


1-1) 


e 


0,1 


0,01 





4 6 8 10 12 14 16 18 20 2224 x 


Abb. 1: Wahrscheinlichkeitsverteilung von 
X fürn=4 


Beispiel 1: Beim n-maligen Würfeln 
betrachte man als Zufallsgröße X die 
Augensumme. Dann ist X die Summe 
von n unabhängigen Zufallsgrößen X; 
(Augenzahl beim i-ten Wurf). Für 


685 


n=4 ist die Wahrscheinlichkeitsvertei- 
lung von X in Abbildung I darge- 
stellt; zum Vergleich ist dort auch die 
Normalverteilung eingezeichnet. 
Beispiel 2: Man werfe gleichzeitig eine 
Münze, einen Würfel und drehe das 
Glücksrad mit den Ausfällen 0, 1,2 
und den Wahrscheinlichkeiten 4, #, #. 
Die Ausfälle des Zufallsversuchs be- 
stehen also aus Tripeln 


(Augenzahl, Seite der Münze, 
Sektor des Glückrades). 


Es sei 


X,:=geworfene Augenzahl, 
X,:=5 bei „Wappen“, 8 bei „Zahl“, 
X3:=Quadrat der Nummer 

des Sektors. 


Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von 
Xı+X,+X3 ist in Abbildung 2 dar- 
gestellt. Zum Vergleich ist die Nor- 
malverteilung mit den gleichen Para- 
metern (also gleichem Erwartungswert 
und gleicher Standardabweichung) 
eingetragen. 





5 o| a x 
u= 12,25 


Abb. 2: Wahrscheinlichkeitsverteilung von 
Xı + X, + Xz | 


Beispiel 3: Ein Sonderfall des Zentra- 
len Grenzwertsatzes besteht in der 
Approximation der ?Binomialvertei- 
lung durch die Normalverteilung; 


Zentralwert 


hierbei sind die Zufallsgrößen X,, 
X3,...,X„ auf einer Bernoulli-Kette 
definiert durch 


Il, falls beim i-ten Versuch 
ein „Treffer“ vorliegt, 
0 sonst. 


X;= 


Zentralwert. Hat die Messung einer 
Größe bei n Versuchen der Reihe 
nach die Werte x,, Xa, ..., x, ergeben, 
so heißt der Wert ze{x1,X3, ...,Xn} 
ein Zentralwert oder Median dieser 
Datenmenge, wenn 


xsz und x;2z 


für jeweils mindestens die Hälfte der 
Werte x; gilt. Die Funktion 
xy |Ix-x;l 
i= 1 


nimmt an der Stelle z ihren kleinsten 
Wert an. 

Beispiel 1: Es soll der Zentralwert fol- 
gender Daten bestimmt werden: 


Absolute 
Häufigkeit 


Alter 
(in Jahren) 





Es ist 
8+24+36+292157, 
29+18+12+102157, 
also z=20. 


Die „mittlere Abweichung“ ist 


147 (120 - 17|-8+|20- 18]-24 
+20 — 19-36 +20 — 20] 29 


Zentralwert 


+|20— 21|-18+[20- 22|-12 
+|20-23|-10)=489 21,3. 


Hätte man statt 20 einen der anderen 
Werte eingesetzt, so wäre diese Ab- 
weichung größer gewesen. 

Bei einer geraden Anzahl von Meß- 
werten können sich zwei benachbarte 
Werte x,;,x, beide als Zentralwert er- 
geben. Dann stellt man Eindeutigkeit 
dadurch her, daß man das arithmeti- 
sche Mittel $(x;+x,) als Zentralwert 
betrachtet. 

Um bei stetigen Merkmalen, deren 
Häufigkeitsverteilung klassiert vorliegt 
(t Häufigkeit), den Zentralwert zu 
bestimmen, benutzt man die summier- 
te Häufigkeitsverteilung und die zuge- 
hörige Summenkurve (Polygonzugdia- 
gramm). Als Zentralwert definiert man 
denjenigen Wert, bei dem die 50 %- 
Linie die Summenkurve schneidet. 
Faßt man die Werte in Beispiel 1 als 
Klassen auf (also etwa 17 als die Klas- 
se [17, 18[), dann erhält man gemäß 
Abbildung 1 den Zentralwert 19,5. 





17 18 


19 20 21 2 23 x 


Abb. 1: Polygonzugdiagramm 
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Beispiel 2 (Tankstellenproblem): Längs 
einer Bundesstraße sind sieben Tank- 
stellen einer Mineralölfirma mit unter- 
schiedlichem Umsatz gemäß Abbil- 
dung 2 verteilt. 


13 1,7 (15%) 
17 0,9 (8%) 
43 u 2,4 (22%) 
49 1,3 (12%) 
63 2,8 (25%) 
87 0,8 (7%) 
102 1,2 (11%) 


Abb. 2: Tankstellenproblem 





102 X 


13 17 43 49 63 87 


Abb. 3: Summenkurve zum Tankstellen- 
problem 


Das Zentrallager wird so gelegt, daß 
die Transportkosten minimal sind, 
daß also 
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x 131.15 % 2 &—-17].8% +. 
+]x-102|-11% 


einen möglichst kleinen Wert besitzt. 
Eine solche Stelle liegt zwischen km 
43 und km 49, wie man an der Sum- 
menkurve in Abbildung 3 abliest. 

Ist X:Q>R eine tZufallsgröße, dann 
heißt z ein Zentralwert von X, wenn 


P(X<z)23 und P(X22)23. 


Ist die Menge Q= {w,, ©», ..., @„} der 
Ausfälle des zugrundeliegenden tZu- 
fallsversuchs endlich, so ist die Abwei- 
chung 


> Ix - X (o;)| - P(w;) 
i=1 


minimal an der Stelle z. 

Bei den meisten Zufallsgrößen ist der 
t Erwartungswert als „mittlerer Wert“ 
geeigneter als der Zentralwert. Der 
Vorteil des Zentralwerts gegenüber 
dem arithmetischen Mittel liegt u.a. 
darin, daß „Ausreißer“ (extreme Meß- 
werte) weniger stark ins Gewicht 
fallen. 

Zenit: Bezeichnung für den senkrecht 
über dem Beobachtungsort liegenden 
Punkt des Himmelsgewölbes; der Ge- 
genpunkt wird Nadir genannt. 
Zifferndarstellung: Bezeichnung für 
die Darstellung von Zahlen mit Hilfe 
von Ziffern (? Zahlendarstellung). Wäh- 
rend in den alten Ziffernsystemen (ägyp- 
tische, babylonische, minoische, grie- 
chische, römische Ziffern) die Ziffern 
für Einer, Zehner, Hunderter usw. 
oder auch Fünfer, Sechziger u.a. ein- 
fach nebeneinander geschrieben wur- 
den (die Werte der Ziffern waren dann 
einfach zu addieren), verfährt man in 
einem ?Stellenwertsystem anders: Je- 
de Ziffer wird mit dem Wert ihrer 
Stelle multipliziert und diese Produkte 
werden addiert: 


Zinsrechnung 


Alte Systeme: 
AB...X bedeutet A+B+...+X. 


Stellenwertsysteme: 
Ziffern 
= I _]e 
Stellenwerte 
AnAn_ı...4o bedeutet 


A W,+a,-ı W,-ı+...+@0 W.. 


Als Stellenwerte verwendet man die 
Potenzen einer natürlichen Zahl, 
hauptsächlich die Potenzen von Zehn 
(Zehnersystem). Häufig bezeichnet man 
auch nur die Stellenwertsysteme als 
Ziffernsysteme. 

Zinsrechnung. Zinsen sind eine Ver- 
gütung für leihweise überlassenes Ka- 
pital. Die Höhe der Zinsen hängt von 
der Höhe des Kapitals, der Zeitdauer 
und dem Zinssatz ab. Der Zinssatz 
(oder Zinsfuß) gibt an, wieviel Prozent 
des Kapitals für ein Jahr als Zinsen zu 
zahlen sind. Ist der Zinssatz 


p”% pro anno (p.a.), 


so ist für das Kapital K in einem Jahr 
der Zinsbetrag 
er SE 
100 
Für t Jahre (z.B. t=%, t=$, t=3, ...) 
ist das t-fache zu zahlen, also 
ER RN 
100 
Auf Sparkonten oder Girokonten 
müssen oft verschiedene Kapitalbeträ- 
ge über verschiedene Zeiten verzinst 
werden. Man rechnet dann das Jahr 
zu 360 (statt 365 bzw. 366) Tagen und 
erhält den täglichen Zinssatz zu 


Zinsrechnung 


0% 


T 
Für T Tage (a1so (=) 
zahlt man dann 


360 


K:T 
u p T 100 
7100 360 360 ' 

p 

Setzt man 

ee 
inszant:= 100 


und 
36 
Zinsdivisor: = ——, 


so ist 
Zinszahl 
Zinsdivisor 


Beispiel 1% Wieviel Zinsen erhält man 
am Ende eines Jahres auf einem Spar- 
konto bei den angegebenen Einzah- 
lungen (p=3)? 


"ar... 360 
Zinsdivisor 7 120, 


SOLL HABEN 


1. Juli 

3. Juli 
10. Juli 
12. Juli 
17. Juli 
26. Juli 
27. Juli 


436,21 

2637,87 

3637,87 

6431,51 
225,48 


1911,8 
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2422,5 
120 


Man erhält also 20,19 DM Zinsen. 





Zinsen Z= DM =20,19 DM. 


Ein- 
zahlung 
400 DM 


200 DM 
175 DM 


Summe der Zinszahlen 2422,5 


Beispiel 2: Ist ein Bankkonto „überzo- 
gen“, so muß der Inhaber des Kontos 
Zinsen an die Bank zahlen (Zinssatz 
für Überziehungszinsen 10%); weist 
das Konto Guthaben aus, so erhält 
der Kontoinhaber Zinsen (Zinssatz für 
Guthaben 0,5 %). In Tabelle 1 sind die 
Zinsen für Monat Juli eines Bankkon- 
tos berechnet. Der Kontoinhaber muß 
25,01 DM Zinsen zahlen. 


Zinszahlen 
I 


SOLL ı HABEN 





Fällige Zinsen (in DM): 25,04 — 0,03=25,01. 


Tabelle 1 
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Wird ein festes Kapital K auf einem 
Sparkonto mehrere Jahre verzinst, oh- 
ne daß man am Ende jeden Jahres die 
Zinsen abhebt, so werden die jeweils 
angefallenen Zinsen auch verzinst. 
Man spricht dann von Zinseszinsen. 
Das Wachstum des Kapitals bei ei- 
nem Zinssatz von p% ergibt sich aus 
Tabelle 2. 


Kapital am An- Bien Kapital am 
fang des Jahres Ende des Jahres 





Tabelle 2: Wachstum des Kapitals bei 
einem Zinssatz von p% 


Nach n Jahren ist das Kapital also auf 


p n 
K,=K-|1 =) 
| "100 


angewachsen. Die gesamten Zinsen 


p n 
Z=K„-K=K:((1+— -1) 
(6 


sind höher als die nach der einfachen 
Zinsformel 


N EL 
100 


zu berechnenden Zinsen. 
Für den Zinssatz p% nennt man die 
Zahl 

p 


Ar 
q 100 


23 DRM 


Zinsrechnung 


den Zinsfaktor. Verzinsung eines Ka- 
pitals über t Jahre bedeutet Multipli- 
kation mit g', also ist 


K,=K. q 
der Wert des Kapitals nach t Jahren. 


Dies gilt auch, wenn t Bruchteile von 
Jahren angibt oder wenn t negativ ist: 


Ko,25 = K.q°?° 

Wert von K 

in 0,25 Jahren; 
K7s= K:q’” 

Wert von K in 7,5 Jahren; 
K_,= K:q=! 


Wert von K vor 1 Jahr; 
K_123=K-q'* 

Wert vonK 

vor 12,3 Jahren. 


Ist t negativ, so berechnet man also, 
welches Kapital vor |t| Jahren ange- 
legt werden mußte, um bis heute auf 
den Wert K anzuwachsen (tDis- 
kontieren). Bei |t|<1 (unterjährige 
Verzinsung) pflegen Banken die Zin- 
sen nach der einfachen Zinsformel zu 
berechnen, also 


K=kli+ 2.) 


100 
statt 

p t 

K=r (14) 

i (14, 


zu benutzen. Dies ist im Kreditwesen 
von Vorteil für die Bank, wenn die 
Unterschiede auch gering sind. 
Beispiel 3: Bei einem Jahreszinssatz 
von 8% (also 8% p.a.) laut Kreditver- 
trag verlangt eine Bank 12 Monatsra- 
ten Zinsen zu je & % (also & % p.m.). 
Begleicht der Bankkunde die Zinsen 
nicht, so wächst seine Schuld in einem 
Jahr auf 


K-(1+0,08-75)1?2=K : 1,0829995. 


Zissoide 


Laut Definition des Jahreszinssatzes 
beträgt seine Schuld am Ende des 
Jahres aber nur 


K .(1+0,08)=K - 1,0800000. 


Durch die Ratenzahlung gewinnt die 
Bank also zusätzlich 


K :0,0029995. 


Dies macht bei K=100000 DM im- 
merhin einen zusätzlichen Zinsgewinn 
von 300 DM aus. Soll der Jahreszins- 
satz tatsächlich nur 8% betragen, so 


; 1 
muß für den Monatszinssatz RA 


die Beziehung 100 12 


p "y 
1+—:—} =1,08 
| "700 12 


gelten; also darf bei der Berechnung 
der Monatsraten nur der Zinssatz 


p 

—=12(1/1,08-1 

100 
=0,077208 


zugrunde gelegt werden. 

Der Wert eines Geldbetrages hängt 
davon ab, zu welchem Zeitpunkt er 
zur Verfügung gestellt wird. Um also 
Geldbeträge miteinander vergleichen 
zu können, muß man sie auf einen 
gemeinsamen Termin beziehen. Frü- 
her gezahlte Beträge muß man aufzin- 
sen, später fällige Zahlungen muß man 
abzinsen (tDiskontieren). Dies spielt 
insbesondere bei der ?Rentenrech- 
nung und bei ?!Ratenzahlungen eine 
Rolle. 

Denkt man sich ein Kapital K im Ab- 


1 ; 
stand — Jahr stets mit p% p.a. ver- 
n 


zinst, so ist es nach einem Jahr auf 


p n 
«.(42,) 
| + o0n 


gewachsen. Nun ist der Grenzwert der 
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tFolge ((+2,J) mit Hilfe der 
tEulerschen Zahl e auszudrücken; es 


gilt nämlich 





P_ =ei00, 
100n 
Stellt man sich also vor, die Zinsen 
würden „in jedem Augenblick“ zum 
Kapital geschlagen, so wäre dieses 
nach einem Jahr auf 
_Pp_ 

K .e100 
gewachsen. Man spricht dann von ste- 
tiger Verzinsung. Für kleine Werte von 
p ist 


lim (14 


pP 
100 p 
el00 2] + —, 
100 


der Unterschied beträgt weniger als 


ı 2—/p\ i 
= 6208 (2) (t Taylor-Reihe). 
2 100 

Für p=8 ist dies ungefähr 0,0035. 
Zissoide (Cissoide, Kissoide,; griech. 
„Efeublatt“): Bezeichnung für eine 
Kurve, welche aus den Fußpunkten 
aller Lote vom Scheitel einer Parabel 
auf ihre Tangenten besteht. Hat die 
Parabel die Gleichung x?+4ay=0, 
dann hat die zugehörige Zissoide die 
Gleichung 


P=x’(a-y) 





Abb. 1: Konstruktion der Zissoide 
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Ihre Darstellung in ?tPolarkoordina- 
ten lautet 


(peld, rn). 


Die Konstruktion der Zissoide ist aus 
Abbildung I zu entnehmen. 
Zufallsgröße (Zufallsvariable, Zufalls- 
veränderliche, stochastische Variable). 
Ist @ die Menge der möglichen Aus- 
fälle eines tZufallsversuchs, so ist eine 
Zufallsgröße auf diesem Zufallsver- 
such eine Abbildung (Funktion) 


X:Q-R. 


Jedem Ausfall des Zufallsversuchs 
wird also eine reelle Zahl zugeordnet. 
Zur Bezeichnung von Zufallsgrößen 
benutzt man meistens Großbuchsta- 
ben X,Y. .... 

Beispiel 1: Der Zufallsversuch bestehe 
im zweimaligen Würfeln und Notieren 
der gefallenen Augenpaare. Es ist 


2={(1,1), (1,2), ..., (6,5), (6, 6)} 
(36 Ausfälle). Die Zufallsgröße 
X:(,j)ritj 


r=acospcotp 


ordnet jedem Augenpaar die Augen- 
summe zu. 

Beispiel 2: Der Zufallsversuch bestehe 
im zehnmaligen Werfen einer Münze 
und Notieren des erhaltenen 10-Tu- 
pels aus „w“ (Wappen) und „z“ (Zahl). 
Die Menge 


R={w, z}!° 


enthält 2'°=1024 Elemente. Beachtet 
man nur die Anzahl der gefallenen 
Wappen, so betrachtet man die Zufalls- 
größe 


X: ot Anzahl der „w“ 
in dem 10-Tupel «. 


Beispiel 3: Als Zufallsversuch wird ei- 
ne statistische Erhebung unter Touri- 
sten betrachtet, also 


Q=Menge der befragten Touristen. 
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Zufallsgröße 


Dann wird durch 
X:w+Alter von 


eine Zufallsgröße auf & definiert. 
Ist X(Q) die Bildmenge von Q, also 


X(2):={aeR|es gibt ein weQ 
mit X(w)=a}. 


so unterscheidet man je nach der Be- 
schaffenheit von X(2) verschiedene 
Arten von Zufallsgrößen: X heißt end- 
lich bzw. unendlich, wenn X(Q) end- 
lich bzw. unendlich ist. Gilt X(Q)<Z, 
dann heißt X eine ganzzahlige Zufalls- 
größe. Ist X(Q2) abzählbar, dann 
heißt auch X abzählbar. Höchstens 
abzählbare Zufallsgrößen heißen dis- 
kret. Ist X(Q) ein Intervall aus R, so 
heißt X stetig. 

Die Funktion x> P(X<x) (xeR) mit 


P(X<x):=P(iweR2|X(w)<x}) 


ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion 
von X. Die wichtigsten Kenngrößen 
einer Zufallsgröße X sind ihr 1 Erwar- 
tungswert E(X) und ihre ?Standard- 
abweichung o(X). 

Bei diskreten Zufallsgrößen spielen 
auch die Wahrscheinlichkeiten 


P(X =x):=P({we2|X(w)=x}) 


eine Rolle (t Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung). 

Summe und Produkt von Zufallsgrö- 
Ben sind, wie bei Funktionen üblich, 
durch 


(X+Y)(o):=X (w)+ Y(w) 
und 
(X - Y)(w):= X (w): Y(w) 


definiert. Dabei müssen X und Y auf 
demselben Zufallsversuch (also auf ein 
und derselben Menge 2) definiert sein. 
Im Falle der ?TUnabhängigkeit der 
Zufallsgrößen X, Y ist die Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung von X+Y 


Zufallsversuch 


bzw. X.Y leicht aus den Verteilungen 
von X und Y zu berechnen. In ent- 
sprechender Weise sind die Summe 
und das Produkt von mehr als zwei 
Zufallsgrößen definiert. 

Beispiel 4: Die Zufallsgröße X sei wie 
in Beispiel 1 definiert, ferner sei 


Y: (i, Jrli-jl. 
Dann ist 
(X+Y)\(2)={2, 3,4, ..., 16,17}. 
Es soll P(X + Y=6) berechnet werden: 


Wahr- 
schein- 
lichkeit 


Ereignis 


X=21Y=4:9 
Xe3ihrY=3;P 
X=41Y =2: {l1l,3),(3 
X=51Y=1:{(2 
X=61Y=0: {(ß,3) 


Es ergibt sich P(X + Y=6)=5 
Beispiel 5: Als Zufallsversuch werde 
eine Bernoulli-Kette der Länge n mit 
der Trefferwahrscheinlichkeit p be- 
trachtet. Für i=1,2, ..., n sei 


1, falls an der i-ten Stelle 
X ,(w)= in o ein Treffer erfolgt, 
0 sonst. 


Dann gibt die Zufallsgröße 
X= y X; 
i=1 


die Anzahl der Treffer an. Es gilt 


n 
PX == (1) pt - pr 
(t Binomialverteilung). 
Eine Zufallsgröße heißt zentriert, 


wenn sie den Erwartungswert O hat. 
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Sie heißt normiert oder standardisiert, 
wenn sie darüber hinaus die Standard- 
abweichung I besitzt (TStandardisie- 
ren). 

Auf einem Zufallsversuch sei eine Zu- 
fallsgröße X definiert. Der Zufallsver- 
such werden n-mal wiederholt, und 
die Zufallsgröße X, gebe den Wert 
von X beim i-ten Versuch an (i=1, 
2,...,n). Dann heißt die Zufalls- 
größe 


die NEE zu X bei n-mali- 
ger Wiederholung. Es gilt 


E(X)=E(X)= 
o(X)=Yno(X):=Yno. 


Die standardisierte Mittelwertgröße 
ee 
TE Yn 
o 


ist dann asymptotisch normalverteilt 
(t Normalverteilung, ? Zentraler Grenz- 
wertsatz) mit den Parametern O und I 
(standardnormalverteilt). 
Zufallsversuch: Durch ein Experi- 
ment, dessen Ausfall durch die Ver- 
suchsbedingungen nicht eindeutig fest- 
gelegt ist, das also verschiedene Aus- 
fälle zuläßt, wird ein Zufallsversuch 
beschrieben. Dabei muß die Menge Q2 
der möglichen Ausfälle (Ergebnismenge, 
Stichprobenraum) genau festgelegt sein. 
(2 ist der griechische Großbuchstabe 
„Omega“.) Bei einem Zufallsversuch 
interessiert man sich vor allem für die 
t Wahrscheinlichkeit der Ausfälle. 
Beispiel 1: In einer Lostrommel liegen 
Nieten, Trostpreise und Gewinne. 
Zieht man 4 Lose, so lassen sich die 
möglichen Ausfälle durch Tripel der 
Form (n, t, g) beschreiben, wobei n, t, g 
die Anzahl der gezogenen Nieten, 
Trostpreise und Gewinne angeben. Es 
ist also 


4 
N; 
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2=1{(4,0,0), (3, 1,0), (3,0, 1), 
(2, 2,0), @,1,1), 8,0, 2), 
(1,3, 0), (1,2, D,(1,1,2), 
(1,0, 3), (0, 4,0), (0, 3, 1), 
(0, 2, 2), (0, 1, 3), (0, 0, 4)}. 


Die Wahrscheinlichkeit der einzelnen 
Ausfälle kann man nur berechnen, 
wenn man die Anzahl der Nieten, 
Trostpreise und Gewinne in der Los- 
trommel kennt. 

Beispiel 2: Beim zweimaligen Würfeln 
kann man nach verschiedenen Arten 
von Ausfällen fragen: 

a) Welche Augenzahl fällt beim ersten 
Wurf und welche fällt beim zweiten 
Wurf? Dieser Zufallsversuch hat 36 
Ausfälle (Abb. 1). 


(1,2) (1,3) 


(4,2) (4, 
(5,2) 65,3) 
(6,2) (6,3) 


Abb. I 


b) Welche Augenzahlen fallen ohne 
Berücksichtigung der Reihenfolge? 
Jetzt sind 21 Ausfälle möglich (rot 
umrandete Menge in Abb. 1). 

c) Wie groß ist die Summe der Au- 
genzahlen? Hier sind 11 Ausfälle 
möglich: 


0={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. 
d) Wie oft ist die Sechs gefallen? Die 
Menge der möglichen Ausfälle ist 
R=70,1,2} 


Beispiel 3: Als Zufallsversuch werde 
das dreimalige Würfeln und Notieren 
der Anzahl der gefallenen Sechsen be- 
trachtet. Es liegt eine Bernoulli-Kette 





Zufallsversuch 


der Länge 3 mit der Trefferwahrschein- 
lichkeit $ vor (t Binomialverteilung). 
Beispiel 4: Aus den Urnen I, II, III, 
IV werde je eine Kugel gezogen 
(Abb. 2). Unterscheidet man die Ur- 
nen und achtet auf die Reihenfolge 
derselben, so sind die möglichen Aus- 
fälle Quadrupel der Form (w, s, s, w) 
(w für „weiß“ und s für „schwarz“). 
Man kann die Ausfälle in einem 
Baum darstellen (Tmehrstufiger Zu- 
fallsversuch): 


O0 
O0 
® 


III 


Abb. 2 


Beachtet man nur die Anzahl der ge- 
zogenen weißen Kugeln, so erhält 
man einen Zufallsversuch mit 5 Aus- 
fällen und folgenden Wahrscheinlich- 
keiten: 


24 | 154 | 269 | 154 | 24 


Das dem Zufallsversuch zugrundelie- 
gende Experiment muß (zumindest 
„theoretisch“) beliebig oft wiederhol- 
bar sein; das bedeutet insbesondere, 






Zufallsziffern 


daß die Wahrscheinlichkeit der Aus- 
fälle eindeutig festliegen muß. Man 
kann einen Zufallsversuch deshalb ab- 
strakt definieren als eine Menge 2 und 
eine Funktion P:Q>R (Wahrschein- 
lichkeit) mit 


0<P(w)<l füralle weQ 
und 

y P(w)=1; 

wen 


dabei ist Q als endliche Menge voraus- 
gesetzt. Bei Zufallsversuchen mit 
unendlich vielen Ausfällen kann man 
den Begriff der Wahrscheinlichkeit oft 
nur für ?Ereignisse (Teilmengen von 
2) definieren (TAxiome der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung). 

Statistische Erhebungen können auch 
als Zufallsversuche betrachtet werden. 
Dabei bildet das zu untersuchende 
Merkmal mit der Menge Q der Merk- 
malsausprägungen den Zufallsversuch; 
das Experiment besteht z.B. in der Be- 
obachtung eines Vorgangs, in der Be- 
fragung eines Bürgers usw. 

Beispiel 5: Ein Touristik-Unterneh- 
men führt eine Kundenbefragung 
durch, wobei verschiedene Merkmale 
betrachtet werden können. 

a) Merkmal „bevorzugtes Reiseland“. 
Die Menge der Merkmalsausprägun- 
gen muß vorgegeben sein, z.B. 


Q= {Deutschland, Österreich, 
Schweiz, Italien, Spanien, 
Frankreich, Jugoslawien, 
andere}. 


b) Merkmal „bevorzugte Reisezeit“; 
Menge der Merkmalsausprägungen: 


Q= {Frühjahr, Sommer, Herbst, 
Winter}. 


c) Merkmal „bevorzugtes Reisemit- 
tel“; Menge der Merkmalsausprägun- 
gen: 
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Q={Auto, Bahn, Flugzeug, Schiff, 
Fahrrad, sonstige}. 


Eine n-malige (unabhängige) Wieder- 
holung des Experimentes, welches ei- 
nem Zufallsversuch zugrundeliegt (Be- 
tätigen eines Zufallsmechanismus und 
Protokollieren des Ausfalls) heißt eine 
Zufallsversuchsreihe der Länge n. Man 
benutzt in statistischen Zusammen- 
hängen auch die Bezeichnung Stich- 
probe vom Umfang n (tStichprobe). 
Die Bedeutung einer Zufallsversuchs- 
reihe besteht darin, daß man mit ihr 
relative Häufigkeiten und damit Nä- 
herungswerte für ? Wahrscheinlichkei- 
ten von Ausfällen eines Zufallsver- 
suchs bestimmt. 

Zufallsziffern. Ein TZufallsversuch mit 
den 10 gleich wahrscheinlichen Ausfäl- 
len 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 werde sehr 
oft durchgeführt. 

Es entsteht eine Folge von Ziffern, 
z.B: 


85967 73152 
07483 51453 
96283 01898 
49174 12074 
97366 39941 


90474 41469 
28599 64109 


14511 85285 
11649 86348 
61414 83525 
98551 37895 
21225 93629 


16812 81542 
09497 usw. 


Dies ist ein Teil einer Zufallsziffernta- 


fel. In solchen Tafeln sind die Ziffern 


der Übersichtlichkeit wegen in Fünfer- 
blöcken angeordnet. 

Zufallsziffern dienen zur ?Simulation 
von Zufallsversuchen (1 Monte-Carlo- 
Methode). 

In der Praxis benutzt man Tafeln, die 
von einem elektronischen Zufallsgene- 
rator erstellt worden sind, oder man 
läßt Zufallsziffern von einem program- 
mierbaren Rechner zur sofortigen 
Verwendung bei einer Simulation „be- 
rechnen“. In der Regel spricht man 
dann von Pseudo-Zufallsziffern, da der 
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Zufall hier ja deterministisch gesteuert 
wird. 

Die Erzeugung von Zufallsziffern (ge- 
nauer: Pseudo-Zufallsziffern) geschieht 
meistens auf dem Umweg über Zufalls- 
zahlen. Dies sind Zahlen aus dem In- 
tervall [0,1], welche in [0,1] gleich 
verteilt sind, d.h. für welche die Wahr- 
scheinlichkeit, in [a,b] (<[0,1]) zu 
liegen, gleich b-a ist. Ist x eine solche 
Zufallszahl, so ist [10x] eine Zufalls- 
ziffer. Hierbei steht [ ] für die 1 Ganz- 
teilfunktion. 

Zur Erzeugung von Zufallszahlen die- 
nen z.B. folgende Verfahren: 

a) Die OQuadratmittenmethode (engl. 
middle-square-Methode; J. v. Neu- 
mann, 1946): Man wähle eine belie- 
bige n-stellige Zahl A, und setze 











zwei Paare gleicher 
Ziffern 


aabbc 





Tabelle 1: Pokertest 


Ser-Blöcke Eh 
‘ Mr 9. 2 4. weean 
abcde alle Zillern ver 73561,06123] — — 0.3024 
schieden 
10- 2. 8-7 
aabcd ein Paar gleicher 34531, 20098 @) = 0,5048 
Ziffern 


55711, 45654 


10- es 8 
drei gleiche Ziffern 77817, 10009 a - 2.090720 
drei und zwei (3-10-9 
ı 10-9 
aaaab vier gleiche Ziffern 66766, 30333 05 =(0,0045 
fünf gleiche Ziffern 33333, 00000 =, 0001 


Zufallsziffern 


z,:=A,-10°". Die mittleren n Ziffern 
von A? bilden dann A,; man setze 
25:=Az-10°". Die mittleren n Ziffern 
von A3 bilden dann A,; man setze 
2z3:=4A3,-10°" usw. Die durch dieses 
Verfahren erhaltene Folge z,,2,, 23, ... 
kann dann als Folge von Zufallszah- 
len benutzt werden. 

b) Das HP-Verfahren (von der Com- 
puterfirma Hewlett-Packard empfoh- 
len): Man wähle ein z, mit 0<z,<1. 
Man bilde 2,=(zı +n)® (n Kreiszahl), 
wähle z, als den gebrochenen Teil 
hiervon, z3=2,-[Zı], bilde wieder 
(z2+n)® usw. Die entstehende Folge 
kann dann als Folge von Zufallszah- 
len verwendet werden. 

c) Die lineare Kongruenzmethode (D.H. 
Lehmer, 1948): Man wähle a,c,m 






op 10-9-8 





=0,1080 



















zyklisch 


(groß), no und bestimme eine Folge 
Z1, 22,23, ... durch 
n,=an,_ı+c (modm), 
O<n,<m, 
N 


Zu: = 
m 


(k=1,2,3,...); vgl. Tkongruent. Die 
Folge zı, 22, 23, ... kann dann als Fol- 
ge von Zufallszahlen benutzt werden. 
Die Methoden zur Gewinnung von 
(Pseudo-)Zufallsziffern liefern meistens 
nur einen mehr oder weniger guten 
Ersatz für (wirkliche) Zufallsziffern, da 
sie deterministische Elemente enthal- 
ten. Daher ist es von Interesse, die 
Qualität von so erzeugten Zufallszif- 
fern zu testen. Im folgenden sind drei 
Beispiele für solche Tests für Zufalls- 
ziffern angegeben. 
1) Beim Run-Test wird das Auftreten 
langer Sequenzen („Runs“) z.B. von 
geraden Ziffern, Ziffern kleiner als 5, 
Primzahlen (2, 3, 5, 7) beobachtet. Die 
Häufigkeiten müssen mit den zu be- 
rechnenden Wahrscheinlichkeiten gut 
übereinstimmen. 
2) Beim Maximum-Test prüft man, ob 
der Anteil der Dreierblöcke abc mit 
a<b und c<b etwa 285% ist, wie 
man aufgrund kombinatorischer Über- 
legungen erwartet. 
3) Beim Poker-Test prüft man, ob die 
Häufigkeiten der verschiedenen Arten 
von Ser-Blöcken mit den zu berech- 
nenden Wahrscheinlichkeiten überein- 
stimmen. (Beim Pokern kommt es u.a. 
auf Gleichheiten bei 5 Karten an.) 
Hierzu betrachte man Tabelle 1 auf 
der Seite 695. 
Zwischenwertsatz: Ist die Funktion f 
stetig auf [a, b] (?Stetigkeit), und ist y 
eine reelle Zahl mit 

inf f(x)<y<sup f(x) 

[a, b] [a, b] 
(!Infimum, ?Supremum), dann gibt es 
ein ce]a, b[ mit f(c)=. 
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Dieser Satz besagt also, daß eine auf 
einem abgeschlossenen Intervall steti- 
ge Funktion jeden Zwischenwert zwi- 
schen dem größten und dem kleinsten 
Wert an einer Stelle im Innern des 
Intervalls annimmt (Abb. 1). 





Abb. 1: Zwischenwertsatz 


Dieser Satz beschreibt eine wichtige 
Eigenschaft stetiger Funktionen, wel- 
che wesentlich auf der tVollständig- 
keit der reellen Zahlen beruht. 

Mit dem Zwischenwertsatz kann man 
feststellen, ob eine Funktion in einem 
gegebenen Intervall eine Nullstelle 
besitzt. 

Beispiel: Die Gleichung 


x*+2x°—-x?+7x-19=0 
besitzt mindestens eine Lösung zwi- 
schen 1 und 2. Denn für die stetige 
Funktion 

fı:x>x*+2x°’—-x?+7x 
gilt 

fi)=9 und f(2)=42, 
also gibt es ein ce ]l,2[ mit 


S()=19. 

zyklisch: Diese Bezeichnung kommt 
in der Mathematik in verschiedenen 
Zusammenhängen vor. Meistens wird 
damit zum Ausdruck gebracht, daß ei- 
ne Operation nach einer endlichen 
Zahl von Wiederholungen stets wieder 
das gleiche Ergebnis liefert. 
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a) Eine zyklische ?tPermutation der 
Menge {1,2,3,....,n} hat die Gestalt 

( 2 3..n-] N) 

2 3a. 1 
oder allgemeiner 

( 2 3 ..n-l n ) 

i i+l i+2...i-2 i-1/ 
Die Elemente werden zyklisch ver- 
tauscht. Wendet man eine zyklische 
Permutation einer n-elementigen Men- 
ge n-mal an, dann entsteht die identi- 
sche Permutation, d.h. jedes Element 
bleibt an seinem Platz stehen. 
b) Eine Gruppe heißt zyklisch, wenn 
sich alle Elemente der Gruppe als Po- 
tenzen eines einzigen Elementes g und 
seines inversen Elementes g”' darstel- 
len lassen. Ist G eine endliche zyklische 


Gruppe der Ordnung n und ist g ein 
solches erzeugendes Element, dann ist 


G={g°, g!, g, OR he 
und 


g"ti=g' füralle ieN. 


N) a<r 
> 


ar 2rr 


Zykloide 


Zykloide (Radlinie, Rollkurve), Wenn 
ein Kreis auf einer Geraden abrollt, 
dann beschreibt ein mit der Kreis- 
scheibe starr verbundener Punkt P ei- 
ne als Zykloide bezeichnete Kurve. Je 
nachdem, ob der die Zykloide be- 
schreibende Punkt im Kreisinnern, auf 
der Kreislinie oder im Außengebiet 
des Kreises liegt, nennt man die 
beschriebene Kurve eine gestreckte, 
spitze oder geschlungene Zykloide 
(Abb. 1). 

Die Parameterdarstellung der Zyklo- 
ide lautet für einen Kreis, der auf der 
x-Achse abrollt, 


(*) = Wie sin ) 

y/ \r-acost/’ 

dabei ist t der Abrollwinkel im Bo- 
genmaß, r der Radius des Kreises und 
a die Entfernungen des Punktes P 
vom Mittelpunkt des Kreises (Abb. 2). 
Läßt man einen Kreis auf einem ande- 
ren festen Kreis außen abrollen, dann 


entstehen auf dieselbe Art Epizyklo- 
iden (Abb. 3). 


I3nr Arnr x 





Abb. 1: Gestreckte, spitze und geschlungene Zykloide 


Zylinder 





Abb. 2: Parameterdarstellung der Zykloide 


y 


Abb. 3: Epizykloide 


Rollt ein Kreis im Innern eines ande- 
ren festen Kreises ab, dann entstehen 
Hypozykloiden (Abb. 4). 


y 


Abb. 4: Hypozykloide 
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Zylinder: Verschiebt man ein durch 
eine geschlossene Kurve begrenztes 
ebenes Flächenstück parallel zu sich 
um eine bestimmte Strecke, dann ent- 
steht ein (allgemeiner) Zylinder. Er- 
folgt die Verschiebung rechtwinklig zu 
dem Flächenstück, dann entsteht ein 
gerader Zylinder, andernfalls ein schie- 
fer Zylinder. Bei spezieller Gestalt des 
Flächenstücks entstehen Zylinder, wel- 
che z.T. auch spezielle Namen tragen 
(Abb. 1). Ein f Prisma ist ein spezieller 
Zylinder. 

Sind die Grundflächen Kreisflächen, 
so nennt man den erzeugten Zylinder 
Kreiszylinder. Jeder gerade Kreiszylin- 
der geht auch durch Drehung eines 
Rechtecks ABCD um eine Seite, etwa 
AB, hervor, er heißt daher auch Dreh- 
oder Rotationszylinder (Abb. 2). Die 
Drehachse, also die Verbindungsgera- 
de der Mittelpunkte der Grundflächen 
bezeichnet man als Achse des Zylin- 
ders. 


<D 


A D 
| 
| 
| 
| h 
| 
| 
| 
B c 


Abb. 2: Erzeugung eines Rotationszylinders 


Für das tVolumen V von schiefen 
und geraden Zylindern gibt es eine 
einheitliche Berechnungsformel: Ist G 
der Flächeninhalt der Grundfläche 
und h der Abstand der Deckfläche 
von der Grundfläche, so ist 


V=G-h. 
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schiefe 
Zylinder 





gerade 
Zylinder 


I 


Abb. 1: Verschiedene Zylinder 


Für den Flächeninhalt M des Mantels 
von geraden Zylindern gibt es eben- 
falls eine einheitliche Berechnungsfor- 
mel: Ist U der Umfang der Grundflä- 
che und h die Höhe des Zylinders, so 
gilt 

M=U-+.h. 


Speziell für den Kreiszylinder mit dem 
Grundkreisradius r und der Höhe h 
gilt also 


V=nr’h und M=2ntrh. 


Der Oberflächeninhalt des geraden 


Kreiszylinders beträgt 


O=2G+M=2nr?’+2nrh 
=?2nr(r+h). 





Abb. 3 





Quader 


1 


Zylinderfunktionen 


Spat 


Pu 





Kreiszylinder 


. 


Schneidet man einen schiefen Kreiszy- 
linder mit einer Ebene, die rechtwink- 
lig zur Achse des Zylinders (Verbin- 
dungsgerade der Mittelpunkte der 
Grundflächen) ist so erhält man als 
Schnittfigur eine t Ellipse (Abb. 3). 
Zylinderfunktionen: Bezeichnung für 
die Lösungen der Differentialglei- 
chung 


x? y"+xy +? —c?)y=0, 
wobei c eine komplexe Konstante ist. 
Beispiele für Zylinderfunktionen im 
Fallc=n=0, 1, 2, 3,... sind die Bes- 
selschen Funktionen (nach F.W. Bessel, 
1784-1846) 


© (= 1% ( \" 2k 
RR eirn— ————— |< : 
0x) 2 k!(n+k)! \2 
Allgemeiner sind die für reelles c+ —1, 


—2, —3,... definierten Besselschen 
Funktionen erster Art 


u © (-1)* x\c+2k 
Kom > KIT(c+k+1) 5) 


mit D(J)=R* Lösungen obiger Diffe- 
rentialgleichung; dabei bedeutet 7’ die 
tGammafunktion. Auch die Bessel- 
schen Funktionen zweiter Art oder 


Zylinderkoordinaten 


Neumannschen Funktionen (nach C. 
Neumann, 1832-1925) 


| 


N.(x 'ı=— 
1) sın ect 





(J.(x)-cosen— J_.(x)) 


sind Lösungen obiger Differentialglei- 
chung. Für c=n=1(, 1, 2, 3, ... defi- 
niert man dabei 

J(x) cosen— J_.(x) 


N„(x):=lim j 
cn sinen 





Für c=n bilden J, und N, ein Funda- 
mentalsystem der Differentialglei- 
chung. 

Die Funktionen 


H:= JA) +i-N.(&), 
HP:= I) 1: N.(x) 
heißen Hankelsche Funktionen (nach 


H. Hankel, 1839-1873) oder Besselsche 
Funktionen dritter Art. 





Abb. 1: Verlauf einiger Besselscher 
Funktionen 


Die Besselschen Funktionen reduzie- 
ren sich genau dann auf telementare 
Funktionen, wenn die Indizes c die 
Werte c=n+# für neZ besitzen. Man 
nennt diese Funktionen dann sphäri- 
sche oder halbzahlige Besselsche Funk- 
tionen. Es ist z.B. 
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1.) vo 
4X) = er 
n yx 
10) eo 
4X) = = # 

T Vx 


Abbildung 1 zeigt die Funktionsgra- 
phen von einigen Besselschen Funk- 
tionen. 

Zylinderkoordinaten. In einem räum- 
lichen kartesischen Koordinatensy- 
stem (O;x;y;z) kann man jeden 
Punkt durch seine Polarkoordinaten 
in der xy-Ebene und seine z-Koordi- 
nate beschreiben: 





xX=rCOSp, 
y=rsino, 
g=z 


P=(rcosg,rsin o, z) 





x 


(r cosp, rsin 9,0) 
Abb. 1: Zylinderkoordinaten 


(Abb. 1). Die Koordinaten r, @, z 
nennt man dann die Zylinderkoordina- 
ten des Punktes. 

Zylinderkoordinaten werden in der 
Technik und in der Physik vor allem 
zur Untersuchung von zylindrischen 
Körpern verwendet (z.B. Berechnung 
des Trägheitsmoments eines Zylinders). 
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Exklusion 551, 561 

exp 148 

Exponent 492 

Exponentialfunktion 36, 
152, 392 f., 616, 630 

Exponentialfunktion, 
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Exponentialfunktion 
(Potenzreihe) 496 
Exponentialfunktion 
(Taylorreihe) 602 
Exponentialgleichung 
153, 232 
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extremal 454 
Extremalpunkt 155, 361 f. 
Extremalstelle 155 
Extremalwert 155 
Extremum 155 
Extremwert 155 
Extremwertaufgabe 158 
Extremwerte mit 
Nebenbedingungen 159 
exzentrisch 160 
Exzentrizität, lineare 136, 
272 
Exzentrizität, numerische 
135, 272, 312 
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Fahne 299 
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396 


faires Spiel 569 

Faktor 250, 429 

Faktor, integrierender 151 

Faktorzerlegung 161, 497 

Fakultät 161, 322, 408, 
584 

fallend, monoton 180 

fallend, streng monoton 
425 


Fällen eines Lotes 218 

Faltings, G. 166 

Faltung 673 

Färbungen 162 

Faß 451, 668 

Faßkreisbogen 345 

Faßregel, Keplersche 449 

Faßregeln 668 

Fehler 163, 431, 548, 571, 
609 
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Fehlerrechnung 163 
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Femto 401 

Fermat-Euler, Satz von 
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Fermat-Gleichung 165 

Fermat-Kurve 165 

Fermat, P. de 164 f., 320, 
500, 544, 670, 682 

Fermat, Satz von 164, 544 

Fermatsche Primzahl 500, 
682 

Fermatsche Vermutung 
108, 165, 682 

Fermat-Zahlen 682 

Feuerbach, K. W. 115 

Feuerbachscher Kreis 115 

Fibonacci 166 

Fibonacci-Zahlen 145, 
166, 179, 241, 538 

Figur 23 f., 91, 260, 302, 
502 f., 591. 

Figur, Flächeninhalt 518 ° 

figurierte Zahlen 488 

finite Kardinalzahl 229 

Fisher, R. A. 662 

Fisher, Test von 662 

Fixebene 167 

Fixgerade 167, 298 

Fixkreis 298 

Fixpunkt 167, 182, 214, 
278, 298 

Fixpunktebene 167 

fixpunktfreie 
Permutation 540 

Fixpunktgerade 167, 208 

Fixpunktsatz, 
Banachscher 168 

Fixvektor 398 

Fläche 168, 195, 199, 354, 
425 

Flächendiagonale 97 

Flächendichte 557 

Flächeninhalt 169, 400, 
428 

Flächeninhalt der Ellipse 
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Flächeninhalt der 
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Flächeninhalt einer 
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Flächeninhalt eines 
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Flächeninhalt eines 
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mäßigen n-Ecks 487 
Flächeninhalt 
gekrümmter Flächen 
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Flächeninhalt, 
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Flächeninhaltsformeln 
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Flächenmaß 402 
Flächennormale 206, 438 
Fläche, Normale 441 
Flächenornament 91, 462, 
592 
Flächenstück 168, 558 


flächentreu 172 

Flächentreue 405 

Flächenverwandlung 172 

Flächen zweiter Ordnung 
174, 260, 480 
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stellung 468, 596 

Fluchtgerade 505 

Fluchtpunkt 504 

Fluß 647 

Flußdiagramm 177, 178, 
587, 588 

Folge 179, 377, 426, 436, 
577, 651 

Folge, arithmetische 39, 
54, 181, 216, 489, 538 

Folge der Fibonacci- 
Zahlen 179, 241, 538 

Folge, geometrische 181, 
216, 522, 538 

Folgeglied 179 

Folge, harmonische 255 

Folge, Konvergenz 421 

Folge, monoton fallende 
426 
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wachsende 426 

Folgen, asymptotisches 
Verhalten von 437 

Folgen, Hauptsatz über 
monotone 263, 335 

Folgenmodell 653 

Folge, rekursive 167, 182, 
537 


Folge, steigende 426 

Folge von Zufallszahlen 
696 

Folium cartesii 307 

foot 402 

formale Logik 182, 436 

formale Struktur 404 

formalisierte Sprache 502 

Formel 187 

Formel, Cardanische 354 

Formel, Eulersche 153, 
326 

Formel, Heronsche 265 

Formel, Leibnizsche 269 

Formel, Moivresche 426 

Formeln, binomische 67 

Formeln, Mollweidesche 
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Formeln von de Morgan 
184, 187 

Formeln von Vieta 517 

Formel, Shannonsche 281 

Formel, Stirlingsche 161, 
181, 196, 248, 584 

Formel, Taylorsche 600 

Formel von Bayes 56 

Formel von der totalen 
Wahrscheinlichkeit 55 

Formel von Leibniz 15 

Formel, Wallissche 181, 
638, 673 

Formvariable 320, 334, 
383, 642 
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Fourierentwicklung 187, 
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Fourier, J.B.J. 187, 370 


Fourier-Koeffizienten 188 
Fourier-Reihe 187 ff. 
Fourier-Transformation 
370 
Fraktal 192 
fraktale Geometrie 190 
freier Vektor 464 
freie Variable 642 
Fresnel, A.J. 191 
Fresnelsche Integrale 193 
Fundamentalfolge 78, 653 
Fundamentalgrößen, 
Gaußsche 199, 203 
Fundamentalsatz 262 
Fundamentalsatz der 
Algebra 28 
Fundamentalsatz der 
Funktionentheorie 33 
Fundamentalsystem 
380ff., 625 
Fünfeck 170, 241, 488 
Fünfeckszahlen 488 
Fünffarbensatz 162 
Fünfstern 240 
Funktion 193, 426, 494, 
537f., 572, 617, 630 
Funktion, affıne 23, 194, 


383 

Funktional 383, 643f. 

Funktion, algebraische 
27, 194 

Funktionalmatrix, 
Jacobische 106, 340 

Funktionalmodell 653 

Funktion, analytische 32, 
542, 601 

Funktion, asymptotisches 
Verhalten 363, 437 

Funktion, Boolesche 550, 
552 

Funktion, differenzierbare 
340, 631 

Funktion, elementare 12, 
132, 582, 700 

Funktionen, Addition 628 

Funktionen, Besselsche 
699 


Funktionenfolge 195, 335 
Funktionen, 
goniometrische 624 
Funktionen, Hankelsche 
700 
Funktionen, Hauptsatz 
über implizite 263 
Funktionen mehrerer 
Variabler 196, 473, 601 
Funktionen, 
Neumannsche 700 
Funktionenraum 651 
Funktionen, rekursive 
538, 628 
Funktionen, Strukturan- 
sätze für stetige 580 
Funktionentafel 197 
Funktionentheorie 32, 
194, 197, 263, 328 
Funktionen, trigonome- 
trische 581, 620, 624, 
631 
Funktionen, 
Tschebyscheffsche 626 
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Funktionen, 
Überlagerung 629 
Funktionen, 
zyklometrische 41 
Funktion, erzeugende 145 
Funktion, Eulersche 165, 
544 
Funktion (Fixpunkt) 167 
Funktion, ganze 33, 419 
Funktion, ganzrationale 
33, 194, 320, 490, 522 
Funktion, 
ganztranszendente 33 
Funktion, Gaußsche 197 
Funktion, gebrochen- 
rationale 194, 522f. 
Funktion, Graph einer 592 
Funktion, Grenzwert 247 
Funktion, holomorphe 32 
Funktion, hyperbolische 
275 


Funktion, 
hypergeometrische 277 
Funktion, identische 11, 
132, 550 
Funktion, implizite 27 
Funktion, Integral 448 
Funktion, inverse 630 
Funktion, komplexe 193, 
331, 373, 418 
Funktion, konkave 336 
Funktion, konstante 11, 
132, 194, 334, 616 
Funktion, konvexe 336 
Funktion, lineare 23, 194, 
383, 490 
Funktion, mehrdeutige 
394 


Funktion, meromorphe 
197, 418 
Funktion, Monotonie 
426f. 
Funktion, Niveaufläche 
646 
Funktion, periodische 475 
Funktion, quadratische 
11, 159, 194, 490 
Funktion, rationale 44, 
419, 471, 484, 581, 600 
Funktion, reelle 193, 483 
Funktion, registerbe- 
rechenbare 530 
Funktion, reguläre 32 
Funktion, regulierte 529 
Funktionsdiagramm 98 
Funktionsform der 
Geradengleichung 222 
Funktionsgraph 98, 194, 
242, 351, 360ff. 
Funktionsterm 194 
Funktionswert 194 
Funktion, Taylor-Reihe 
600 


Funktion, transzendente 
27, 495 

Funktion, 
turingberechenbare 628 

Funktion, umkehrbare 
630 
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g (Gramm) 401 

G (Giga) 401 

galaktisches System 43 

gallon 402 

Galton, F. 65 

Galtonsches Brett 65 
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358, 419, 589, 699 


ganzalgebraische Zahl 31, 


199, 301 
ganze Funktion 33, 419 
ganze Zahlen 199, 250, 
308, 431, 679 
ganzrational 200 
ganzrationale Funktion 
33, 194, 290, 490, 522 
Ganzteilfunktion 132, 
200, 572, 578, 616 
ganztranszendente 
Funktion 33 
Gärtnerkonstruktion 135 
Gauß-Algorithmus 134, 
385 
Gauß, C. F. 46, 102, 325, 
385, 403, 487, 671, 679, 
682 
Gauß-Funktion 199 
Gauß-Klammer 199, 616 
Gauß, Satz von 647 
Gaußsche Differential- 
gleichung 277 
Gaußsche Fundamental- 
größen 201, 203 
Gaußsche Funktion 195 
Gaußsche Glockenkurve 
442 
Gaußsche 
Klammerfunktion 199 
Gaußsche Krümmung 
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Gaußscher Algorithmus 
134, 385 
Gaußsche 
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Gaußsche Zahlenebene 
325, 331 
Gauß-Verteilung 442 
Gebiet 201, 263, 542 
Gebietsintegral 203, 452 
gebrochen-rational 199 
gebrochenrationale 
Funktion 522 
gebundener Vektor 464 
gebundene Variable 642 
Geburtstagsproblem 206 
Gegenereignis 142 
Gegenhypothese 608 
Gegenkathete 617 f. 
gegensinnig kongruente 
Figuren 230 
Gegenteil, 
kontradiktorisches 62 
Gegenvektor 527, 645 
Gegenzahl 26, 198, 326, 
526, 669 
Geheimcode 318 
Geiger, H. 478 
gemischte Strategie 570 


gemischte Zahl 76 
genau dann, wenn 408, 
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geodätische Linie 207 
Geodreieck 207, 527 
Geographie, mathe- 
matische 404, 567 
geographische Breite 404 
geographische 
Koordinaten 483 
geographische Länge 404 
geographische Meile 402 
geographischer Nordpol 
404 
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Geometrie 208, 221, 333, 
408, 463 
Geometrie, absolute 18 
Geometrie, analytische 
33, 208, 308, 336, 409, 
512 
Geometrie, darstellende 
86, 208, 503, 571 
Geometrie, ebene 52, 477 
Geometrie, elliptische 435 
Geometrie, endliche 207 
Geometrie, endliche 
projektive 506 
Geometrie, euklidische 49 
Geometrie, hyperbolische 


Geometrie, nicht- 
euklidische 52, 435, 567 
Geometrie, Poincaresche 
hyperbolische 436 
Geometrie, projektive 
122, 208, 507, 635 
Geometrie, räumliche 
207, 577 
Geometrie, 
Vektorrechnung 652 
geometrische 
Abbildungen 159, 331, 
209, 659 
geometrische Figur 591 
geometrische Folge 181, 
217, 522, 538 
geometrische Grundkon- 
struktionen 217, 467 
geometrische 
Konstruktion 334 
geometrische Quadratur 
171, 518 
geometrische Reihe 216, 
277, 533, 600 
geometrischer Körper 
341, 500 
geometrischer Ort 220, 
343, 345, 355 
geometrischer 
Schwerpunkt 557 f. 
geometrischer 
Vektorraum 650 
geometrisches Mittel 216, 
221, 422, 509 
geometrisches Wachstum 
216 


gemischtes Vektorprodukt geometrische Verteilung 
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geometrische 
Wahrscheinlichkeit 222 
geordnete Menge 418 
geordneter Körper 460 
geordnetes Paar 307, 409 
geordnete Stichprobe 321 
geozentrisches System 43 
Gerade 49, 128, 222, 
504 f., 512 
gerade Ecke 432 
Gerade, Eulersche 115 
gerade Funktion 188, 361 
Geradenbüschel 507 
Geradengleichung 223 ff. 
Geradenschar 140, 366 
Geradenspiegelung 208, 
297 


geradentreu 208 
Gerade, Pascalsche 475 
gerade Permutation 476 
gerade Pyramide 311 
gerader Kegel 311 
gerader Kreiskegel 176 
gerader Kreiszylinder 698 
gerader Zylinder 698 f. 
gerades Prisma 500 
gerichteter Graph 242 
gerundete Zahlen 164 
Geschlecht 202 
geschlossene Kurve 358 
geschlungene Zykloide 
697 


geschnitten 409 

Geschwindigkeitsvektor 
423, 470 

Gesetz, Bernoullisches 
627 


Gesetz der großen Zahlen 
227 
gestreckter Winkel 675 
gestreckte Zykloide 697 
geteilt durch 250, 408 
gewichtetes Mittel 423 
Gewinnfunktion 569 
Gewinnquoten, 
theoretische 236 
Gewinnumformung 231 
Gewinnwahrscheinlich- 
keit 235 
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Giga 401 

gill 402 

gleich 408 

Gleichheit 229 

Gleichheitszeichen 228 

gleichmächtig 230, 418 

gleichmäßig konvergent 
195, 335 

gleichmäßig stetig 578 
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gleichschenkliges 
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gleichschenkliges Dreieck 
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gleichseitiges Dreieck 113 
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Gleichung, 
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Gleichung, charakteri- 
stische 81, 382 
Gleichung, diophantische 
107, 165, 682 
Gleichungen, graphisches 
Lösen 245 
Gleichungen, 
Näherungsverfahren 
430 
Gleichungen, 
trigonometrische 626 
Gleichung, kubische 28, 
233, 245, 354, 355 
Gleichung, lineare 28, 383 
Gleichung, 
logarithmische 232, 389 
Gleichung, Lösung 430 
Gleichung, Pellsche 108 
Gleichung, Probe 501 
Gleichung, quadratische 
109, 161, 245, 350, 516 
Gleichungskoeffizienten 
230 
Gleichungssystem 233, 
261, 384 f., 472, 651 
Gleichungssystem 
lineares 85, 384, 412, 
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Gleichungssystem, 
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Gleichung, trigono- 
metische 232, 430 

Glockenkurve 437, 442 

Glücksspiele 234, 397, 670 

gnomonische Projektion 
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Goldbach, Chr. 500 
Goldbachsche Vermutung 
500 
Goldener Schnitt 240, 488 
Goldenes Rechteck 240 
Gon 241, 527, 676 
goniometrische 
Funktionen 624 
goniometrische 
Gleichungen 626 
Gosset, W. 589 
Grad 241, 408, 576, 675 
Grad einer Gleichung 27 
Grad einer Permutation 
242 


Grad eines Polynoms 242, 
460, 489 

Gradeinteilung (Winkel) 
576 


grad (Gradient) 646 

Gradient 365, 646 

Gradmaß 241 

Gramm 401 

Graph 194, 242, 351, 432 

Graph, achsen- 
symmetrischer 360 

Graphentheorie 242, 321 

graphische 
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graphische Integration Gruppenprüfung 253 häufigster Wert 574 Hintereinanderausfüh- 
245 Gruppentafel 252 Häufungspunkt 258, 377 rung 658 
graphische Lösung einer Gruppentheorie 407 Hauptachse 136, 272,312 Hintereinanderschaltung 
Gleichung 517, 626 Gruppe, zyklische 697 Hauptachsensystem 130 658 
graphische Lösung einer Gruppoid 253 Hauptachsentransforma- Hippokrates, Möndchen 
Ungleichung 640 Guldin, P. 254 tion 259, 340, 368 des 516 
graphische Multiplikation Guldinsche Regel 254 Hauptdiagonale einer Hippokrates 516 
587 Gütefunktion eines Tests Matrix 410 Histogramm 257, 265, 671 
graphisches Lösen von 612f. Hauptnenner 76 Höchstzahlverfahren, 
Gleichungen 245 Gütekurve 614 Hauptnormale 206 d’Hondtsches 656 
Gray-Code 317 Hauptnormalenvektor Hochzahl 492 
Green, G. 648 H 360 Hoene-Wronski, J.M. 380 
Green, Sätze von 648 h (Hekto) 401 Hauptsatz 262 Höhe eines Dreiecks 267 
Gregorianischer H 519 Hauptsatz der Algebra Höhe im Dreieck 113, 514 
Kalender 305 ha (Hektar) 169, 402 28,262 Höhenformeln (Dreieck) 
Gregory, J. 438 Hagenbach-Bischoff, E. Hauptsatz der 116 
Grenze 556, 591 657 Differential- und Höhenfußpunkt 113, 267 
Grenzfunktion 195, 335 Hagenbach-Bischoff- Integralrechnung 262, Höhenfußpunktdreieck 
Grenzkurve 248 Verfahren 657 288, 572 267 
Grenzwert 195f., 246, Haken, W. 162 Hauptsatz der Höhensatz 267, 309, 348 
375, 409, 472 Halbachse 136 elementaren Höhenschnittpunkt 113, 
Grenzwertbegriff, Halbebene 221, 254, 640 Zahlentheorie 597, 604 267 
verallgemeinerter 653 _Halbgerade 221, 254, 296, Hauptsatz der höhere Ableitungen 268 
Grenzwert, einseitiger 453 Funktionentheorie 263 höhere Programmier- 
132, 247 Halbgruppe 253, 544 Hauptsatz der sprachen 502 
Grenzwertformel, Halbieren einer Strecke Zahlentheorie 263, 301 Hohlmaß 402 
Poissonsche 249 217 Hauptsatz über implizite Hohlspiegel 298 
Grenzwertsätze für Halbieren eines Winkels Funktionen 263 Hölder, O. 269 
Folgen 180 1 Hauptsatz über Höldersche Ungleichung 
Grenzwertsätze für Halbmesser 343 Kurvenintegrale 365 269, 425 
Funktionen 248 halboffenes Intervall 296 Hauptsatz über monotone holomorphe Funktion 32 
Grenzwertsatz von Halbordnung 460 Folgen 181, 263, 335 Hom 377, 409, 651 
Moivre-Laplace 248 Halbparameter 466 Hauptscheitel 136, 272 homogene Differential- 
Grenzwertsatz von Halbraum 9, 254, 453 Hauptwert 327, 394 gleichung 104, 379, 382 
Poisson 249 halbreguläres Polyeder Hauptzweig des homogene Koordinaten 
Grenzwertsatz, Zentraler 48 Logarithmus 394 507f. 
443, 684 Halbwinkelsatz 622 charakteristische homogenes 
griechische Ziffern 680 Hamilton, W.R. 520, 679 Funktion 279 Gleichungssystem 384 
Gros 576 Hamilton-Weg 433 Codierungstheorie 317 Homogenitätstest 83 
Größe 249, 334, 401,509 Hamming-Abstand 317 Heaviside-Funktion 654 homomorph 269 
große Halbachse 136 Hamming, R. W. 317 Heaviside, O. 654 Homomorphismus 269 
Größe, infinitesimale 437 Hankel, H. 700 hebbare Definitionslücke Homöomorphismus 615 
Größenbereich 249 Hankelsche Funktionen 363, 524 Horizontalsystem 42 
Größenbeziehungen 577 700 hebbare Singularität 562 Horner-Schema 270, 582 
größer als 408, 638 Hardware 279 Heine-Borel-Axiom 666 Horner, W. G 270 
größer oder gleich 408 Hardy, G. 205 Heine-Borel, Satz von 263 Hospital, Regel von de L’ 
Großer Satz von Fermat Hardy-Weinberg-Gesetz Heine, H. E. 263 375 
165 205 f. Hektar 169, 402 HP-Verfahren 695 
Großkreis 206, 406, 567 Hare, Th. 658 Hekto 401 Hülle, abgeschlossene 9 
Großkreis der Kugel 355 Hare-Verfahren 658 heliozentrisches Sytem Hülle, konvexe 336 
Großkreisweg 406 harmonische Analyse 187° 43 Hülle, lineare 146 
größter gemeinsamer harmonische Folge 255 Hermite, Ch. 148, 263 Hüllkurve 139 
Teiler 146, 179, 249, harmonische Reihe 255, Hermitesche Polynome Hundert 493 
604, 681 533 263, 381 Hunderter 680 
größtes Element 73, 655 harmonischer Punkt 256 Heronsche Formel 116, Hurwitz, A. 146 
Grundfiguren 470 harmonisches Mittel.255, 265 Huygens Ch. 670, 682 
Grundkonstruktionen, 422, 509 Heronsches Verfahren Hyperbel 260, 272, 299, 
geometrische 216, 467  harmonisches 178, 265, 303 312, 469 
Grundmenge 184, 230, Punktequadrupel 661 Heron von Alexandria Hyperbelfunktionen 193, 
638 harmonische Teilung 112, 265 264, 275, 625 
Grundpunkt 294 255 Herzkurve 70 Hyperbelgitter 332 
Grundrechenarten 250, Hasse-Diagramm 461 Hesse, O.L. 127, 224, 265 Hyperbelgleichung 273 
526, 598 Hasse, H. 461 Hessesche Normalenform Hyperbelkosinus 275 
Grund- und Häufigkeit 256 127, 224, 265 Hyperbelkotangens 276 
Aufrißverfahren 87 Häufigkeit, absolute 478 Hessesche Normalform Hyperbelsinus 275 
Grundwert 510f. Häufigkeit, relative 99, 127, 225, 265 Hyperbeltangens 276 
Grundzahl 492 256, 478, 553, 633 Hexaeder 485, 486 Hyperbeltangenten, 
Gruppe 250, 411, 476, Häufigkeitsdichte 99, 257, Hilbert, D. 49, 651 Konstruktion 275 
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hyperbolische Geometrie 
435 

hyperbolischer Zylinder 
176 


hyperbolisches 
Kreisbüschel 367 
hyperbolisches 
Paraboloid 176, 441, 
529 
hyperbolisches 
Parallelenaxiom 435 
Hyperboloid 174, 529 
Hyperebene 384 
hypergeometrische Dif- 
ferentialgleichung 277 
hypergeometrische 
Funktion 277 
hypergeometrische Reihe 
277 


hypergeometrische 
Verteilung 277 

Hypotenuse 527, 617. 

Hypotenusenabschnitt 
267, 527 

Hypothese 278, 607, 
610 ff., 683 

Hypothesen, Testen von 
574, 607 

Hypozykloide 698 


Ibn Musa Al Chwarismi 
3] 

id 278, 550 

idempotent 73 

identische Abbildung 278, 
433 

identische Funktion 11, 
132, 550 

identische Gleichung 228 

identische Permutation 
697 

identische Ungleichung 
638 


Identität 228, 278 
Identitätsaxiom 419 
Ikosaeder 485 f., 668 
Ikosaederstern 485 
imaginär 324 
imaginäre Achse 272 
imaginäre Einheit 324, 
408 
imaginäre Ellipse 368 
imaginäre Zahl 324, 403 
Imaginärteil 325, 366 
Implementierung 329 
Implikation 183, 408 
implizieren 186 
implizite Funktion 27, 
263 
inch 402 
Index 179 
Indikator 279 
indirekter Beweis 62, 185 
indirekter Dreisatz 120 
Induktionsanfang 664 
Induktionsaxiom 48 
Induktionsbehauptung 
664 


Induktionsschritt 664 

Induktionsvoraussetzung 
664 

Induktion, vollständige 
14, 494, 538, 664 

inf 279 

Inf 280 

Infimum 258, 279, 377, 
556 

Infimumsaxiom 666 

infinitesimal 437 

infinitesimale Methode 
403 

Infinitesimalrechnung 
105 


Infixnotation 447 
Informatik 279, 328, 390, 
525 
Informationsentschlüssel- 
ung 319 
Informationsgehalt 280 
Informationsrate, 281 
Informationsstelle 318 
Informationstheorie 280 
Informationswert 280 
Ingenieurprojektion 87 
Inhalt 400 
Inhaltsfunktion 400 
inhomogene Differen- 
tialgleichung 379 
inhomogenes 
Gleichungssystem 384 
Injektion 8 
injektiv 8 
Inklusion 561 
inkommensurabel 324 
Inkreis 281, 487, 596 
Inkreismittelpunkt 114 
Inkreisradius 116 
Inkugel 282 
Innenwinkel 487 
innerer Punkt 282 
innerer Teilpunkt 255 
Inneres 200, 282, 342, 453 
inneres Maß 285 
inneres Produkt 564 
innere Verknüpfung 659 
instabiler Algorithmus 
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Integrabilitätsbedingung 
365 


Integral 104, 282, 342, 
409, 452 

Integrale, Fresnelsche 191 

Integralformel, 
Cauchysche 33 

Integralfunktion 288 

Integralgrenzwertsatz von 
Moivre-Laplace 248 

Integralkriterium (Reihe) 
536 


Integralrechnung 173, 
287, 359, 403, 423 f. 

Integralsatz, Cauchyscher 
33, 263 

Integral, unbestimmtes 
288, 289, 291, 572 

Integral, uneigentliches 
204, 542, 635 

Integrand, 
unbeschränkter 635 


Integration 363 
Integration, graphische 
245 


Integration, numerische 
Integration, partielle 289, 
393 


Integrationskonstante 104 
Integrationsweg 543 
integrierbar 133, 283 
integrierender Faktor 151 
Integritätsbereich 544 
Interpolation 195, 294 
Interpolationspolynom 


2 ’ 
Intervall 180, 200, 296, 
352, 427 
Intervalladdivität 288 
Intervallfolge 178, 248 
Intervallschachtelung 
297, 528, 532 
Intervallschachtelungs- 
axiom 72, 297, 666 
Intervalltopologie 615 
Invariante 208 
inverse Abbildung 9 
inverse Funktion 630 
inverse Matrix 411 
inverses Element 250, 
297, 341 
Inversion 297 
Inversion am Kreis 35, 
297, 327 
Inversionskreis 297 f. 
Inversionszentrum 297 
invertierbar 250 
invertierbare Matrix 411 
involutorisch 297 f. 
Inzidenzaxiome 49 
Inzidenzgeometrie 51, 301 
Inzidenzstruktur 299, 321 
irrational 301 
irrationale Zahl 148, 301, 
314, 528, 679 
irreflexive Relation 539 
Irrtumswahrscheinlich- 
keit 609 ff. 
ISBN 318 
isolierter Punkt 48 
isomorph 252, 269, 409 
Isomorphismus 269 f., 
377, 379 
isoperimetrische 
Ungleichung 302 
Iteration 302 
Iterationsfolge 303 
Iterationsformel 302 
Iterationsfunktion 303 
Iterationsverfahren 167, 
302, 571 


J 
) (imaginäre 
Einheit) 324 
Jacobi, C. G. J. 106, 340 
Jacobi-Matrix 340 
Jacobische Funktional- 
matrix 106, 340 
Jahr 305 
Jahreszinssatz 689 f. 
Jordan, C. 200 


Register 


Jordanscher Kurvensatz 
200 
Joukowsky-Profil 332 


K 

k (Kilo) 401 

Kalender 305 

K-Algebra 26 

kanonische Basis 53, 565 

kanonische Primfaktor- 
zerlegung 502, 561, 604 

Kante 432, 484 

Kapital 541 

Kardinalzahl 229, 418, 
679 


Kardinalzahlarithmetik 


Kardioide 70, 329 

Kartenkunde 567 

kartesische Koordinaten 
481 ff. 

kartesisches Blatt 44, 307 

kartesisches Koordinaten- 
system 337, 515 

kartesisches Produkt 185, 
307, 375, 409, 628 

Kartographie 405 

Katastrophentheorie 308 

Katheten 527 

Kathetensatz 169, 267, 
309, 513 

kaufmännische Logik 597 

kaufmännischer Diskont 
108, 566 

Kavalierprojektion 87 

Kegel 80, 310, 451, 667 

Kegeldurchmesser 124 

Kegelfläche 529 

Kegel (Raumwinkel) 72 

Kegelschnitt 311, 330, 
368, 480 

Kegelstumpf 311, 451, 668 

Kehrbruch 313 

Kehrfunktion 313, 544 

Kehrsatz 631 

Kehrwert 313, 544 

Kehrzahl 26, 313, 326 

Kenngröße 574 

Kennziffer 391 

Kepler, J. 403, 449 

Keplersche Faßregel 449 

Keplerscher Sternkörper 
485 

Kern 378 

Kern, offener 282, 453 

Kette 462 

Kettenbruch 167, 241, 
314, 682 

Kettenbruchentwicklung 
682 

Kettenlinie 315 

Kettenregel 15, 580 f. 

kg 401 f. 

kgV 316, 604, 655 

Kilo 401 

Kilogramm 401 f., 493 

Kilometer 369, 401 

Kilopond 401 

Kissoide 690 

klammerfreie Notation 
447 


Register 


Klammerfunktion, 
Gaußsche 199 
Klammern 315 
Klammerrechnung 25 
Klasse 256, 316, 473 
Klassenbreite 99 
Klasseneinteilung 37, 316 
Klassenzerlegung 316 
Klassierung 99, 316 
kleine Halbachse 136 
kleiner als 408, 638 
Kleinerrelation 461 
Klein, F. 208, 252, 435 
Kleinsches Modell 435 
Kleinsche Vierergruppe 
252 
kleinste obere Schranke 


kleinstes gemeinsames 
Vielfaches 316, 604, 
655, 681 

Klothoide 193 

km 369 

km? 169 

Knobelspiel 570 

v. Kochsche Kurve 190 

Kodierungstheorie 317 

Kodierungsverfahren 500 

K.oeffizient 26, 319, 383 

Koeffizientenmatrix 
384 ff. 

Koeffizientenvergleich 
319 

Kofunktion 619 

kollinear 320 

Kolmogoroff, A.N. 52, 671 

Kolmogoroffsche Axiome 
52 


Kombination 321 
Kombinatorik 129, 233, 
238, 320, 474 
kombinatorische 
Topologie 242 
Kommazahl 76, 97, 111 
kommensurabel 324 
Kommunalanleihe 34 
kommutativ 250, 324, 341 
kommutative Gruppe 
198, 250, 340 
kommutativer Körper 341 
kommutativer Ring 544 
Kommutativgesetz 25, 
324, 341, 645 
kompakt 263, 324 
komplanar 320 
Komplement 417 
komplementär 324, 655 
komplementäre Teiler 
603 
Komplementärmenge 417 
Komplementärteiler 74, 
603 
komplexe Analysis 32 
komplexe Exponential- 
funktion 153, 392, 625 
komplexe Funktion 192, 
287, 331, 373, 418 
komplexe Logarithmus- 
funktion 394 
komplexe Zahlen 324, 
408, 472, 519, 678, 679 


komplexe Zahlenebene 


Komplexitätstheorie 328 
Komponente 307, 627, 
646 
Komposition 658, 659 
Konchoide 329 
Konditionsproblem 330 
Konfidenzintervall 553 
Konfiguration 300 
konforme Abbildung 327, 
331, 383, 387 
kongruent 333, 408, 502 
kongruent modulo 543 
Kongruenz 50, 164, 333 
Kongruenzabbildung 208, 
213, 230, 333, 635 
Kongruenzgeometrie 208 
Kongruenzmethode 695 
Kongruenzrelation 543 
Kongruenzsätze für 
Dreiecke 333 
Königsberger Brücken- 
problem 432. 
konjugiert 333 
konjugiert (Durchmesser) 
124 


konjugiert (komplex) 326 

Konjunktion 184, 408, 
551 

konkav 336, 351 

Konoid 529 

Konstante 334, 407 

Konstante, Eulersche 182, 
196, 536 

konstante Funktion 11, 
334 

konstante Funktion 616 

Konstantsummenspiel 
569 

Konstruktion mit Zirkel 
und Lineal 334, 487 

Kontingenztafel 634, 662 

Kontinuum 334, 528 

Kontinuumshypothese 


kontradiktorisches 
Gegenteil 62 
kontrahierend 168 
Kontraposition 631 
Kontrollstelle 318 
konvergent 168, 182, 193, 
246, 258, 334 
konvergent nach 
Wahrscheinlichkeit 335 
Konvergenz 193 
Konvergenzbereich 495 
Konvergenz einer Folge 
180, 421 
Konvergenz einer 
Potenzreihe 495 
Konvergenz in 
Wahrscheinlichkeit 227 
Konvergenzkreis 495 
Konvergenzkriterium 
180, 335 
Konvergenzkriterium, 
Cauchysches 78, 534 
Konvergenzradius 495 
konvex 335f., 351 
konvexe Figur 302 


konvexer Körper 302 


konvexes Polyeder 456 


konvexes Polygon 487 
konvexes Viereck 660 
Konvolution, 


Vandermondesche 64 


konzentrisch 160, 346 


Koordinate 307, 336, 481, 


507 f., 627, 645 


Koordinatendarstellung 
649 


Koordinatenfunktion 196 


Koordinatensystem, 
affines 337 


Koordinatensysteme 336 


Koordinatensysteme, 
astronomische 42 


Koordinatentransforma- 


tion 338, 361 


Koordinatenursprung 368 
Koordinatenvektor 53, 
378 


Körper 341, 438, 451, 484, 
544 


Körper, algebraischer 
340, 522, 525 


Körper, angeordneter 35, 
341 


Körperberechnung 342 
Körper der komplexen 


Zahlen 324 


Körper, geometrischer 


341, 500 
Körper, konvexer 302 


Körper, platonischer 282, 
485 f. 


Körper, ringförmiger 616 


Korrelation 342, 481 


Korrelationskoeffizient 


342, 531 
korrespondierende 

Addition 510 
Kosekans 617 
Kosinus 617 


Kosinusfunktion 602, 624 
Kosinussatz 116, 515, 568, 


622 
Kotangens 617 


Kotangensfunktion 602, 
624 


Kotangenshyperbolicus 


(Taylorreihe) 603 
kotierte Projektion 90 
Kovarianz 343 


kp 401 
Kräfteparallelogramm 
644 


Kreis 240, 302, 312, 343, 
357 


Kreisabschnitt 345 


Kreis, Apollonischer 35 
Kreis, asymptotischer 45 


Kreisausschnitt 344 
Kreisbogen 344 
Kreisbüschel 367 
Kreisdiagramm 511 
Kreisdurchmesser 124 
Kreisevolente 150 
Kreis, Feuerbachscher 


115 
Kreisfläche 343 


710 


Kreis, Flächeninhalt 172 
Kreisfunktion 276, 624 
Kreis, Inversion 297 
Kreiskegel 310, 311, 465 
Kreiskegelstumpf 311 
Kreislinie 343 
Kreisornament 91, 462 
Kreis, Quadratur 171, 
334, 517, 518 
Kreisring 373 
Kreisscheibe 200, 435, 
615, 630 
Kreisteilung 500 
Kreisteilungspolynom 131 
Kreisverwandschaft 327 
Kreisviereck 559 
Kreiszahl 71, 315, 343, 
428, 584, 616, 636 
Kreiszylinder 176, 698 f. 
Kremer, G. 405 
Kreuzprodukt 307, 649 
Kreuzzeichen 429 
kritische Region 608 
Krümmung 351, 362 
Krümmunghalbkreis 352 
Krümmungskreis 352 
Krümmungsmittelpunkt 
352 
Krümmungsradius 352, 
390 


Kryptanalyse 319 
Kubikdezimeter 402 
Kubikmeter 402 
Kubikmillimeter 402 
Kubikwurzel 354 
Kubikzahl 354 
Kubikzentimeter 402 
kubische Gleichung 28, 
233, 245, 354 
kubische Resolvente 69 
kubische Spline-Funktion 
571 
Kugel 202, 233, 302, 355, 
451, 668 
Kugelabschnitt 355, 357 
Kugelausschnitt 356 
Kugel, Dandelinsche 313 
Kugelfläche 355, 452, 567 
Kugelgleichung 357 
Kugelkappe 355 
Kugelkeil 356 
Kugelkörper 355 
Kugel, n-dimensionale 
357 
Kugel, offene 453, 630 
Kugelschicht 356 
Kugelsegment 355 
Kugelzone 356 
Kugelzweieck 356 
Kummer, E. 165, 368 
Kummer-Polynome 368 
Kurve 263, 307, 329, 358, 
631 
Kurve, algebraische 29, 
0 


Kurvendiskussion 158, 
360 

Kurvenintegral 287, 363, 
647 


Kurvenlineal 570 
Kurvennormale 438 


711 


Kurvensatz, Jordanscher 
200 

Kurvenschar 366 

Kurven, Überlagerung: 
625 

Kurve zweiter Ordnung 
259, 312, 368 

Kürzen 76 

Kürzungsregel 253 

Kuspe 309 

KV (Kovarianz) 343 

K-Vektorraum 650 


L 
L 545 
Lagemaße, statistische 


Lageparameter 574 
Lagerhaltungsmodelle 
454 
Lagrange, J. L. 160, 252, 
295, 518, 600 
Lagrange, Satz von 252 
Lagrangesche Interpola- 
tionsformel 295 
Lagrangesche 
Multiplikatoren 160 
Lagrangesches Restglied 
600 


Laguerre, E. 368 
Laguerresche Polynome 
368, 381 
Lambert, J. H. 146, 537 
Lambert-Reihe 537 
Lambertsche erzeugende 
Funktion 146 
Landau, E. 46 
Landau-Symbole 46 
Landkarte 433 
Landmeile 402 
Länge 369 
Länge, geographische 404 
Längeneinheiten 369 f. 
Längenkreise 404 
Längenmaß 401 
Längentreue 405 
Laplace-Operator 648 
Laplace, P.S. de 248, 370, 
372, 454, 648, 671 
Laplacesche Differential- 
gleichung 648 
Laplace-Transformation 
370 
Laplace-Transformierte 


Laplace-Versuch 372, 414, 
641, 669 

lateinisches Quadrat 372 

Laurent-Entwicklung 373, 
542 

Laurent, P. A. 373 

Laurent-Reihe 373, 562 

ld 390, 393 

Lebensdauer 61, 154 

Lebenserwartung 61 

Lebesgue, H. 285 

Lebesgue-Integral 282, 
285 


Lebesgue-integrierbar 286 
Lebesgue-Maß 285, 286, 
400 


Lebesgue-meßbar 286 
Lebesgue-Stieltjes-Inte- 
gral 284 
leere Menge 260, 408, 416 
Leerstelle 25, 642 
Legendre, A.M. 46, 374 
Legendre-Polynome 374 
Legendresche Differen- 
tialgleichung 374 
Legendresche 
Kugelfunktion 374 
Lehmer, D.H. 695 
Lehrsatz, binomischer 68 
Lehrsatz, Moivrescher 
426 
Lehrsatz, multinomischer 
490 


Lehrsatz, polynomischer 
490 


Leibniz, Formel von 15 

Leibniz, G. W. 269, 320, 
403, 438, 525, 682 

Leibnizsche Formel 269 

Leibnizsche Reihe 534 

Leibnizsches Kriterium 
534, 537 

Leitgerade 466 

Leitkreis 136, 273 

Leitkreisdefinition 136, 
273 

Leitlinie 136, 273, 312, 
466 


Leitliniendefinition 136, 
273, 312, 465 

Lemma, Zornsches 462 

Lemniskate 220, 299, 359, 
374, 482 

Leonardo di Pisa 166 

lexikographische 
Anordnung 375 

lg 390, 393 

L’Hospital, G. F. A. de 
375 

L’Hospitalsche Regeln 
247, 375, 394 

Lichtjahr 402, 492 

Tim 377 

lim 377 

lim 409 

Limes 409 

Limes inferior 377, 409 

Limes superior 377, 409 

lim inf 377 

lim sup 377 

Lindelöf, E.L. 103 

Lindemann, F. 334, 518 

line 402 

linear abhängig 387 f. 

lineare Abbildung 342, 
377, 387, 481, 651 

lineare Algebra 379, 409, 
569, 650 

lineare Approximation 
36, 449 

lineare Differential- 
gleichung 31, 370, 379 

lineare Extrapolation 154 

lineare Exzentrizität 136, 
272 

lineare Funktion 23, 194, 
383, 490 


lineare Gleichung 28, 383 

lineare Hülle 146 

lineare Interpolation 195, 
294 


lineare 
Kongruenzmethode 
695 

lineare Mannigfaltigkeit 
385 


lineare Optimierung 159, 
379, 454, 569 

lineare Ordnungsrelation 
460 

linearer Code 318 

lineare Regression 531 

linearer Raum 650 

lineares Funktional 383 

lineares 
Gleichungssystem 85, 
222, 232, 379, 384, 412, 
521, 641 

lineares Programmieren 
459 

lineare Transformation 
327, 331, 387 

lineare Ungleichung 639 

Linearfaktor 28, 161, 271, 
471 


Linearform 383 
Linearkombination 53, 
146, 378, 387 
linear unabhängig 387, 
388, 631 
Linguistik, 
mathematische 407 
Linie, asymptotische 44 
Linie, Cassinische 220 
Linie, geodätische 206 
Liniendichte 557 
Linienelement 102 
Linksbogen 673 
linksdistributiv 109 
Linksdrehung 675 
linkseindeutig 539 
linksgekrümmt 351, 362 
Linkskurve 351, 362, 673 
linksseitige Ableitung 131 
linksseitiger Grenzwert 
132 


linksseitig stetig 577 

linkstotal 539 

linksvollständig 539 

Lipschitz-Bedingung 103, 
389 


Lipschitz-differenzierbare 
Funktion 389 

Lipschitz-Konstante 103, 
389 

Lipschitz, R.O. 103, 389 

Lipschitz-stetige Funktion 
389 


Lipschitz-Stetigkeit 582 

Listenwahl 656 

Liter 402 

Ljapunoff, A.M. 684 

In 13, 148, 291, 390, 393 

In (Potenzreihe) 496 

Lobatschewski, N. I. 207, 
436 

log 270, 390, 393 

Logarithmentafel 294, 391 


Register 


Logarithmieren 153 
logarithmische Ableitung 
17 


logarithmische Gleichung 
232, 389 
logarithmische Spirale 
359, 389, 482 
Logarithmus 153, 390 
Logarithmus dualis 390 
Logarithmusfunktion 13, 
17, 152, 301, 393 
Logarithmusfunktion 
(Taylorreihe) 602 
Logarithmus naturalis 11, 
152, 390, 393 
Logik, formale 183, 436 
logische Aquivalenz 183 
logisches Produkt 551 
logische Summe 551 
lokaler Grenzwertsatz 
von Moivre-Laplace 
248 
lokales Extremum 155 
Loop 242 
lösbar 230, 384 
Lösung 394, 430, 521, 638 
Lösungsmenge 47, 185, 
230, 394, 651 
Lösungsraum 651 
Lösungsverfahren, 
lineares 
Gleichungssystem 385 
Lot 217, 394 
lotrecht 394 
Loxodrome 406 
Ludolfsche Zahl 343 
Ludolf von Ceulen 343 
Lukasiewicz, J. 447 


M 
m (Meter) 369, 401 
m? 169 


m (Milli) 401 
u (Mikro) 401 
M 545 
M (Mega) 401 
Mächtigkeit 229, 418, 495 
Maclaurin, C. 601 
MacLaurin-Reihe 601 
MacLaurin, Satz von 601 
magische Quadrate 395 
Majorantenkriterium 535 
mal 250, 408 
Malnehmen 250, 429 
Malpunkt 526 
Mannigfaltigkeit, lineare 
385 f. 


Mantelfläche, Kegel 311 
Mantellinien 176 
Mantisse 391 
Markoff, A. A. 396 
Markoff-Kette 235, 396, 
585 
Markoff, Satz von 398 
Maschinensprache 502 
Maschinentafel 628 
Maß 285, 400 
Maßeinheit 401 
Maßfunktion 400 
Maßstab 400 
Maßsysteme 401 


Register 


Maßzahl 401 

Mathematik 402, 448 

mathematische 
Geographie 404, 567 

mathematische Linguistik 


mathematische Logik 183, 
408 


mathematischer Satz 549 

mathematische Zeichen 
407 ff. 

Matrix 93, 130, 133, 214, 
259, 378, 407, 410 ff. 

Matrix, 
doppelstochastische 585 

Matrix, quadratische 372, 
545, 571 

Matrixspiel 570 

Matrix, stochastische 396, 
585 

Matrizen 407 

Matrizenaddition 410 

Matrizenmultiplikation 
411 


Matrizenprodukt 411 

Matrizenschreibweise 261 

Maurerdreieck 515 

max 655 

maximales Element 462 

Maximalstelle 155 

Maximum 155 ff., 195, 
412, 424, 655 

Maximum-Aufgabe 459 

Maximum-Likelihood- 
Methode 412, 429 

Maximum-Metrik 420 

Maximumsaxiom 666 

Maximum-Test 696 

Median 519, 685 

Mega 401 

Megatonnen 493 

mehrdeutige Funktion 
394 


Mehrfachintegral 204 
mehrstufiger 
Zufallsversuch 413 
Meile 401. 
Menage-Zahlen 129 
Mendel, J. G. 204 
Menelaos 415 
a Satz von 415, 
6 


6 

Menge 187,408 f., 415, 
561 

Menge, endliche 229, 320, 
418 


Mengenalgebra 417 
Mengendiagramm 98, 416 
Mengenkörper 400 
Mengenlehre 418 
Mengenprodukt 307 
Mengenrabatt 521 
Menge, offene 453 
Menge, unendliche 229, 
418, 495, 637 
Menge (Zerlegung) 473 
Mercator 405 
Mercatorkarte 406 
Mercator-Projektion 405 
Mere, Chevalier de 670 
Meridian 404 


Meridiangrad 402 

Merkmal 443, 632, 
662,694 

Merkmalsausprägung 694 

meromorphe Funktion 
418 


Mersenne, M. 500, 682 

Mersennesche Primzahl 
500, 682 

Meßwerte 519 

Metamathematik 183 

Meter 369, 401, 406 

Methode der kleinsten 
Quadrate 46 

Methode der maximalen 
Mutmaßlichkeit 412 

Metrik 419. 

metrische 
Längeneinheiten 369 

metrischer Raum 419, 
615, 630 

Mikro 401 

Mikusinski, J. 653 

mile 402 

Militärprojektion 87 

Milli 401 

Milliarde 493 

Millimeter 369, 401, 493 

Million 493 

min 655 

Minimalfläche 421 

Minimalstelle 155 

Minimax-Theorem 570 

Minimum 155 ff., 195, 
655 

Minimum-Aufgabe 459 

minoische Ziffern 680 

Minorantenkriterium 535 

Minuend 250, 590 

minus 250, 408, 409, 669 

Minuszeichen 431, 590, 
669 

Minute 241, 408, 576, 675 

Mischkalkulation 421 

Mischungsrechnung 421 

Mittel, arithmetisches 39, 
41, 220, 422 f., 509 

Mittel, geometrisches 216, 
220, 422 f., 509 

Mittel, harmonisches 255, 
422 f., 509 

Mittellot 422 

Mittelparallele 219 

Mittelpunkt 136, 272, 281, 
343, 355 

mittelpunktsgleich 346 

Mittelpunktswinkel 345 

Mittel, quadratisches 423 

Mittelsenkrechte 113, 217, 
219, 422 

Mittelwert 143 422, 574 

Mittelwertgröße 589, 692 

Mittelwertsatz 16, 376, 
423 


Mittendreieck 114, 267 

mittlere Abweichung 685 

mittlere Informationsrate 
281 

mittlere Krümmung 354 

mittlere Lebensdauer 61, 
154 


mittlere Proportionale 
509 


mittlerer quadratischer 
Fehler 163 

Mittwochslotto 236 

mm 369 

mm? 169 

Möbius, A. F. 425 

Möbiusband 425 

mod 333, 543 

Modul 333 

mögliche Ausfälle 692 

Moivre, A. de 153, 248, 
426, 670 

Moivre, Formeln von de 
153 

Moivre-Laplace, 
Grenzwertsatz 248 

Moivresche Formel 426 

Moivrescher Lehrsatz 426 

Mollweide, K. 622 

Mollweidesche Formeln 
622 

Moment 426 

monatlicher 
Abzinsungsfaktor 522 

Monatsumsatz 422 

Monatszinssatz 690 

Möndchen des 
Hippokrates 516 

Monom 53 

monomorph 269 

Monomorphismus 377 

monoton 426 

monotone Folgen, Haupt- 
satz 263, 335, 426 

monoton fallend 180, 
426 f. 

Monotonieaxiom 666 

Monbotonie einer Folge 
426. 


Monotoniegesetz 34, 198, 
341, 427 

Monotoniesatz 425 

monoton wachsend 180, 
426 

Monte-Carlo-Methode 
427, 562 

Mordell, L.J. 165 

Mordellsche Vermutung 
165 

Morera, G. 33, 263 

Morera, Satz von 33, 263 

Morgan, Formeln von de 
184, 187 

Morphismus 269 

4 (Mü) 370 

Multinomialkoeffizient 
491 


Multinomialsatz 490 

Multinomialverteilung 
492 

multinomischer Lehrsatz 
490 

Multiplikand 250 

Multiplikation 198, 250, 
341, 429, 548 

Multiplikation komplexer 
Zahlen 325 

Multiplikation 
(Rechenstab) 526 


712 


Multiplikation, russische 

Multiplikationssatz 414, 
429 

Multiplikationszeichen 
408 


Multiplikation von 
Brüchen 74 

Multiplikator 151, 160, 
250 


multiplizieren 250, 429 
Münzwurf 57, 633, 641, 
691 


N 
n (Nano) 401 
IN 408, 431, 679 
Nachbargebiet 202 
Nachbereich 539 
Nachfolger 48 
Nachfolgerfunktion 538 
Nachricht 280 
Nachrichtensystem 280 
nachschüssige Rente 541 
Nadelimpuls 654 
Nadelproblem, 
Buffonsches 76 
Nadir 687 
Näherungsformel 431 
Näherungsverfahren 153, 
232, 245, 265, 434 
Näherungsverfahren zum 
Lösen von 
Gleichungen 430 
Näherungswert 163, 294, 
430 f., 449 
NAND 551 
Nano 401 
natürliche Zahlen 48, 229, 
431, 664, 679, 681 
nautisches Dreieck 43 
Navigation 567 
Nebenachse 136, 272 
Nebenbedingungen 159, 
454ff. 
Nebenscheitel 136, 272 
Nebenwinkel 676 
Nebenwinkelfeld 676 
n-Eck 97, 171, 476, 487, 
596, 631 
Negation 182, 186, 187 
408, 550 
negativ 431 
negativ orientiert 462 
Neilsche Parabel 432 
Neil, W. 432 
Nenner 75 
Netz 163, 244, 432 
Netzplanmodelle 454 
Neugrad 241, 676 
Neuman, J. von 569, 695 
Neumann, C. 700 
Neumannsche 
Funktionen 700 
Neuminute 241, 676 
Neunerprobe 520 
Neunerrest 520 
Neunpunktekreis 115 
Neusekunde 241, 676 
neutrales Element 250, 
279, 341, 433, 447 


713 


Newton, I. 295, 430, 434 
Newtonsche Inter- 
polationsformel 295 
Newtonsches Inter- 
polationspolynom 571 
Newtonsches Verfahren 
168, 178, 430, 434 
n-Fakultät 161, 408 
nicht 408 
nichterfüllbar 230 
nichteuklidische Geo- 
metrie 52, 207, 435, 567 
Nichtstandardanalysis 32, 
436, 653 
Nicod-Funktion 552 
Nicod, J. 552 
Niemeyer, H. 658 
Niemeyer-Hare-Verfah- 
ren 658 
Niemeyer-Verfahren 658 
Niveau 663 
Niveaufläche 646 
Nomogramm 98, 438 
Nomographie 438 
non 550 
Non-Standard-Analysis 
436 
NOR 552 
Nordpol 404 
Norm 409, 438 
Normale 438, 590 
Normalenform 127, 224 
Normalenform, 
Hessesche 127, 265 
Normalenvektor 225, 439, 
440 f., 646 
Normalform 28, 124, 
222 f., 439 
Normalform, Hessesche 
127, 265 
Normalparabel 140, 466, 
677 


normalverteilt 442 
Normalverteilung 100, 
442, 637, 684 
normiert 438, 445, 565 
Normierung 565, 572 
NOT 550 
Notation 447 
notwendiges Konvergenz- 
kriterium 335 
n-Tupel 307, 627 
Null 431, 433, 447, 679 
Nullelement 447, 544, 655 
Nullfolge 181 ff., 297 
Nullfunktion 389, 447 
Nullhypothese 608 
Nullmatrix 410 
Nullmeridian 404 
Nullpolynom 489 
Nullpunkt 681 
Nullstelle 262, 361, 434, 
448, 460, 696 
Nullstellenbestimmung 
168, 303, 434, 448 
Nullsummenspiel 569 
Nullteiler 544 
nullteilerfrei 544 
Nullvektor 388, 447, 645, 
650 


Nullwinkel 675 


numerierbar 20 
Numerieren 431 
Numerik 448 
numerische Exzentrizität 
135, 272, 312 
numerische Integration 


Numerus 392 


[0] 

obere Grenze 556, 591 

obere Schranke 59, 462, 
556 

Oberfläche 341, 450, 546 

Oberflächenintegral 452, 
647 


Oberklasse 529 
Obersumme 283 
oder 183, 408 
offen 9, 200, 452 
offene Kreisscheibe 615 
offener Anfang 529 
offenes Quadrat 615 
offene Teilmenge 263 
offene Überdeckung 263 
Offiziersproblem 373 
Oktaeder 485, 668 
Oktant 338 
Operation 407, 659 
Operational Research 453 
Operationscharakteristik 
eines Tests 612 
Operationsplan 177 
Operations-Research 453 
Operationssymbol 179 
Operator 454 
optimal 454 
Optimierung 159, 379, 
454, 569 
OR 551 
Ordinalzahl 418, 679 
Ordinate 337 
Ordnung 460 
Ordnung einer affinen 
Ebene 24 
Ordnung einer Ecke 432 
Ordnung eines 
Kettenbruchs 314 
Ordnung, magisches 
Quadrat 395 
Ordnungsdiagramm 73 
Ordnungsrelation 460 
Ordnungstypus 418 
Ordnungszahl 418 
orientiert 172, 462 
Orientierung 462 
Ornament 462, 592 
Ort, geometrischer 219 
Orthodrome 406 
orthogonal 463, 527 
Orthogonalbasis 565 
orthogonale Projektion 
463, 504 
orthogonale Trajektorie 
367 


orthogonale Vektoren 
563 ff. 
Orthogonalprojektion 502 
orthographische 
Projektion 405 
Orthonormalbasis 463 


Orthonormierungsverfah- 
ren, Schmidtsches 463 

Ortskurve 272, 464 f., 465 

Ortsvektor 464, 646 

Osterdatum, Berechnung 
305 


P 

1 (Kreiszahl) 71, 344, 401, 
408, 428, 636 

TI (Produktionszeichen) 
501 

Paar 307, 409, 627 

Paarmenge 307 

Papierformate 106 

Pappos, Satz von 464 

Parabel 261, 312, 353, 449, 


465 
Parabel, Flächeninhalt 172 
Parabel, Neilsche 432 
Parabel, Quadratur 518 
Parabelschablone 517 
Parabelschar 367 
parabolischer Zylinder 
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parabolisches 
Kreisbüschel 367 

Paraboloid 547, 597 

Paraboloid, elliptisches 
176 

Paraboloid, hyper- 
bolisches 17, 441, 529 

Paradoxon 221, 467 

Paradoxon, Bertrandsches 


Paradoxon, Petersburger 
144 
Paradoxon von Simpson 
6 


5 
parallel 408, 467, 527 
Parallelachsensekunde 
402 
Parallele 222 
Parallelenaxiom 23, 51, 
207, 435 f., 467 
Parallelenbüschel 507 
Parallelenschar 507 f. 
parallelentreu 214 
Parallelepiped 94, 501 
Parallelkreis 404 
Parallelogramm 94, 170, 
652, 660 
Parallelogrammgleichung 
4 


Parallelogrammidentität 
467 
Parallelogrammregel 467 
Parallelprojektion 86, 502 
Parallelstreckung 214 
Parallelverschiebung 210 
Parameter 126, 230, 412, 
466 
Parameterdarstellung 468 
Parameterdarstellung der 
Astroide 42 
Parameterdarstellung der 
ebenen Kurve 468 
Parameterdarstellung der 
Ellipse 139 
Parameterdarstellung der 
Raumkurve 468 
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Parameterdarstellung der 
Winkelhalbierenden 677 
Parameterdarstellung der 
Zykloide 697 f. 
Parameterdarstellung 
einer Fläche 168, 199, 
441, 468, 596 
Parameterdarstellung 
einer Geraden 468 
Parameterdarstellung 
einer Kugel 357 
Parameterdarstellung 
einer Kurve 358 
Parameterdarstellung 
einer Quadratrix 517 
Parameterdarstellung 
eines Ellipsoids 469 
Parameterdarstellung 
eines Körpers 450 
Parameterdarstellung 
eines Kreises 351 
Parameterdarstellung, 
kartesisches Blatt 307 
Parameterdarstellung, 
Kettenlinie 315 
Parameterdarstellung, 
Schleppkurve 554 
Parameterdarstellung, 
Torus 616 
Parameter, Häufig- 
keitsverteilung 574 
Parameter, 
Normalverteilung 444 
Parameter, 
Student-Verteilung 589 
Parkettierung 463, 470 
Parsec 402 
Partialbruchzerlegung 
471 
Partialsumme 533 
partiell differenzierbar 


196 
partielle Ableitung 409, 
472 


partielle Differential- 
gleichung 473 
partielle Integration 289, 


partikuläre Lösung 104, 
380 


Partition 316, 473, 584 
PASCAL 474, 502, 587 
Pascal, B. 63, 220, 320, 
329, 474 f., 525, 670 
Pascal, Satz von 475 
Pascalsche Gerade 475 
Pascalsche Schnecke 329 
Pascalsches Dreieck 63, 
320 


Pascal-Verteilung 220 
Passante 346, 560 
Peano, G. 48 
Peano-Kontinuum 190 
Peanosches 
Axiomensystem 48 
Peirce, C.S. 552 
Peirce-Funktion 552 
Peirce-Pfeil 552 
Pell, J. 108 
Pellsche Gleichung 108 
Pentagon 240 


Register 


Pentagonalzahlen 488 
Periode 475, 625 
Periode (Dezimal- 
bruchentwicklung) 96 
periodische Funktion 475 
Peripheriewinkel 345, 622 
Permutation 322, 475, 540 
Permutation, Grad 242 
Permutation, identische 
697 
Permutationsgruppe 476 
Permutation, zyklische 
697 


perspektive Abbildung 
506 


Perzent 510 
Peta 401 
Petersburger Paradoxon 


144 
Pfad 413 
Pfadregel 413 f., 430 
Pfandbrief 34 
Pfeilklasse 645 
Pferdelotto 235 
Pferderennen 322 
Pferdetoto 235 
Pferdewetten 235 
Phasenverschiebung 625 
Pi 343, 501 
Picard, E. 103 
Picard-Lindelöf, Satz von 
103 
Piko 401 
pint 402 
PL1 502 
planarer Graph 243 
Planimeter 172 
Planimetrie 207, 477 
Planungspolyeder 457 
Planungspolygon 455 
Planungsvieleck 455 ff. 
Platon 485 
platonische Körper 282, 
485f 


plättbarer Graph 243 
Platzhalter 25, 642 
plus 250, 408, 669 
Pluszeichen 431, 669 
Poincare, J. H. 436 
Poincaresche hyperbo- 
lische Geometrie 436 
Poisson, S. D. 249, 477, 
671 


Poisson-Prozeß 477 
Poissonsche 
Grenzwertformel 249 
Poisson-Verteilung 477 
Pokern 238 
Poker-Test 696 
Pol 479, 481, 483 
Polarachse 481 f. 
Polare 479 
Polarebene 357, 480 
Polarengleichung 480 
Polarhalbmesser 407 
Polarität 342, 481 
Polarkoordinaten 481 
Polarkoordinaten einer 
komplexen Zahl 325 
Polarkoordinaten 
(Kardioide) 329 


Polarkoordinaten 
(kartesisches Blatt) 307 

Polarkoordinaten 
(logarithmische 


Pol (Hyperbel) 275 

Pol (Kreis) 349 
polnische Notation 447 
Polstelle 483, 524 
Polyeder 242, 282, 484, 


Polyedersatz, Eulerscher 


Polygon 170, 281 487, 631 

Polygonalzahlen 488 

Polygon, Umfang 629 

Polygonzug 69 

Polygonzugdiagramm 67, 
671 f., 686 

Polynom 270 ff., 489, 651 


charakteristisches 81 
Polynomdivision 490, 522 
Polynome, Hermitsche 


Polynome, Laguerresche 


Polynome, Tscheby- 
scheffsche 381, 626 
Polynome von Legendre 

374 


Polynomfunktion 290, 


Polynomgleichung 27 
Polynomialkoeffizient 


Polynomialsatz 490 

Polynomialverteilung 491 

polynomischer Lehrsatz 
490 


Polynomring 250, 489 

Positionssystem 575 

positive ganze Zahlen 197 

positiver Umlaufsinn 631 

positiv orientiert 462 

Possion, Grenzwertsatz 
249 


Postfixnotation 447 
Postkarten-Normformat 


postnumerando 541 
Potential 365, 648 
Potenz 250, 492, 599 
Potenzfunktion 11, 192, 
269, 494, 582, 630 
Potenzlinie 350 
Potenzmenge 495, 655 
Potenzpunkt 351 
Potenzregel 250, 492 
Potenzreihe 277, 495, 537, 


Potenzreihenansatz 382 
Potenzsumme 58 


praenumerando 540 
Präfixnotation 447 


Primfaktoren (Tabelle) 
8 


Primfaktorzerlegung 161, 
249, 497, 604, 681 
primitive Einheitswurzel 


primitive 
Kongruenzwurzel 252 
primitive Periode 475 
primitive Restklasse 252 
primitiv-rekursiv 538 
Primteiler 497 
Primzahl 182, 496, 604, 
638, 681 
Primzahlen (Tabelle) 
498 f. 
Primzahlen, Teilbarkeit 
durch 520 
Primzahlkriterium 683 
Primzahlprogramm 588 
Prinzip, Cavalierisches 79 
Prinzip der Inklusion und 
Exklusion 561 
Prinzip der vollständigen 
Induktion 664 
Prisma 451, 500, 667, 698 
Probe 231, 501, 520 
Problem, Delisches 334 
Problem der 
Brachistochrone 643 f. 
Problem des 
Handelsreisenden 328 
Produkt 250, 429, 564, 649 
Produktfolge 637 
produktgleiche 
Größenpaare 120 
Produkt, kartesisches 307 
Produkt, logisches 551 
Produktmenge 307 
Produktregel 14, 289 
Produkt, unendliches 637 
Produkt, vektorielles 649 
Produkt (von 
Funktionen) 194 
Produktzeichen 408, 501 
Programm 475, 502, 530 
programmierbarer 
Taschenrechner 599 
Programmieren 279, 459 
Programmiersprache 502 
Projektion 86, 502 
Projektion einer Geraden 
504 
Projektionen eines 
Würfels 503 
Projektion, gnomonische 
405 


Projektion, kotierte 90 
Projektion, orthogonale 
463, 504 
Projektion, 
orthographische 405 
Projektion, 
schiefwinklige 502 
Projektionsstrahlen 502 
Projektion, stereographi- 
sche 328, 405, 576 
Projektionszentrum 86 
projektiv-abgeschlossen 


projektive Abbildung 504 
projektive Ebene 506 
projektive Geometrie 507 
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projektive Gerade 504 
Promille 408, 511 
Proportion 509, 656 
proportional 509 
Proportionale 509 f. 
Proportionalitätsfaktor 


Proportionalwahl 656 
Proporz 656 
Prozent 408, 510 
Prozentrechnung 510 
Prozentsatz 510 
Prozentwert 510 
Prozesse, stochastische 
585 
Prozesse, zufällige 585 
Pseudoprimzahl 512 
Pseudo-Zufallsziffer 694 
Ptolemäus 403, 559 
Ptolemäus, Satz von 559 
Punkt 49, 260, 383, 512 
Punkt, äußerer 47 
Punkt, Brianchonscher 74 
Punktfolge 178 
punktierte Kreisscheibe 
374 


Punkt, innerer 282 
Punkt, isolierter 48 
Punktmenge, konvexe 


5 
Punktrechnung 25, 315 
Punkt-Richtungs-Form 
126 
Punktspiegelung 209, 297 
Punkt-Steigungs-Form 222 
punktsymmetrisch 91, 
209, 361, 591. 
punktweise konvergent 


Pyramide 158, 310 f., 451, 
567, 667 
Pyramidenstumpf 668 
Pythagoras 403, 512, 681 
Pythagoras, Satz von 512, 
563, 587, 618, 646 
pythagoreisches 
Zahlentripel 516, 108 


Qa 

Q 408, 524, 679 

qdm 169 

qkm 169 

qm 169 

Quader 451, 501, 699 

Quader (Diagonale) 98 

Quader (Raumdiagonale) 
514 

Quader (Volumen) 667 

Quadrant 337 

Quadrat 240, 516, 660 

Quadratdezimeter 169, 


Quadrat (Diagonale) 97 

Quadrate, magische 395 

Quadratgitter 332, 338 

quadratische Appro- 
ximation 36, 449 

quadratische Ergänzung 
159, 517 

quadratische Funktion 11, 
159, 194, 490 
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quadratische Gleichung 
28, 109, 161, 245, 350, 
516 

quadratische Matrix 372, 
410, 545, 571 

quadratische Pyramide 
282, 310 

quadratisches Mittel 423 

quadratische Ungleichung 
554, 639 

Quadratkilometer 169, 
402 


Quadrat, lateinisches 372 
Quadratmeter 169, 402 
Quadratmilimeter 169 
Quadratmittenmethode 
695 
Quadrat, offenes 615 
Quadratrix 517 
Quadratur 171, 518 
Quadratur des Kreises 
171, 334, 517. 
Quadratwurzel 265, 303, 
408, 677 
Quadratzahl 354, 488, 518 
Quadratzentimeter 169, 
402 


Quadrieren 231 

Quadrik 174 
Quadrilliarde 493 
Quadrillion 493 
Quadrupel 307, 627, 628 
Quantil 519 

Quantoren 187 

quart 402 

Quartil 519 
Quaternionen 519 
Quaternionengruppe 519 
Quaternionenkörper 519 
quellenfreies Vektorfeld 


Quersumme 520 
Quersummenregel 501, 


Quintilliarde 493 

Quintillion 493 

Quintupel 307, 627 

Quotient 110, 250 

quotientengleich 120 

Quotientenkörper 525, 
545 


Quotientenkriterium 535 
Quotientenregel 15 


R 

IR 408, 679 

Rabatt 521 

RAD 72 

rad 71 

Radiant 71 

Radikal 28 
Radikand 354, 677 
Radius 217, 343, 355 
Radlinie 697 

Rand 48 
Randmaximum 155 
Randminimum 155 
Randpunkt 48 
Randsumme 662 
Randverteilung 634 
Randwertaufgabe 521 


Randwertproblem 521 
Rang 378, 521 
Rangnummerntest 684 
Ratenzahlung 522 
rationale Funktionen 290, 
471, 522, 581, 600 
rationale Zahlen 524 
Raum 338 
Raumdiagonale 98, 514 
Rauminhalt 400, 666 
Raum, 
Koordinatensystem 337 
Raumkurve 354, 359, 421, 
647. 
räumliche analytische 
Geometrie 33 
räumliche Geometrie 207 
räumliche 
Polarkoordinaten 482 
räumliches kartesisches 
Koordinatensystem 700 
Raum, linearer 650 
Raummaß 402 
Raum, metrischer 419 
Raum, normierter 651 
Raum, topologischer 615 
Raum, unitärer 651 
Raumwinkel 72 
Raute 92, 219, 527, 660 
Realteil 325, 366 
Rechenanlage, digitale 
525 
Rechenart 250 
Rechenaufgabe, Probe 
501 


Rechenmaschinen 525, 
628 

Rechenschieber 525 

Rechenstab 122, 438, 525, 
629 

Rechensteine 7 

Rechenverfahren 177 

Rechenzeichen 250, 526 

Rechenzeit 329 

rechnen 250 

Rechnen mit Klammern 
598 


Rechnen mit Potenzen 
492 
Rechnen mit Wurzeln 


Rechner 599 
Rechteck 9, 169, 453, 514, 
631, 660 
Rechteck, Goldenes 240 
Rechtecksregel 448 
rechter Winkel 527 
Rechtsbogen 673 
rechtsdistributiv 110 
Rechtsdrehung 675 
rechtseindeutig 539 
rechtsgekrümmt 351, 362 
Rechtskurve 351, 362, 673 
rechtsseitige Ableitung 
131 


rechtsseitiger Grenzwert 
132 


rechtsseitig stetig 577 
Rechtssystem 649 
rechtstotal 539 
rechtsvollständig 539 


Rechtwinkelprojektion 
502 


rechtwinklig 422, 463, 
527,575 

rechtwinkliges Dreieck 
112, 267, 527, 614, 618, 
678 

Rechtwinkligkeit 527 

Redundanz 281 

reell 324 

reelle Achse 272 

reelle Analysis 32 

reelle Funktion 193,483, 
229 

reelle Zahlen 528 

reelle Zahlen, 
Vollständigkeit 665 

reflexiv 37, 460, 539 

Regeldetri 120 

Regelfläche 529 

Regelfunktion 529, 617 

Regel, Guldinsche 254 

Regel, L’Hospitalsche 375 

regelmäßiges Fünfeck 
241, 488 

regelmäßiges n-Eck 631 

regelmäßiges Polyeder 
282, 484, 668 

regelmäßiges Polygon 487 

Regeln, de Morgansche 
188 


Regeln, Mendelsche 204 
Regel von Sarrus 93 
Region, kritische 608 
registerberechenbar 530 
Registermaschine 530 
Regression 530 
Regressionsgerade 531 
Regressionskoeffizient 


531 
Regula falsi 430, 531 
regulär 253 
reguläre Färbung 162 
reguläre Funktion 32 
reguläre Markoffkette 
398 


reguläre Matrix 410 
reguläres Polyeder 484 
reguläres Polygon 487 
regulierte Funktion 529 
Reihe 180, 335, 373, 495, 
532 
Reihe, binomische 68 
Reihe, geometrische 216, 
277, 533, 600 
Reihe, harmonische 255 
Reihe, Leibnizsche 534 
Reihendarstellung 537 
Reihe, trigonometrische 


reine Mathematik 404 
reines Glücksspiel 233 
reine Strategie 569 
reinperiodische 
Dezimalbruch- 
entwicklung 96 
Rektaszensionssystem 42 
rektifizierbar 69 
Rekursion 474, 537, 585 
Rekursionsformel 168, 
434 


Register 


Rekursionsformel für die 
Legendre-Polynome 
374 


Rekursionsformel, 
Hermitesche Polynome 
264 

Rekursionsformel, 
Laguerresche 
Polynome 369 

Rekursionsformeln für 
die Tschebyscheffschen 
Funktionen 627 

Rekursionsformeln für 
unbestimmte Integrale 
293 

Rekursionstheorie 539 

Rekursionsvorschrift 179 

rekursive Folge 537 

rekursive Funktionen 538 

Relation 460, 539 

Relationsdiagramm 98 

relative Entropie 281 

relative Häufigkeit 99, 
256, 478, 553, 633 

relative Redundanz 281 

relativer Fehler 163, 164, 
584 

relatives Extremum 155, 
195 

relativ prim 249 

Rencontre-Zahlen 540 

Rennquintett 235 

Rente 540 f. 

Rentenanleihe 34 

Rentenformel 541 

Rentenrechnung 540 

REPEAT-Schleife 588 

Repräsentant eines 
Vektors 645 

Residuensatz 542 

Residuum 374, 542 

Resolvente, kubische 69 

restegleich 543 

Restglied 600 

Restklassen 543 

Restklassenkörper 318, 

5 


44 
Restklassenring 543 f. 
Restwert 17 
Restzahlung 522 
reziprok 313, 544 
Reziprokfunktion 313, 

544 


Reziprokwert 544 
Rhombus 660 
Riccati, J. F. 104 
Riccatische Differential- 
gleichung 104 
Richtungsableitung 647 
Richtungsfeld 102 
Richtungssinn 462 
Richtungsvektoren 126 
Riemann, B. 33, 282, 328, 
333, 537 
Riemann-Integral 282 
Riemann-integrierbar 283 
Riemannsche Summe 284 
Riemannsche 
Zahlenkugel 328 
Riemannsche 
Zetafunktion 537 


Register 


Riemann-Stieltjes- 
Integral 284 

Ring 437, 489, 543, 544, 
605 


Ring, Boolescher 73 
ringförmiger Körper 616 
Risiko 609 

Rolle, Satz von 424 
Rollkurve 697 

römische Zahlen 545, 680 
Rotation 647 
Rotationsellipsoid 175 
rotationsfreies Vektorfeld 


Rotationshyperboloid 
175, 262 
Rotationskörper 546 
Rotationskörper, 
Oberfläche 254, 450 
Rotationskörper, 
Volumen 254 
Rotationsparaboloid 176 
rotationssymmetrische 
Figur 591 
Rotationszylinder 698 
Roulette 57, 233, 414, 479, 
611 
Rückfangmethode 413, 
429 


Rückwiärtseinschneiden 
623 

Runden 547, 599, 629 

Rundungsfehler 387 

Run-Test 696 

Russell, B. 418 

Russellsche Antinomie 
418 

russische Multiplikation 
548, 576 

Rutherford, E. 478 

R-Vektorraum 650 


Ss 

s 401f. 

Sarrus, P. F. 93 

Sarrus, Regel von 93 

Sattelfläche 176, 441, 549 

Sattelpunkt 156, 363, 549, 
674 

Saturnsiegel 395 

Satz 407, 549 

Satz des Apollonios 36 

Satz des Thales 346, 594, 
614 

Satz über den 
Höhenschnittpunkt 267 

Satz über monotone 
Funktionen 427 

Satz, verbands- 
theoretischer 656 

Satz vom 
Peripheriewinkel 622 

Satz vom Umfangswinkel 
345, 614 

Satz von 
Bolzano-Weierstraß 72, 
258 


Satz von Brianchon 74, 
475 

Satz von Cayley 476 

Satz von Ceva 606 


Satz von Desargues 92, 
507f. 


Satz von Euler 433 
Satz von Euler-Fermat 
544 


Satz von Fermat 164, 544 

Satz von Fermat-Euler 
165 

Satz von Gauß 647 

Satz von Green 


Satz von Heine-Borel 263 


Satz von Lagrange 252 
Satz von MacLaurin 601 
Satz von Markoff 398 
Satz von Menelaos 415, 
606 
Satz von Morera 33, 263 
Satz von Pappos 464 
Satz von Pappos-Pascal 
465 
Satz von Pascal 465, 475 
Satz von Picard-Lindelöf 
103 
Satz von Ptolemäus 559 
Satz von Pythagoras 471, 
512, 563, 587, 618, 631, 
646 
Satz von Rolle 424 
Satz von Schwarz 473 
Satz von Stokes 647 
Satz von Taylor 600 
Satz von Varignon 652 
Schaltalgebra 550 
Schaltfunktion 550 
Schaltjahr 305 
Schaltsymbol 550 ff. 
Schaltung, binäre 550 
Schargleichung 366 
Scharparameter 366 
Schar von Kreisen 366 
Schätzen von 
Wahrschein- 
lichkeiten 552, 574 
Schätzfunktion 554 
Schätzgröße 554 
Schatzgröße, erwartungs- 
treue 142, 554 
Schaubild 194, 242 
scheinbarer Fehler 163 
Scheitel 312, 406, 674 
Scheitelgleichung 138, 
274, 313, 466 
Scheitelpunkt 466 
Scheitelwinkel 676 
Scheitelwinkelfeld 676 
Schenkel 674 
Scherung 214, 513 
Schickard, W. 525 


schiefe Parallelprojektion 
86 


schiefe Pyramide 311 

schiefer Kegel 311 

schiefer Zylinder 698 f. 

schiefes Prisma 500 

Schiefkörper 341, 519 

schiefsymmetrische 
Matrix 410 


schiefwinklige Projektion 
502 


schiefwinkliges 


Koordinatensystem 337 


Schleppkurve 554 
Schlinge 242 
Schlußrechnung 120 
Schluß von naufn+1 
664 
Schmidt, E. 463 
Schmidtsches Orthonor- 
mierungsverfahren 463 
Schmiegebene 360 
Schnecke, Pascalsche 329 
Schnitt, Dedekindscher 
529 
Schnitt, Goldener 239, 
488 
Schnittkurve 233 
Schnittmenge 359, 409, 
416, 655 
Schnittpunkt 434 
Schnittwinkel 555 
Schrägbild 86 
Schrägspiegelung 213, 661 
schrägsymmetrisches 
Viereck 661 
Schranke 59, 556, 591, 666 
Schrankensatz 425 
Schraubenfläche 169 
Schraubenlinie 359, 469 
schriftliche Addition 21 
schriftliche Division 
110f. 
schriftliche 
Multiplikation 429, 548 
a Subtraktion 
59 


schrittweise Annäherung 
303 


Schubspiegelung 211 
schwach stabiler 
Algorithmus 571 
Schwankung 556 
Schwartzsches Modell 653 
Schwarz, H. A. 79, 269, 
473 
Schwarz, Satz von 473 
Schwarzsche Un- 
gleichung 79, 269, 365 
Schwerebene 557 
Schwerlinie 557 
Schwerpunkt 556, 653 
Schwingungsdauer 625 
Schwingungsvorgänge 
625 


sec 402, 618 
Sechseck 170, 475 
Sectio aurea 239 
Seemeile 402 
Segment 345 
Sehne 343 
Sehnenformeln 116 
Sehnen-n-Eck 559 
Sehnensatz 347, 558 
Sehnensechseck 475, 
559f. 
Sehnentangentenwinkel 
34 


5 
Sehnenviereck 559, 631 
Seite 660 
Seitenflächen 484 
Seitenhalbierende 114 
Seitenmittenparallelo- 
gramm 652 
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Seitenrißverfahren 87 
sek 402 
Sekans 617 
Sekante 346, 560 
Sekantennäherungsver- 
fahren 531 
Sekantensatz 347, 558 
Sekantentangentensatz 
348 
Sektantenverfahren 305 
Sektor 344 
Sekunde 401 f. 
Sekunde (Winkel) 675 
selbstähnlich 191 
Selbstähnlichkeitsdimen- 
sion 192 
Sender 280 
senkrecht 422, 527 
Septillion 493 
Sequentialtest 560 
sequentiell 560 
Sexagesimalsystem 576 
Sextilliarde 493 
Sextillion 493 
sgn 669 
Shannon, C.E. 280 
Shannonsche Formel 
281 
Sheffer, H.M. 551 
Sheffer-Strich 551 
Sichel des Archimedes 
268 
sicheres Ereignis 141 
Sicherheitswahrschein- 
lichkeit 553, 609 
Sieb des Eratosthenes 
496, 682 
Siebenfarbensatz 162 
Sieben-Punkte-Geometrie 
506 
Siebformel 561 
SI-Einheiten 401 
Sierpinskischer 
Flickenteppich 190 
Sigma 591 
Sigma-Körper 400 
Signifikanztest 610 
Signifikanzwahrschein- 
lichkeit 683 f. 
Signumfunktion 669 
Sikorski, R. 653 
Simplex 243 
Simplexmethode 460 
Simpson, E.H. 49 
Simpson, T. 449 
Simpson-Regel 449 f. 
Simulation 427, 562, 694 
sin 12f., 291, 419, 475, 
618 f., 624. 
singuläre Matrix 410 
singuläres Ereignis 308 
Singularität 562 
sinh 13, 291 
Sinus 617 
Sinusfunktion 12, 132, 
268, 336, 581 
Sinusfunktion, 
Additionstheorem 621 
Sinusfunktion, 
Approximationspolyno- 
me 601 


tie 


Sinusfunktionen, 
Überlagerung 629 
Sinusfunktion, 
Taylorreihe 602 
Sinus hyperbolicus 275, 
602 
Sinuskurve 353 
Sinussatz 568, 621 
Sinustafel 295 
Skalar 525, 650 
skalare Multiplikation 
645, 660 
Skalarmultiplikation 650 
Skalarprodukt 562, 520 
Skalarproduktraum 651 
Skatspiel 280, 323 
Skonto 566 
sm 402 
S-Multiplikation 650 
Software 279 
Soroban 7 
Spaltenrang 521 
Spaltensumme 395 
Spaltenumformungen 
3 


13 
Spaltungsregel 204 
Spannvektoren 126, 441 
Spannweite 574 
Sparvertrag 541 
Spat 501, 566, 699 
Spatprodukt 566 
Spezies 250 
sphärisches Dreieck 568 
sphärische Trigonometrie 
208, 403, 567 
Spiegelachse 208 
Spiegelstauchung 213 
Spiegelstreckung 213 
spiegelsymmetrisch 209, 
591 


Spiegelung 91, 208 f., 214, 
230, 253 

Spiegelung am Kreis 297 

Spieler 569 

Spieltheorie 454, 569 

Spirale, archimedische 38 

Spirale, logarithmische 
389 


Spitzensteuersatz 583 
spitzer Winkel 675 
spitze Zykloide 697 
spitzwinkliges Dreieck 
112, 267 
Spline 570 
Sprunganweisung 530 
Sprungfunktion 654 
Spur 571 
Spurgerade 125, 571 
Spurpunkt 571 
Staatsanleihe 34 
Stabdiagramm 257, 671 
Stabilitätsproblem 571 
Stabkörper 525 
Staffelgestalt 385 
Stammbrüche 75, 679 
Stammfunktion 572 
Standardabweichung 572 
Standard-Analysis 436 
Standardbasis 53 
Standardisieren 572 
standardisiert 442, 692 


Standardnormalvertei- 
lung 442 
Standardskalarprodukt 
438, 565 
Statistik 409, 574 
statistische Erhebung 444, 
694 
statistische Hypothese 278 
statistische Lagemaße 574 
statistische 
Streuungsmaße 574 
Stauchung 213 
steigende Annuität 34 
steigende Folge 426 
steigende Funktion 426 
Steigung 574 
Steigungsdreieck 10 
Steigungswinkel 574 
Stellenwertsystem 575 
Sterbetafel 61 
stereographische 
Projektion 576 
Stereometrie 577 
Sternkörper 485 
stetig 196, 284, 577 
stetig differenzierbar 12 
stetige Funktion 696 
stetige Teilung 239 
stetige Verzinsung 690 
stetige Zufallsgröße 691 
Stetigkeit 577 
Stetigkeitskorrektur 67 
Steuerfunktion 582 
Steuungsmaß 642 
Stevin S. 679 
Stichprobe 584 
Stichprobenfunktion 554 
Stichprobenraum 584, 692 
Stichprobenvarianz 143, 
643 


Stieltjes-Integral 284 
Stieltjes, T.J. 284 
Stirling, J. 474, 584 
Stirlingsche Formel 584 
Stirling-Zahlen 584 
Stochastik 585, 637 
stochastisch 585 
stochastische Matrix 585 
stochastische Prozesse 585 
stochastische Strategie 570 
stochastische Variable 691 
stochastisch unabhängige 
Ereignisse 632 
stochastisch unabhängige 
Zufallsgrößen 634 
Stokes, G. G. 647 
Stokes, Satz von 647 
Stoppanweisung 530 
Straak 570 
Strahl 221 
Strahlensätze 586 
Strategie 569 f. 
strategisches Glücksspiel 


strategische Spiele 569 
Strecke 587 
Streckenverhältnis 586 
Strecke, Teilung einer 605 
Streckfaktor 212 
Streckspiegelung 213 
Streckung 212f. 


Streckzentrum 2122 
Streifendiagramm 511 


strenge Ordnungsrelation 
460 


streng monotone 
Funktion 631 

streng monoton fallend 
180, 425 ff. 


streng monoton wachsend 


180, 425 ff. 
Streuung 20, 642 
Streuungsmaß 572 
Streuungsmaße, 
statistische 574 
Streuungsparameter 574 
Streuungstest 82 
Strich 676 
Strichmaß 676 
Strichrechnung 25, 315 
Struktogramm 587 
Struktur, algebraische 30 
Struktur, topologische 
614 


Stschoty 7 
Student-Verteilung 589 
Stufenwinkel 676 
Stufenzahlen 575 
stumpfer Winkel 675 
stumpfwinkliges Dreieck 
112, 267 
Stunde 576 
Stützpunkte 295 
Stützstellen 294 
Stützvektor 126 
Stützwerte 295 
Suanpan 7 
Subnormale 5% 
Substitutionsregel 203, 
289 
Subtangente 590 
Subtrahend 250, 590 
Subtrahieren 198, 590 
Subtraktion 74, 250, 5% 
Subtraktionszeichen 408 
Südpol 404 
sukzessive 
Approximation 303 
Summand 21, 250 
Summe 21, 250 
Summe, logische 551 
Summenfolge 41, 179 
Summenformeln 620 
Summenfunktion, 
Gaußsche 446 
Summenregel 14 


Summenzeichen 408, 591 


Summe, Riemannsche 
284 


Summe (Funktionen) 194 
Summe von Winkeln 675 


sup 591 

Supremum 591 
Supremumsaxiom 666 
Surjektion 8 

surjektiv 8 

Symbole 502 
Symbolisierung 182 
Symmetrie 591 


Symmetrieachse 208, 591 


Symmetrieaxiom 419 
Symmetrieebene 592 
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Symmetrieeigenschaften 


Symmetriegruppe 90 

Symmetriepunkt 209 

Symmetriezentrum 591 

symmetrisch 37 

symmetrische Differenz 
409, 417 

symmetrische Figur 591 

symmetrische Gruppe 112 

symmetrische Matrix 410 

symmetrische Relation 
539 

systematischer Code 318 

Systembruchdarstellung 
593 

Systembruchentwicklung 
593 

Systeme von 
Differentialgleichun- 
gen 593 

Systemwette 235 ff. 

Systemzahlen 236 f. 


T 
T (Tera) 401 
Taktionsproblem 35 
taktische Konfiguration 
300 
tan 219, 419, 618, 624 
tan, Ableitung 13 
Tangens 222, 617 
Tangensfunktion 419, 624 
Tangensfunktion 
(Taylorreihe) 602 
Tangens hyperbolicus 
Tangenssatz 622 
Tangente 594 
Tangentenbedingung 138, 
274, 350, 467 
Tangenten-n-Eck 596 
Tangentenregel 449 
Tangentensatz 239, 348, 
559 


Tangentensechseck 282, 


Tangentenvektor 360, 
439, 482 

Tangentenverfahren 434, 
596 


Tangentialebene 596, 646 
Tangentialkegel 480 
tanh 13, 291 
Tankstellenproblem 686 
Taschenrechner 597 
Tausend 493, 680 
Tautologie 184 
Taximetrik 419. 
Taylor, B. 600 
Taylor-Entwicklung 387 
Taylor-Polynom 601 
Taylor-Reihe 600 
Taylorsche Formel 600 
Taylorscher Satz 600 
Taylorsches Restglied 600 
Teilbarkeit 520 
Teilbarkeitslehre 603 
Teilbarkeitsregeln 501, 
604 


Teilbarkeitsrelation 461, 604 
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Teilen 110, 250 

Teiler 249, 603 

Teilerdiagramm 98, 461 

teilerfremd 249 

Teiler, größter 
gemeinsamer 249 

Teiler, komplementärer 
324 


Teilermenge 603 
Teilersumme 604 
teilgültig 47, 230 
Teilkörper 641 
Teilmenge 200, 324, 416, 
473, 641 
Teilmenge, offene 263 
Teilnenner 314 
Teilpunkt 255 
Teilring 641 
Teilstruktur 641 
Teilüberdeckung 263 
Teilung einer Strecke 605 
Teilung, harmonische 255 
Teilung, stetige 239 
Teilverhältnis 605 f. 
teilverhältnistreu 214 
Tera 401 
Term 606 
Termumformung 606 
Test 82, 610 ff. 
Testen von Hypothesen 
607 
Test von Fisher 662 
Tetraeder 320, 486, 668 
Thaleskreis 169, 268, 
346 f., 594, 614 
Thales, Satz des 614 
Thales von Milet 614 
Thom, R. 308 
Tilgung 542 
Tilgungsanleihe 34 
Tilgungsdauer 542 
Tilgungssatz 542 
Tischrechner 447 
Topologie 242, 614, 630 
topologische Abbildung 
208, 615 
topologischer Raum 615 
topologische Struktur 614 
Torsion 360 
Torus 616 
total differenzierbar 196 
totales Differential 101 
Trajektorie 309, 367 
Traktrix 554 
transfinite Kardinalzahl 
229 
Transformation 259, 327, 


Transformation, lineare 
38 


Transformationsglei- 
chung 338, 339 
Transformationsmatrix 
259, 261 
transitiv 37, 460, 539 
Transitivgesetz 341 
Translation 210, 339 
transponierte Matrix 410 
Transportkosten 458 
Transposition 476 
transzendent 616 


Trapez 661 

Trapezregel 449 

Trefferwahrscheinlichkeit 
478, 635 

Trennung der Variablen 
103 


treppenförmiges 
Diagramm 671 

Treppenfunktion 616 

Triangulation 77 

Trichotomiegesetz 341, 
460 

Trichter 228 

Trigonometrie 617 


Trigonometrie, sphärische 


567 
trigonometrische 

Funktionen 153, 624 
trigonometrische 

Gleichungen 626 
trigonometrische Reihe 


Trilliarde 493 

Trillion 493 r 

Tripel 307, 627, 628 

Trisektion des Winkels 
334 

Trisektrix 518 

trivialer Unterraum 640 

Tschebyscheff-Hermite- 
Polynome 263 

Tschebyscheff, P.L. 263, 
626, 627, 671 

Tschebyscheffsche 
Funktionen 626 

Tschebyscheffsche 
Polynome 381, 626 

Tschebyscheffsche 
Ungleichung 227, 627 

Tupel 307, 627 

turingberechenbare 
Funktion 628 

Turing, A.M. 628 

Turing-Maschine 628 

t-Verteilung 589 


U 
überabzählbar 21 
Überdeckung 263 
Übergangsmatrix 235, 
„396 f., 585 
Übergangswahrschein- 
‚lichkeit 585 f. 
Überkreuzmultiplizieren 
231 


Überlagerung 194, 537, 
628 


Überlebendentafel 61 

Überschlagsrechnung 629 

überstumpfer Winkel 675 

Übertragungssystem 280 

Umfang 629 

Umfang der Ellipse 139 

Umfang eines Dreiecks 
116 

Umfang eines Kreises 
343 





Umfang eines n-Ecks 487 
Umfang eines Polygons 
629 


Umfangswinkel 345 


Umformungen, 
elementare 133, 521 

Umgebung 629 

Umgebungsfilter 615 

umgekehrter Dreisatz 120 

umgekehrt proportional 
509 


Umkehrabbildung 8 

Umkehraufgabe 501 

umkehrbar 194, 630. 

umkehrbar eindeutig 204 

Umkehrfunktion 16, 630, 
678 

Umkehrung eines Satzes 
631 


Umklappung 230 
Umkreis 631 
Umkreismittelpunkt 422 
Umkreisradius 116 
Umkugel 631 
Umlaufsinn 631 
Umlegung 214 
unabhängig 631, 642 
Unabhängigkeitstest 82 
Unabhängigkeit von 
Ereignissen 632 
Unabhängigkeit von 
Zufallsgrößen 633 
unbedingt konvergent 535 
Unbekannte 642 
unbeschränkter Integrand 
635 


Unbestimmte 384, 642 

unbestimmter Ausdruck 
375, 447 

unbestimmtes Integral 
183, 288 ff., 408 

uneigentlich 505, 507, 635 

uneigentliches Integral 
635 

unendlich 637 

unendlichdimensional 53, 
106 

unendliches Produkt 637 

unendliche Summe 591 

unerfüllbar 47, 230 

ungefähr gleich 408, 548 

ungerade Ecke 432 

ungerade Funktion 188, 
361 

ungerade Permutation 
476 


ungleich 408 
Ungleichheitszeichen 228 
Ungleichung 38, 638 
Ungleichung, 
Bernoullische 57, 664 
Ungleichung, 


Cauchy-Schwarzsche 79 


Ungleichung, graphische 
Lösung 640 

Ungleichung, Höldersche 
269, 425 

Ungleichung, 
isoperimetrische 302 

Ungleichung, 
quadratische 554, 639 

Ungleichung, Schwarz- 
sche 79, 269, 365 

Ungleichung, 
Tschebyscheffsche 627 
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Uniformitätsregel 204 
unikursales Netz 432 
unitärer Raum 651 
unkorreliert 342 
unlösbare Gleichung 230 
unmögliches Ereignis 141 
Untergruppe 252, 641 
ee 
5 


Unterklasse 529 
Unterkörper 341, 641 
Unternehmensforschung 
453 

Unterraum 640 
Unterring 641 
Unterstruktur 641 
Untersumme 283, 284 
unvereinbar 141 

Urbild 641 
Urbildbereich 641 
Urbildmenge 641 
Urkilogramm 402 
Urne 413, 586, 607, 632, 
641, 693 
Urnenmodell 641 
Ursprung 337, 681 








V 545 

Vandermonde, A.T. 64 

Vandermondesche 
Konvolution 64 

Variable 642 

Varianz 642 

Varianz der 
Binomialverteilung 66 

Varianz der 
Exponentialverteilung 
154 


Varianz der 
geometrischen 
Verteilung 221 

Variationen 321 

Variationsrechung 643 

Varignon, P. 652 

Varignon, Satz von 652 

Vektor 644 

Vektoraddition 645 

Vektoranalysis 646 

Vektor (Betrag) 60 

Vektoren, Addition 526 

Vektorfeld 647 f. 

vektorielles Produkt 649 

Vektorpotential 648 

Vektorprodukt 648 

Vektorraum 650 

Vektorraumaxiome 650 

Vektorraum, euklidischer 
564 f. 

Vektorraumhomomor- 
phismus 270, 377 

Vektorraum, normierter 
438 


Vektorrechnung in der 
Geometrie 652 
vektorwertig 193, 491 
Venuswurf 235 
verallgemeinerte 
Funktion 653 
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verallgemeinerter 
Ableitungsbegriff 653 
verallgemeinerter 
Grenzwertbegriff 653 
verallgemeinerter Satz 
des Pythagoras 515 
Verband 655 
Verband, Boolescher 72 
Verband, distributiver 73, 
655 
Verband, 
komplementärer 655 
Verbandsaxiome 656 
verbandstheoretischer 
Satz 656 
Verdichtungspunkt 258, 
377 


vereinigt 409 

Vereinigungsmenge 409, 
416, 655 

Vererbungslehre 204 

Verfahren, Heronsches 
265 

Verfahren, Newtonsches 
433 


Verformung 615 
Vergleichskriterium 535 
Verhalten, asymptotisches 
45, 196 
Verhältnis 509 
Verhältnisgleichung 656 
Verhältniswahl 656 
Verkettung 658 
Verknüpfung 659 
Verknüpfungsgebilde 30, 
660 


verknüpfungstreu 252, 
Verknüpfungszeichen 
Verkürzungsanweisung 
530 
Verlängerungsanweisung 


Verlustumformung 231 

vermehrter Grundwert 
511 

verminderter Grundwert 


Vermutung, Eulersche 
683 


Vermutung, Fermatsche 
108, 165, 682 

Vermutung, 
Goldbachsche 500 

Verneinung 183 

Verschiebung 210, 230, 
331, 339, 387 

Verschiebungsvektor 210, 
644 


Verschmelzungsgesetz 73 

Verschwindungsgerade 
505 

Verschwindungspunkt 
504 


Vertauschung 477 

Vertauschungsregel 25 

Verteilung der seltenen 
Ereignisse 478 

Verteilung, geometrische 
220 


hypergeometrische 277 
Verteilungsregel 25 
Vertrauensintervall 553 
Vertreter eines Vektors 


Vervielfachung 645, 650 
Verwerfungsbereich 608 
Verzinsung 690 
VEW-System 300 
Vieleck 170, 487 
Vieleckszahlen 488 
Vielfachenmenge 603 
Vielfachensummendar- 


Vielfaches 603 

Vielfaches, kleinstes 
gemeinsames 316 

Vielflächner 484 


Viereckszahlen 488 
Vierergruppe, Kleinsche 
252 


Vierfarbenproblem 162 
Vierfarbensatz 162 
Vierfarbenvermutung 162 
Vierfeldertafel 662 
Vierfeldertest 662 


Vierseit, vollständiges 661 

Vieta, F. 28, 679 

Vieta, Formeln von 517 

Vietasche Beziehung 28 

vollkommene Zahlen 681 

vollständige Induktion 
664 


vollständiger angeord- 
neter Körper 666 
vollständiger Graph 243 


Axiomensystem 48 
vollständiges Differential 


Horner-Schema 272 
vollständiges Viereck 661 
vollständiges Vierseit 661 
Vollständigkeit 528 
Vollständigkeit der 

reellen Zahlen 665 
Vollwinkel 576, 675 


Volumeneinheit 667 
Volumenformeln 667 f. 
vom Hundert 408 
vom Tausend 408 
Voraussetzung 550 
Vorbereich 539 
Vorperiode 96 
vorschüssige Rente 540 
Vorwärtseinschneiden 
22f. 


Vorzeichen 669 
Vorzeichenfunktion 669 
Vorzeichenregel 26 
Vorzeichenregeln 669 


waagerecht 527 
Wachstum 216 
Wahlkreis 657 


wahrer Fehler 163 
Wahrheit 403 

Wahrheitstafel 183 
Wahrheitswert 182 
Wahrscheinlichkeit 


669 
Wahrscheinlichkeit, 
bedingte 54, 409, 632 
Wahrscheinlichkeiten, 
Schätzen von 552, 574 
Wahrscheinlichkeit, 
geometrische 221 


Wahrscheinlichkeit 
(Paradoxon) 58 
Wahrscheinlichkeitsaus- 
sagen 574 
Wahrscheinlichkeitsbaum 
413 f. 
Wahrscheinlichkeitsbe- 
griff, klassischer 669 
Wahrscheinlichkeitsdich- 
te 100, 442, 673 
Wahrscheinlichkeitsfunk- 
tion 66, 266, 409, 442, 
671, 691 
Wahrscheinlichkeitsmaß 


Wahrscheinlichkeitspa- 
pier 444f. 

Wahrscheinlichkeitsraum 
372, 400 

Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 409, 670 

Wahrscheinlichkeitsre- 
chung, Axiome der 52 

Wahrscheinlichkeitstheo- 
rie 671 

Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung 671 

Wahrscheinlichkeit, totale 
55 

Wald, A. 560 

Waldscher Sequentialtest 
560 

Wallis, J. 673 

Wallissche Formel 673 

Wappen 691 

Warteschlangenmodelle 
454 

Wechselwegnahme 147 

Wechselwinkel 676 

Weg 432 

Weierstraß, K.T. 37, 72 

Weierstraßscher 
Approximationssatz 37 

Weinberg, W. 205 

Wendepunkt 673 

wenn ..., dann ... 183, 631 

Werfen einer Münze 633, 
691 

Wertebereich 62 

Wert einer Reihe 533 

Wertemenge 62, 409 

Wertetabelle 194 

Wert, häufigster 574 

Wertemenge 8 

wesentliche Singularität 
562 


Wettsystem 235 ff. 
WHILE-Schleife 587 
Widerspruch 418 
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widersprüchliche Aussage 
467 

Widerspruchsbeweis 62, 
301 


widerspruchsfrei 48 

Windrose des Kompasses 
676 

windschief 20, 226, 467 

Windung 360 

Winkel 674 

Winkel, Dreiteilung 334, 
518 


Winkelfeld 674 

Winkelfunktionen 617, 
618, 619, 624 

Winkelhalbierende 116, 
676 


Winkelkosinussatz 569 
Winkelmaß 527 
Winkelmesser 675 
Winkel, rechter 527 
Winkelsumme 660 
Winkelsummensatz 112 
winkeltreu 577 
Winkeltreue 405 
wohlgeordnet 461 
Wohlordnungsaxiom 461 
Wölbspiegel 298 
Wronski-Determinante 
380 f. 
Wronski, J. 380 
Würfel 322, 354, 372, 451, 


641, 668 
Würfel, Kantenmodell 
243 


Würfeln 57, 144, 308, 611, 
670f., 691 
Würfel, Projektionen 503 
Würfelspiel 235, 397, 670 
Würfelverdopplung 334 
Wurzel 677 
Wurzel der algebraischen 
Gleichung 28 
Wurzelfunktion 678 
Wurzelgleichung 231, 501 
Wurzel, Konstruktion 
268, 309 
Wurzelkriterium 535 
Wurzelschnecke 514 
Wurzelungleichung 639 
Wurzelziehen 231 


x 

X (röm. Zahl) 545 
x-Achse 337 
x-Koordinate 337 


Y 

y-Achse 337 

yard 402 
y-Koordinate 337 


zZ 

Z 408, 679 

Zahl 334, 691 

Zahl, algebraische 31 

Zählbrett 7 

Zählen 431 

Zahlenarten 679 

Zahlen, Bernoullische 58, 
602 
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Zahlendarstellung 680 

Zahlenebene, Gaußsche 
325, 331 

Zahlenebene, komplexe 
325 


Zahlen, figurierte 488 
Zahlenfolge 166, 178, 255, 
532, 538 
Zahlen, ganze 197, 250 f., 
308, 431, 544 
Zahlengerade 198, 525, 
681 
Zahlen, irrationale 679 
Zahlen, komplexe 472, 
519, 678, 679 
Zahlenkugel, 
Riemannsche 328 
Zahlenlotto 144, 161, 233, 
236, 277, 300, 322 
Zahlenmenge 408 
Zahlen, natürliche 431 
Zahlen, negative 679 
Zahlenpaare 228 
Zahlenquadrat 396 
Zahlen, rationale 524 
Zahlen, reelle 528 
Zahlen, römische 545, 680 
Zahlenschema, 
quadratisches 395 
Zahlenstrahl 681 
Zahlensystem, binäres 
123 


Zahlensystem, dyadisches 
1 


Zahlentheorie 474, 681 

Zahlentheorie, Hauptsatz 
263, 301, 497 

Zahlen, transzendente 
679 


Zahlentripel, 
pythagoreisches 516 

Zahlen, vollkommene 681 

Zähler 75 

Zahl, Eulersche 147 

Zahl, Faktorzerlegung 
497 

Zahl, ganzalgebraische 
31, 199, 301 

Zahl, ganze 408 

Zahl, ganzrationale 31 

Zahl, gemischte 76 

Zahl, imaginäre 324 

Zahl, infinitesimale 437 

Zahl, irrationale 148, 301, 
314 


Zahl, komplexe 324 
Zahl, Ludolfsche 343 
Zahl, Mersennesche 682 
Zahl, natürliche 431 
Zahl, negative 403 

Zahl, Partition 474 
Zahl, rationale 524 
Zahl, reelle 528 


Zahl, reziproke 313 

Zahl, transzendente 31 

Zahlzeichen, ägyptische 
680 


Zahlzeichen, römische 
545 
Zahl, zusammengesetzte 
96 


Zauberquadrat 395 

Zehner (ägyptisches 
Zahlzeichen) 680 

Zehner (babylonische 
Ziffer) 680 

Zehnerbrüche 76 

Zehner (griechische 
Ziffer) 680 

Zehnerlogarithmus 393 

Zehner (minoische Ziffer) 
680 

Zehnerpotenz 493 

Zehnersystem 97, 575, 687 

Zehntausender 
(ägyptisches 
Zahlzeichen) 680 

Zehntausender 
(griechische Ziffer) 680 

Zehntausender 
(minoische Ziffer) 680 

Zeichen, mathematische 
407 ff. 

Zeichentest 683 

Zeichnen einer Parallelen 


Zeiger 464 

Zeilenrang 521 

Zeilensumme 395 

Zeit 576 

Zeitmaß 402 

Zenit 687 

Zenti 401 

Zentimeter 369, 401 

Zentraler Grenzwertsatz 
443, 445, 684 

Zentralprojektion 86, 405, 
502, 503 

Zentralwert 685 

zentrierte Zufallsgröße 
692 


zentrische Streckung 212 

Zentriwinkel 344 

Zentrum 209, 343 

Zerlegung 448, 473, 584 

Zerlegung einer Strecke 
605 


Zerlegung eines Gebietes 
365 

Zerlegung eines Intervalls 
283 


zerlegungsgleich 142 
Zerlegungsgleichheit 172 
Zerlegungsregel 365 
Zetafunktion, 
Riemannsche 537 


Ziehen aus einer Urne 
641 f. 
Zielbereich 62 
Zielfunktion 455, 458 f. 
Zielmenge 8, 62 
Ziffern 575, 680 
Ziffern, ägyptische 680 
Ziffern, arabische 680 
Ziffern, babylonische 680 
Zifferndarstellung 687 
Ziffern, griechische 680 
Ziffern, minoische 680 
Ziffernsysteme 687 
a a 22, 
59 


Zinsdivisor 688 
Zinsen 688 
Zinseszinsen 689 
Zinseszinsformel 540 
Zinsfaktor 689 
Zinsfuß 687 
Zinsrechnung 687 
Zinssatz 422, 540, 541, 
687, 690 
Zinszahl 688 
Zirkel und Lineal, 
Konstruktion mit 334 
Zirkulation 647 
Zissoide 6% 
z-Koordinate 338 
Zorn, M. 462 
Zornsches Lemma 462 
zufällig 585 
zufällige Prozesse 585 
zufälliger Fehler 163 
Zufallsgröße 691 
Zufallsgröße, 
Abweichung 642 
Zufallsgröße, abzählbare 
691 


Zufallsgröße, diskrete 691 

Zufallsgröße, endliche 
266, 691 

Zufallsgröße, ganzzahlige 
691 


Zufallsgröße, Mittelwert 
der 143 

Zufallsgröße, normierte 
692 

Zufallsgröße, 
Normierung 572 

Zufallsgrößen, 
Unabhängigkeit von 
633 


Zufallsgröße, 
standardisierte 692 

Zufallsgröße, 
Standardisierung 572 

Zufallsgröße, stetige 266 

Zufallsgröße, unendliche 
691 

Zufallsgröße, 
vektorwertige 491 


720 


Zufallsgröße, zentrierte 
692 
Zufallsvariable 691 
Zufallsveränderliche 
691 
Zufallsversuch 692 
Zufallsversuch, 
mehrstufiger 413 
Zufallsversuchsreihe 227, 
584, 669, 694 
Zufallszahlen 695 
Zufallsziffern 428, 694 
Zufallszifferntafel 694 
zulässige Hypothese 608 
Zunge 525 
zusammengesetzt 496 
zusammenhängend 200, 
244, 432 
Zusammenhangsaxiom 
666 


Zusammenzählen 250 
Zustand 585 
Zustandskurve 309 
Zustandsvektor 398 
zweielementig 228 
Zweiersystem 123 
Zweifarbensatz 162 
zweiparametrig 367 
Zwei-Personen-Nullsum- 
menspiel 570 
Zweipunkteform 223 
zweischaliges 
Hyperboloid 175 
zweischaliges Rotations- 
hyperboloid 175 
zweiseitiger Test 610f. 
zweistellig 184, 540 
Zweitafelprojektion 87 
Zwischenwert 696 
Zwischenwertaxiom 
666 
Zwischenwertsatz 696 
zyklisch 696 
zyklische Gruppe 251, 
697 


zyklische Permutation 
697 

Zykloide 547, 644, 697 

zyklometrische 
Funktionen 41 

Zylinder 698 

Zylinder (Oberflächen- 
und Volumen- 
berechnung) 451 

Zylinder, elliptischer 176 

Zylinderfläche 469, 529 

Zylinderfunktionen 699 

Zylinder, hyperbolischer 
177 


Zylinderkoordinaten 483, 
700 


Zylinder, parabolischer 
7 





Dieses Lexikon behandelt in 
alphabetischer Reihenfolge Begriffe des 
Rechnens und der Mathematik 
von den Grundrechenarten über den 
Schulstoff bis hin zu 
den wichtigsten Grundbegriffen der 
modernen Mathematik. 
BREITEN WÄNDEN INTEL. 
schnelle und zuverlässige Hilfe 
mit knappen, aber erschöpfenden Aus- 
künften. Ein ausführliches 
Register ermöglicht den raschen Zugriff 
auf untergeordnete Begriffe, die 
nicht als eigenes Stichwort auftreten. 
Das Buch wendet sich an alle, 
die in der täglichen Praxis mit Rechnen 
und Mathematik zu tun haben. 


Mit vielen Formeln, Tabellen und 
zahlreichen Beispielen, 
rund 1000 meist zweifarbigen 
Abbildungen und einem 
ausführlichen Register. 








